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Главными инструментами математической кибернетики являются дискретная мате-
матика и алгебра. Основные понятия и свойства математических структур этих наук —
частично упорядоченные множества, решётки, булевы алгебры, алгебраические систе-
мы — являются рабочим инструментом учёных в различных областях прикладной мате-
матики (распознавание образов и прогнозирование, оптимальное управление, автомати-
зация научных исследований, теоретическое и прикладное программирование и т.д.).

Цель книги — восполнить практическое отсутствие, либо труднодоступность научной
литературы по данной тематике.

Книга предназначена для научных работников, аспирантов, и инженеров, применяю-
щих рассматриваемые алгебраические модели в своих исследованиях. Может также быть
использована как справочник, в качестве учебного пособия для студентов университетов,
педагогических и высших технических учебных заведений, а также при самообразовании.
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Тане.

Предисловие
Мы, конечно, не предполагаем бесполезно мучить людей,
но, вместе с тем, мы не можем стремиться к тому, чтобы
убрать все тернии с пути, ведущего к науке, добродетели
и славе; это нам не удастся ни при каких условиях.

Дени Дидро. План университета или школы
публичного преподавания всех наук.

Главными инструментами математической кибернетики являются, очевидно, дискрет-
ная математика и алгебра. Основные понятия и свойства математических структур этих
наук являются рабочим инструментом учёных в различных областях прикладной мате-
матики (распознавание образов и прогнозирование, оптимальное управление, автомати-
зация научных исследований, теоретическое и прикладное программирование и т.д.).

За рубежом выпускается большое число книг, учебников и монографий по данной
тематике, с систематическим изложением основных сведений из указанных разделов и
ориентированных на исследователей-практиков, работающих с указанными структурами
алгебры и дискретной математики. Кроме того, данная тематика затрагивается во многих
журналах, сборниках статей и трудов конференций с изложением результатов последних
исследований. Имеются и специализированные периодические издания по теории упо-
рядоченных множеств и решёток. На русском же языке аналогичных изданий крайне
мало. Автор ставил своей целью восполнить, в некоторой степени, указанный пробел,
описав понятия и структуры, активно используемые исследователями в различных обла-
стях прикладной математики, поэтому книга также быть использована как справочник.
Последняя глава «Алгебраические системы», более углублённо знакомящая читателя с
рассматриваемыми конструкциями, показывая их как частный случай алгебраических
систем, носит факультативный характер.

В данной монографии вводимые понятия и утверждения, как доказываемые (а толь-
ко так можно изучать математику!), так и не доказываемые, иллюстрируются большим
количеством примеров. Как правило, отсутствие доказательств некоторых утверждений
связано с нежеланием чрезмерно увеличивать объём книги или уводить читателя в сто-
рону от основных идей (при этом, как правило, даётся ссылка на источник, где такое до-
казательство может быть найдено). Список литературы содержит работы как непосред-
ственно использованные при работе над монографией, так и могущие быть полезными
при более углублённой проработке материала — укажем здесь на справочники [69], [77] и
[80]. При написании данного труда в наибольшей степени использовались книги А.М. Бо-
гомолова и В.Н. Салия, П. Кона, Р. Лидла и Г. Пильца, А.И. Мальцева, Н.Н. Непейводы,
Б.И. Плоткина, В.Н. Салия, Л.А. Скорнякова, Р. Стенли, а разделы 2.4, 4.7 и 3.6 в су-
щественно опираются на материалы Ю.А. Шрейдера, С.О. Кузнецова и У.Т. Троттера
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(W.T. Trotter)1 соответственно (все эти источники приведены в списке литературы).
Книга предназначена для научных работников, аспирантов, и инженеров, применя-

ющих рассматриваемые алгебраические методы в своих исследованиях. При этом автор
пытался подготовить её так, чтобы она могла быть использована и при самообразовании.
Желательно лишь знакомство с основными понятиями алгебры и дискретной математи-
ки в объёме младших курсов университетов.

Приведём, хотя они и традиционны, основные обозначения, используемые в книге.
Символы N, Z, Q, R обозначают множества натуральных, целых, рациональных и дей-
ствительных чисел соответственно; N0 = N ∪ {0} — пополненный натуральный ряд.
НОК и НОД — это наименьшее общее кратное и наибольший общий делитель соответ-
ственно. Множество целых, кратных n обозначается nZ. Как обычно, Zn обозначает
циклическую n-элементную группу (по сложению). Булевы константы (истинностные
значения) «истина» и «ложь» обозначаются соответственно 1 и 0, а n-мерный единич-
ный куб — Bn или 2n. Символ , означает «равно по определению», �� — логическую
операцию импликации, ≡ n — «равно по modn» и если ◦n — инфексный символ бинар-
ной операции на Z или N , то x◦n y означает, что результат берётся по mod n. Символ
7→ обозначает подстановку элементов, символ ↔ — их перестановку, а ←[ — оператор
присваивания. Стрелки ⇒ и ⇔ служат сокращениями для выражений русского языка
«влечёт», «если ..., то ...» и «эквивалентно», «... если и только если ...» соответственно.
Кванторы существования и всеобщности переменной x по множеству X обозначаются
∃
X
x и ∀

X
x соответственно; впрочем, указание на X опускается, когда это не ведёт к

двусмысленности. Одновременное выполнение условий обозначается, как обычно, левой
фигурной, а выполнение хотя бы одного условия — левой квадратной скобками.

Автор выражает особую признательность академику РАН Ю.И. Журавлёву, прочи-
тавшему первоначальный вариант данного труда и поддерживавшему автора на протяже-
нии всей работы. Выражаю также искреннюю благодарность профессорам В.К. Леонтье-
ву и С.С. Марченкову, внимательно прочитавшим бо́льшую часть рукописи, указавшим
на ряд неточностей и сделавшим много ценных замечаний. О.М. Васильев и Н.О. Пташко
тщательно проработали промежуточный вариант текста и выявили определённое коли-
чество пропущенных описок и несоответствий, за что я им глубоко благодарен. Ответ-
ственность за оставшиеся погрешности несёт, безусловно, автор.

Писание математических текстов — сложное искусство, и даже лучшие из матема-
тиков не всегда оказываются на высоте, а уж большинство математических публикаций
(будь то научные статьи, или учебники, даже для средней или начальной школы) вообще
не выдерживают никакой критики [В.И. Арнольд. Что такое математика? ]. Насколько
данная книжка оказалась удачной — судить читателям.

С. Гуров

1 Автор счёл полезным указать оригинальное написания фамилий некоторых исследователей.
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Глава 1

Булевы алгебры

Булевы алгебры представляют собой удобную формализацию фраг-
мента теории множеств, служащей основой большинства современ-
ных разделов математики, что и определяет широкое их применение
во многих математических конструкциях.

С.С. Гончаров. Счётные булевы алгебры.

1.1 Определение булевой алгебры. Алгебраические системы

Определение 1.1. Булевой алгеброй B называется множество B, содержащее по край-
ней мере два элемента — o (нуль) и ι (единица), с заданными на нём бинарными опера-
циями t (объединения), u (пересечения) и унарной операцией ′ (дополнения). При этом
для любых x, y и z из B выполняются следующие законы (аксиомы) булевой алгебры:

Comt : x t y = y t x ,
Comu : x u y = y u x ,
Dtr1 : (x t y) u z = (x u z) t (y u z) ,
Dtr2 : (x u y) t z = (x t z) u (y t z) ,
t o : x t o = x ,
u ι : x u ι = x ,

Cmp ′ : x t x ′ = ι ,
Isl ′ : x u x ′ = o ,
Inv ′ : (x ′) ′ = x ,
ι ′ : ι ′ = o ,
o ′ : o ′ = ι ,

DeM1 : (x t y) ′ = x ′ u y ′ ,
DeM2 : (x u y) ′ = x ′ t y ′ ,
t ι : x t ι = ι ,
u o : x u o = o ,

Asst : x t (y t z) = (x t y) t z ,
Assu : x u (y u z) = (x u y) u z ,
Idt : x t x = x ,
Idu : x u x = x ,
Abs1 : x u (x t y) = x ,
Abs2 : x t (x u y) = x .

Множество B называется носителем булевой алгебры B, а o и ι — выделенными
элементами или универсальными гранями.

В булевой алгебре для объединения и пересечения выполняются пары законов ком-
мутативности (Com), первый и второй дистрибутивные законы (Dtr1, 2), законы ассо-
циативности (Ass), идемпотентности1 (Id) и поглощения (Abs). Понятно, что в булевой
алгебре определены объединения и пересечения любой конечной совокупности элементов.

1 От лат. idem — тот же самый, potentia — сила.
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При этом законы ассоциативности обеспечивают эквивалентность произвольных скобоч-
ных структур конечных объединений и пересечений элементов. Далее при выводе соот-
ношений мы, как правило, не будем специально отмечать применение законов ассоциа-
тивности и коммутативности.

Законы t o, u ι, t ι и u o описывают нейтральные и поглощающие свойства осо-
бых элементов булевой алгебры по отношению к объединению и пересечению. Свойства
ι ′, o ′ указывают на взаимную дополнительность этих элементов. Законы Cmp ′ и Isl ′

являются основными законами, описывающие свойства дополнения; они постулируют,
соответственно, его полноту и обособленность2. Закон Inv ′ указывает на инволютив-
ность дополнения. Взаимные свойства бинарных операций и дополнения описываются
законами Де Моргана (DeM1, 2).

Введённые операции называют абстрактными, поскольку ни они сами, ни носитель,
на котором они определены, никак не конкретизируются и никаких иных требований,
кроме удовлетворения вышеприведённым законам, к ним не предъявляется. В приложе-
ниях элементы булевой алгебры интерпретируются как подмножества некоторых мно-
жеств, события, высказывания, сигналы и др.

Лемма 1.1. Для любых элементов x и y булевой алгебры справедливы следующие со-
отношения и утверждения:

1) x t y = o ⇔ x = y = o и x u y = ι ⇔ x = y = ι;

2) следующие четыре соотношения:

x u y = x , x t y = y , x ′ t y = ι , x u y ′ = o

эквивалентны;

3) {
x u y = o
x t y = ι

⇔ y = x ′

— лемма о единственности дополнения3.

Доказательство.

1. Беря пересечение обоих частей равенства x t y = o с x, получим x u (x t y) = o,
откуда по Abs1 получаем x = o; аналогично показывается, что y = o.

Беря объединение обоих частей равенства x u y = ι с x, получим x t (x u y) = ι,
откуда по по Abs2 получаем x = ι; аналогично показывается, что y = ι.

Обратные следования очевидны (законы t o и u ι).
2 Алгебра, в которой выполняются все вышеприведённые законы кроме Cmp ′, называют псевдобуле-

вой.
3 В некоторых аксиоматизациях дополнение вводится как элемент, удовлетворяющий условиям ком-

плиментарности и изолированности. Но тогда необходимо доказывать его единственность, чем и объяс-
няется название леммы.
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2. Пусть xu y = x. Но по Abs2 имеем y t (xu y) = y, т.е. xt y = y. C учётом этого
имеем

x ′ t y = x ′ t (x t y) = (x ′ t x)︸ ︷︷ ︸
ι

ty = ι .

Из полученного x ′ t y = ι по DeM1 следует, что

x u y ′ = o.

И наконец с учётом последнего, применяя законы дистрибутивности, имеем

x u y = (x u y) t (x u y ′)︸ ︷︷ ︸
o

= x u (y t y ′)︸ ︷︷ ︸
ι

= x .

Таким образом мы циклически вывели требуемые соотношения друг из друга.

3. (⇒, достаточность)

y = y u (x t x ′)︸ ︷︷ ︸
ι

Comu, Dtr1
= (y u x)︸ ︷︷ ︸

o

t (y u x ′) =

= (x u x ′)︸ ︷︷ ︸
o

t (y u x ′) Dtr,Abs, Com
= (x t y)︸ ︷︷ ︸

ι

ux ′ = x ′.

(⇐, необходимость) очевидна — законы Cmp ′ и Isl ′.

�

Отдельный элемент булевой алгебры, а также формулу, описывающую применение
конечного числа указанных операций к элементам носителя, будем называть булевым
выражением. Ясно, что булево выражение определяет некоторый элемент булевой алгеб-
ры как значение функции от переменных, вместо которых подставляются те или иные
конкретные элементы носителя. Два выражения, связанные знаком (=) представляют
собой булево равенство. Булево равенство может быть как истинным, так и ложным в
зависимости от того, определяют ли левая и правая его части один и тот же элемент
носителя. Точное определение данных понятий будет дано в п. 5.4. Приведённые выше
законы булевой алгебры истинны именно в этом смысле.

Пусть V — выражение или равенство булевой алгебры. Результаты одновременной
замены всех символов u ↔ t и ι↔ o в V будем обозначать V \, а x↔ x ′, где x — эле-
мент носителя, не являющийся универсальной гранью — V [. Если же в V производятся
обе указанные замены, то их результат обозначим V ∗. В булевой алгебре справедлив
следующий

Принцип двойственности (для булевой алгебры). 1. Если V — булево равен-
ство, истинное для любых входящих в него элементов, то равенства V \, V [ и
V ∗ также истинны.

2. Если V — выражение булевой алгебры, то V ∗ = V ′.
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Действительно, приведённые выше законы, кроме Inv ′, разбиваются на пары (после-
довательно записанных) взаимодвойственных, преходящих друг в друга при замене \; при
этом Inv ′ переходит сам в себя. Преобразование [ переводит все законы, кроме Inv ′, или
с точностью до обозначений в себя, или в двойственные, а Inv ′ переходит в тождество
x′ = x′. Поэтому и при замене ∗ истинность булева равенства сохранится. В результате
утверждение (1) доказано. Справедливость утверждения (2) следует из равенства V = z,
где z — соответствующий элемент булевой алгебры: V = z ⇒ V ∗ = z′ ⇒ V ∗ = V ′.
Впервые принцип двойственности был сформулирован Э. Шрёдером в 1877 г.

Заметим, что

1. Если при замене [ пренебречь указанием x есть элемент, не являющейся универ-
сальной граню, то, например, применяя [ к закону t o, получим неверное равенство
x ′tι = x ′ вместо верного x ′to = x ′, а применяя ∗ к DeM1 — неверное равенство
x ′ u y ′ = x t y вместо верного (x ′ u y ′) ′ = x t y.

2. В п. (1) Принципа двойственности нельзя снять требование истинности равенства
для любых элементов булевой алгебры. Например, справедливость x u y = o для
некоторых x и y не означает, что x t y = ι (преобразование \). Это замечание
будет относится и к рассматриваемым далее принципам двойственности для других
структур.

Нетрудно обнаружить, что приведённая система из 21-ой аксиомы избыточна.

• Законы идемпотентности вытекают из законов поглощения. Действительно, для
любого x ∈ B имеет место

x t x Abs1
= x t (x u (x t x))

Abs2
= x .

Идемпотентность пересечения следует из только что доказанного по принципу двой-
ственности4.

• Законы поглощения влекут эквивалентность дистрибутивных законов. Действи-
тельно, для любых элементов x, y, z булевой алгебры имеем

(x t z) u (y t z)
Dtr1
= (x u (y t z)) t (z u (y t z))︸ ︷︷ ︸

z

Abs1, Dtr1
=

= (x u y) t (x u z) t z︸ ︷︷ ︸
z

Abs2
= (x u y) t z.

т.е. Dtr1 ⇒ Dtr2. Двойственно показывается, что Dtr2 ⇒ Dtr1.

• Используя законы дистрибутивности, ассоциативности, свойства дополнения и еди-
ницы показывается, что для любых x, y ∈ B справедливы соотношения

(x u y) t (x ′ t y ′) = ι и (x u y) u (x ′ t y ′) = o .

4 Для нас указанные следования почти очевидны, однако они были установлены выдающимся немец-
ким математиком Р. Дедекиндом.
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В соответствии с леммой о единственности дополнения это означает, что x ′ t y ′ —
дополнение к x u y, т.е. из указанных законов выведен закон DeM1. Аналогичная
выводимость DeM2 следует из принципа двойственности.

Избыточность системы аксиом не является помехой в практической работе. При опре-
делении булевой алгебры удобно задавать именно приведённый набор аксиом, как содер-
жащий все основные характерные соотношения, раскрывающие содержательные свой-
ства определяемого объекта. Вопрос же о неизбыточной системе аксиом для булевой
алгебры оказался не таким простым, как могло бы показаться на первый взгляд. В ходе
его исследования был обнаружен ряд интересных фактов, с некоторыми из которых мы
встретимся в дальнейшем.

Укажем ещё две системы аксиом для булевой алгебры.

• Пары аксиом коммутативности, дистрибутивности, нейтральных свойств особых
элементов, а также основные законы дополнения, т.е. первые восемь из приведенных
выше законов.

Данная система не является независимой: можно показать, что каждый из зако-
нов t o, u ι выводим из остальных семи. Данная аксиоматика, часто используемая
на практике как наиболее легко проверяемая, восходит к работам американского
математика Э. Хантингтона5.

• Пары законов законов Dtr, Abs вместе с Cmp ′ и Isl ′.

Это единственная кратчайшая (шесть аксиом) известная на сегодняшний день
безызбыточная самодвойственная система аксиом булевой алгебры.

Понятно, что такие и подобные им системы имеет более формальный характер по срав-
нению приведённой в определении 1.1.

Булева алгебра является примером алгебраической системы (АС), точнее, частно-
го случая АС — алгебры. Произвольная АС A задается парой множеств A и σA, т.е.
A = 〈A, σA 〉. Здесь A — носитель, а σA — сигнатура АС с носителем A. Носитель АС
есть некоторое непустое множество. Сигнатура σA алгебры с носителем A есть упоря-
доченная совокупность символов операций, отношений и особых элементов из A. Когда
нужно явно указать местность или арность операций и отношений, их записывают как
верхние индексы у соответствующих символов (символы особых элементов имеют нуле-
вую местность). Если σ1 и σ2 — две сигнатуры на носителе A и σ1 ⊂ σ2, то АС 〈A, σ1 〉
называют редуктом АС 〈A, σ2 〉. Если результат некоторой операции над элементами
множества всегда лежит в этом множестве, то говорят, что множество устойчиво отно-
сительно данной операции, а операция устойчива на данном множестве. В определении
алгебры требуется, чтобы все операции были устойчивы на её носителе. Здесь приведено

5 Huntington E.V. Sets of independent postulates for algebra of logic. — Amer. Math. Soc., 1904, 5, p. 288-
309. Подробности см. в [46].
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неформальное пояснение понятия АС, точные определения приведены в п. 6.1. Как си-
нонимом понятия АС мы будем пользоваться термином структура.

Для случая булевой алгебры с носителем B имеем σB = 〈 t2, u2, ′1, o0, ι0 〉 (сигна-
тура не содержит символов отношений), и свойства указанных операций и выделенных
элементов носителя описываются указанными выше законами. Ясно, что выделенные эле-
менты o и ι суть некоторые нульместные операции на носителе. Если рассматривается
АС заданной сигнатуры, то, стремясь к краткости, для её обозначения часто используют
просто символ носителя. Мы будем так поступать, когда это не приводит к недоразуме-
ниям.

Основные законы, характеризующие булеву алгебру (коммутативность и ассоциатив-
ность операций пересечения и объединения, а также первый дистрибутивный закон)
сформулировал Дж. Буль в своей фундаментальной работе 1854 г. «Исследование зако-
нов мысли, на которых основаны математические теории логики и вероятностей»6. Од-
нако полного перечня аксиом и точного определения предложенной им алгебры Буль не
дал. Алгебраическая система, эквивалентная булевой алгебре в современном её понима-
нии, впервые приведена в вышедшем в том же году третьем томе трактата А. де Моргана
«Формальная логика» (при этом ранее законы идемпотентности выделил У.С. Джевонс,
поглощения — Г.Г. Грасман и Э. Шрёдер, а на второй закон дистрибутивности указал
Ч. Пирс).

Системы Буля и де Моргана, таким образом, различны. В работе [82], прямо озаглав-
ленной «Алгебра Буля не есть булева алгебра», показано, что алгебра логики, предложен-
ная Булем, является коммутативным кольцом с единицей, без нильпотентных элементов
и обладающая идемпотентами. Такую систему в настоящее время применяют для изуче-
ния мультимножеств и псевдобулевых функций7. Идеи де Моргана нашли своё развитие
в современных теориях нечёткой логики и алгебр, названных его именем8.

1.2 Алгебры множеств

Рассмотрим непустое множество A и некоторую совокупность S(A) его подмножеств,
устойчивую относительно операций объединения (∪), пересечения (∩) и дополнения до
A (−), а также содержащая ∅ и A. Множество всех подмножеств (булеан) множества
A будем обозначать P(A). Понятно, что {∅, A } ⊆ S(A) ⊆ P(A).

Алгебраическая система 〈 S(A), ∪, ∩, −, ∅, A 〉 называется алгеброй множеств (по-
лем множеств, алгеброй классов). Алгебру множеств с носителем P(A) будем называть
тотальной (над A), а с двухэлементным носителем {∅, A} — тривиальной алгебрами

6 Про неё Б. Рассел сказал: Чистую математику открыл Буль в сочинении, которое называлось «За-
коны мысли».

7 Псевдобулевой называют действительную функцию, определённую на вершинах единичного куба
Bn в отличие от булевой (двузначной) функции, принимающей значения в B1.

8 Алгебра де Моргана задаётся таким же, как и у булевой алгебры носителем, парами аксиом комму-
тативности, ассоциативности, дистрибутивности, законов Де Моргана, а так же t o, u ι и Inv ′.



12 Глава 1. Булевы алгебры

множеств.
Нетрудно показать, что имеет место

Утверждение 1.1. Всякая алгебра множеств S(A) есть булева алгебра с нулём ∅ и
единицей A .

Доказательство. Достаточно убедиться, что в любой алгебре S(A) множеств выполняют-
ся первые восемь законов булевой алгебры в формулировке которых произведены под-
становки t 7→ ∩, u 7→ ∩, ′ 7→ −, ι 7→ A, o 7→ ∅.

Законы коммутативности, t o, u ι и Cmp ′, Isl ′ описывают элементарные свойства
теоретико-множественных операций.

В силу принципа двойственности достаточно доказать справедливость для алгебры
множеств первого закона дистрибутивности: (X ∪ Y ) ∩ Z = (X ∩ Z) ∪ (Y ∩ Z)

для любых подмножеств X, Y, Z ∈ S(A). Для этого рассмотрим произвольный элемент
w ∈ (X ∪ Y ) ∩ Z. Он принадлежит Z, а также либо X, либо Y . В первом случае
w ∈ X ∩ Z, а во втором — w ∈ Y ∩ Z. Следовательно, w ∈ (X ∩ Z) ∪ (Y ∩ Z). Пусть
теперь w ∈ (X ∩ Z) ∪ (Y ∩ Z). Тогда w ∈ X ∩ Z или w ∈ Y ∩ Z, откуда w ∈ Z и либо
w ∈ X, либо w ∈ Y , т.е. w ∈ (X ∪ Y ) ∩ Z. �

Пример 1.1. σ-алгебра подмножеств пространства элементарных событий, используемая
в аксиоматике теории вероятностей, есть алгебра множеств и, следовательно, булева ал-
гебра.

Заметим, что система подмножеств некоторого множества может оказаться булевой
алгеброй, не являясь при этом алгеброй множеств. Это будет, когда хотя бы одна из опе-
раций на данной системе не является соответствующей теоретико-множественной. Ниже
такие системы встретятся.

Проверку равенств булевой алгебры P(A) легче всего проводить, используя известные
диаграммы Эйлера-Венна (см., например, [29] или [7]), в которых множество A изобра-
жается прямоугольником, а его подмножества — различными кругами или овалами об-
щего положения в этом прямоугольнике. При этом объединению элементов соответствует
объединение, а пересечению — общая часть фигур, связанных с данными элементами. Та-
кие диаграммы строят отдельно для левых и правых частей проверяемого равенства, а
интересующую при данной проверке область заштриховывают. Если на соответствующей
паре диаграмм заштрихованными оказались одинаковые области, то, рассматривая раз-
личные подобласти A получающиеся в результате пересечения фигур, можно провести
формальное доказательство, подобное приведённому выше.

Впрочем, на практике можно просто ограничиться указанной констатацией, если со-
ответствующие построения проводить для “правильно построенных” диаграмм Эйлера-
Венна. Ниже данное понятие формализуется.

Определение 1.2. Пусть дано непустое множество U и система {X1, . . . , Xn} его под-
множеств. Составляющие данной системы множеств задаются следующим индуктивным
определением:
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1) составляющие одноэлементной системы {X1} суть X1 и X1;
2) если s — составляющая системы {X1, . . . , Xn−1}, то s ∩Xn и s ∩Xn — составля-

ющие системы {X1, . . . , Xn−1, Xn}.

Система множеств X называется независимой, если все её составляющие непусты.

Пример 1.2. Рассмотрим множество U = {a, b, c, d}.

1. Составляющие системы X1 = {a, b}, X2 = {b} суть {b}, ∅, {a}, {c, d}, и, следо-
вательно, данная система множеств не является независимой.

2. Составляющие системы X1 = {a, b}, X2 = {b, c} суть {b}, {c}, {a}, {d}, и, сле-
довательно, данная система множеств независима.

Для σ ∈ { 0, 1 } и множества X введём обозначение Xσ: Xσ есть X, если σ = 1 и

X, если σ = 0. Теоретико-множественное выражение вида
m⋂
j=1

X
σj
j , где X1, . . . , Xm суть

попарно различные подмножества некоторого множества, а σj ∈ { 0, 1 }, называется их
элементарным пересечением. Понятно, что элементарные пересечения либо совпадают,
либо не пересекаются.

Лемма 1.2 (свойства составляющих системы множеств). 1. Произвольная со-
ставляющая системы множеств {X1, . . . , Xn}, Xi ⊆ U , i = 1, n, представима
в виде элементарного пересечения и, следовательно, неравные составляющие не
пересекаются.

2. Независимая система из n множеств имеет 2n различных составляющих.
3. Объединение всех составляющих совпадает с универсальным множеством U .
4. Из n множеств можно образовать не более чем 22n множеств.

Доказательство пп. 1 и 3) легко проводятся по индукции, 2) следует из 1), а 4) — из 2). �

Из леммы следует, что получаемая в соответствии с определением совокупность со-
ставляющих некоторой системы множеств не зависит от порядка выбора этих множеств
и, таким образом, определение набора составляющих корректно. Итак, все составляющие
системы множеств суть элементарные пересечения. Выражение FM , задающее некоторое
подмножество M алгебры множеств виде объединения различных элементарных пересе-
чений называется нормальной формой Кантора для M над соответствующими попарно
различными множествами. Две нормальные формы Кантора, отличающиеся порядком
объединения элементарных пересечений, будем считать эквивалентными, поскольку они,
очевидно, задают одно и тоже множество.

Теорема 1.1 (Венн). Если в алгебре множеств булево равенство выполнено для неко-
торой независимой системы подмножеств, то оно справедливо для любой системы
подмножеств.

Доказательство. Рассмотрим непустое множество M , представленное нормальной фор-
мой Кантора FM над независимой системой множеств X = {X1, . . . , Xn} (Xi ∈ U ,
i = 1, n ):

M = FM =
⋃

σ=(σ1, ..., σn)∈NM ⊆Bn

n⋂
j=1

X
σj
j =

⋃
k∈IM ⊆{1, ..., 2n}

sk. (∗)
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(здесь NM и IM — соответствующие множеству M совокупности вершин n-мерного
единичного куба Bn и множества {1, . . . , 2n} номеров составляющих системы X). За-
метим, что для зависимой системы X указанное представление может отсутствовать.
Такое представление единственно с учётом введённой выше эквивалентности.

Заметим, что если s 6= ∅ — составляющая какой-либо независимой системы мно-
жеств, то либо s ⊆M , либо s ∩M = ∅ и справедливость x ∈ s полностью определяет
истинность x ∈ Xi для всех i = 1, . . . , n. В силу этого представление (∗) остаётся спра-
ведливым и единственным для любой произвольной независимой системы множеств (для
зависимой системы могут появиться и другие представления). Поэтому если в независи-
мой системе два булевых выражения F1 и F2 имеют одни и те же составляющие, то
справедливость или несправедливость равенства F1 = F2 сохранится и в любой другой
независимой системе. �

Из теоремы следует, что равенство в алгебре множеств достаточно проверить на одной
диаграмме Эйлера-Венна с независимой системой множеств. Их и называют множества-
ми общего положения. Интерпретация же выражений любой булевой алгебры соотноше-
ниями множеств обосновывается приведённой ниже теоремой 1.3.

Объединение, пересечение и дополнение будем считать основными теоретико-
множественными операциями. Обычно вводят и производные операции над мно-
жествами. Например, операция r (разности) множеств X и Y определяется
как X r Y = X ∩ Y , а операция ⊕ (их симметрической разности) как
X ⊕ Y = (X ∩ Y ) ∪ (X ∩ Y ). Можно показать, что X ⊕ Y = (X ∪ Y ) r (X ∩ Y ). Ясно,
что операция симметрической разности множеств коммутативна, а следующие свойства
введённых операций легко проверяются:

X r (Y r Z) = (X r Y ) ∪ (X ∩ Z) ;

X r (Y ∩ Z) = (X r Y ) ∪ (X r Z) ;

X r (Y ∪ Z) = (X r Y ) ∩ (X r Z) ;

(X ⊕ Y ) ∩ Z = (X ∩ Y )⊕ (Y ∩ Z) .

При этом операция симметрической разности обладает свойствами метрики:

X ⊕ Y = 0 ⇔ X = Y ;

X ⊕ Y =Y ⊕X ;

X ⊕ Y ⊆ (X ⊕ Z) ∪ (Z ⊕ Y ) .

Также часто используют отношение ⊆ включения множеств. Очевидно

X ⊆ Y ⇔ X ∩ Y = X ⇔ X ∪ Y = Y.

При X ⊆ Y , напомним, X называют подмножеством Y , а Y — надмножеством X.
В дальнейшем мы будем использовать обозначение P∗(A) для совокупности всех непу-
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стых подмножеств множества A.

1.3 Подсчёт числа элементов в подмножествах

Рассмотрим практически важную задачу подсчёта числа элементов в подмноже-
ствах конечного множества. Для её решения мы будем применять формулы включений-
исключений, обращения, а также диаграммы Эйлера-Венна.

Пусть X1, . . . , Xn — конечные множества. Очевидно, что

|X1 ∪X2| = |X1|+ |X2| − |X1 ∩X2| .

Применяя к предыдущей формуле математическую индукцию, получим формулу вклю-
чений и исключений∣∣∣∣∣

n⋃
i=1

Xi

∣∣∣∣∣ =
∑
16i6n

|Xi| −
∑

16i1<i26n

|Xi1 ∩Xi2|+

+
∑

16i1<i2<i36n

|Xi1 ∩Xi2 ∩Xi3| − . . .+ (−1)n−1
∑

16i1<...<in6n

|Xi1 ∩ . . . ∩Xin| =

=
n∑
k=1

(−1)k+1
∑

16i1<...<ik6n

|Xi1 ∩ . . . ∩Xik | .

Воспользуемся этой формулой для решения следующей, весьма общей, задачи. Пусть
имеется N элементов и некоторое число свойств P (1), . . . , P (n). Ясно, что свойства за-
дают некоторые подмножества исходного множества. Пусть далее Ni — число элементов
со свойством P (i) и вообще Ni1i2...ir — число элементов со свойствами P (i1), . . . , P (ir), а
также, возможно, какими-то ещё. Тогда число элементов N(0), не обладающих ни одним
из указанных свойств, будет задаваться формулой обращения

N(0) = N −
∑
i

Ni +
∑
i1<i2

Ni1i2 − . . .

. . .+ (−1)k
∑

i1<i2<...<ik

Ni1i2...ik + . . .+ (−1)nN1,2,...,n . (1.1)

Существе простое мнемоническое правило для запоминания данной формулы: пусть
1 соответствует объектам, обладающими всеми свойствами, 1− c1 — объектам, не обла-
дающих свойством c1, 1− c2 — объектам, не обладающих свойством c2 и т.д. Объектам,
не обладающих ни одним из свойств c1, . . . , cn будет соответствовать выражение

(1− c1)(1− c2) . . . (1− cn) .
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Отсюда, раскрывая скобки, получаем

N(0) = (1−c1)(1−c2) . . . (1−cn) = 1−(c1+c2+ . . .+cn)+(c1c2+ . . .)−(c1c2c3+ . . .)+ . . .

. . .+ (−1)nc1 . . . cn .

Формула (1.1) содержит, очевидно, 2n слагаемых. Но когда число Ni1i2...ir элементов,
обладающих свойствами P (i1), . . . , P (ir) не зависит от самих этих свойств, а лишь от
их количества, число слагаемых значительно сокращается — до n + 1. Действительно,
поскольку Ni1i2...ik зависит только от k, рассматриваемый случай позволяет ввести обо-
значения

N1 = N2 = . . . = Nn = N (i),

N1,2 = N1,3 = . . . = N1,n = N2,3 = . . . = Nn−1,n = N (2),

. . . . . . . . .

N1,2,...,n = N (n)

и формула включений и исключений принимает вид

N(0) =

(
n

0

)
N −

(
n

1

)
N (1) +

(
n

2

)
N (2) − . . .

. . .+ (−1)k
(
n

k

)
N (k) + . . .+ (−1)n

(
n

n

)
N (n) . (1.2)

Введённые величины имеют интерпретацию в терминах n-мерного единичного куба
(n — число свойств), все вершины которого помечены неотрицательными целыми числа-
ми, показывающими, сколько элементов исходного множества обладают данными свой-
ствами (кодируемыми единицами набора, соответствующему этой вершине). Тогда вер-
шине, соответствующей набору, в котором единицы находятся в позициях i1, i2, . . . , ik

приписано число Ni1i2...ik , N(0) — нулю единичного куба, а N (s) — числа, приписанные
всем вершинам слоя s, в частности, N (n) — единице куба.

Пример 1.3. Подсчитаем число булевых функций, существенно зависящих от n перемен-
ных. Напомним, что булева функция f(x1, . . . , xn) существенно зависит от переменной
xi, если найдётся набор α1, . . . , αi−1, αi+1, . . . , αn из 0 и 1 такой, что

f(α1, . . . , αi−1, 0, αi+1, . . . , αn−1) 6= f(α1, . . . , αi−1, 1, αi+1, . . . , αn−1) .

Известно, что имеется различных 22m булевых функций, зависящих от m переменных.
Пусть P (k) — свойство функции иметь k фиктивных переменных, k = 0, 1, . . . , n,
которые, ясно, можно выбрать

(
k
n

)
способами. Тогда число существенных переменных —
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(n− k). Поэтому N (k) = 22n−k и по формуле (1.2):

N(0) =

(
n

0

)
22n −

(
n

1

)
22n−1

+ . . .+ (−1)k
(
n

k

)
22n−k + . . .

. . .+ (−1)n
(
n

n

)
22n−n =

n∑
k=0

(−1)k
(
n

k

)
22n−k . (1.3)

Приведём для справки количества b(n) всех булевых функций от n переменных
и i(n) булевых функций, существенно зависящих от всех переменных переменных для
n = 1, . . . , 5:

n 0 1 2 3 4 5
b(n) 2 4 16 256 65 536 4 294 967 296
i(n) 2 2 10 218 64 594 4 294 642 034

Вернёмся к исходной формуле обращения. Введём следующие обозначения.

• N[s] — число элементов, обладающих ровно s свойствами. Обычно эти значения
для s = 1, 2, . . . , n и требуется определить, т.к. зная их можно найти мощно-
сти подмножеств во всевозможными комбинациями свойств. Ясно, например, что
N(0) = N[0].

• N(s) — число элементов, обладающих не менее s свойствами. Понятно, что
N(s) =

∑
i1<i2<...<is

Ni1i2...is , s = 1, 2, . . . , n и N(0) = N .

В терминах n -мерного единичного куба N[s] — сумма чисел, приписанных вершинам
s-го слоя, а N(s) — сумма чисел, приписанных вершинам всех слоёв, начиная с s-го.

Ясно, что в теперь формула (1.1) приобретает вид

N[0] = N(0) −N(1) +N(2) − . . .+ (−1)sN(s) + . . .+ (−1)nN(n) . (1.4)

Можно показать, что справедлива общая формула включений и исключений:

N[m] =

(
m

m

)
N(m) −

(
m+ 1

m

)
N(m+1) +

(
m+ 2

m

)
N(m+2) − . . .

. . .+ (−1)s
(
m+ s

m

)
N(m+s) + . . .+ (−1)n−m

(
n

m

)
N(n) . (1.5)

Часто именно эту последнюю наиболее общую формулу и считают выражением принципа
включений и исключений.
Пример 1.4. При обследовании читательских вкусов оказалось, что 60% студентов читают
журнал A, 50% — журнал B, 50% — журнал C, 30% — журналы A и B, 20% — журналы
B и C, 40% — журналы A и C, 10% — журналы A, B и C. Сколько процентов студентов:

1) не читает ни одного журнала?
2) читает в точности два журнала?
3) читает не менее двух журналов?

Решение. Имеем N(0) = 100%, N(1) = 60% + 50% + 50% = 160% (превышение 100%
естественно и связано с тем, что читающие несколько журналов учитываются соответ-
ствующее раз), N(2) = 30% + 20% + 40% = 90% и N(3) = 10%.
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Рис. 1.1. Подсчёт по диаграмме Эйлера-Венна

1) По формуле обращения (1.4):

N[0] = N(0) −N(1) +N(2) −N(3) = 100%− 160% + 90%− 10% = 20%.

2) По общей формуле включений и исключений (1.5):

N[2] =

(
2

2

)
N(2) −

(
3

2

)
N(3) = 1 · 90%− 3 · 10% = 60%.

3) Используя (1.5):

N[2] +N[3] =

(
2

2

)
N(2) −

(
3

2

)
N(3) +

(
3

3

)
N(3) = 1 · 90%− 3 · 10% + 10% = 70%.

Покажем теперь, как для решения задач подсчёта элементов в множествах может
быть использованы диаграммы Эйлера-Венна. Ясно, что такие диаграммы с n опреде-
лёнными на них подмножествами делятся максимум на 2n элементарных областей. Если
мы имеем информацию о числе элементов в некоторых областях диаграммы, достаточ-
ную для определения количества элементов во всех элементарных областях, то это даст
возможность определить число элементов в произвольной области диаграммы.

Пример 1.5. Пусть M , P и C — множества студентов, посещающих лекции по мате-
матике, физике и информатике соответственно. Известно, что |M | = 300, |P | = 350,
|C| = 450, |M ∩P | = 100, и |M ∩C| = 150, |P ∩C| = 75 и |M ∩P ∩C| = 10. Сколько
студентов посещает ровно один из указанных курсов?

Ясно, что

| {M ∩ P}r {M ∩ P ∩ C} | = 100− 10 = 90,

| {M ∩ C}r {M ∩ P ∩ C} | = 150− 10 = 140,

| {P ∩ C}r {M ∩ P ∩ C} | = 75− 10 = 65.

Поэтому область, соответствующая множеству студентов, посещающих только математи-
ческие курсы содержит 300−(90+10+140) = 60 элементов. Аналогично подсчитывается
число студентов, изучающих только физику (185) и только информатику (235). Поэтому
ровно один из указанных курсов посещают 60 + 185 + 235 = 480 студентов.
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1.4 Изоморфизмы булевых алгебр

Хотя алгебры множеств являются, как мы увидим, в некотором смысле, основными
примерами булевых алгебр, последние ими не исчерпываются.

Пример 1.6. 1. Рассмотрим двоичное множество истинностных значений B = {1, 0}
и сигнатуру σ = 〈 ∨, N, ¬, 0, 1 〉, состоящую из логических операций дизъюнк-
ции, конъюнкции и отрицания, а также символов элементов B — логического нуля
0 («ложь») и логической единицы 1 («истина»). Полученная АС 〈B, σ 〉 являет-
ся, как нетрудно видеть, булевой алгеброй. Эта простейшая булева алгебра играет
фундаментальную роль в логике. Она называется алгеброй логики или алгеброй вы-
сказываний; будем обозначать её 2. Заметим, что Cmp ′ и Isl ′ (основные законы,
описывающие свойства дополнения) в логике называются соответственно законами
исключенного третьего и противоречия.

2. АС 〈Bn, ∨, N, ¬, 0̃, 1̃ 〉, где Bn — n-мерный единичный куб, 0̃ и 1̃ — обозначе-
ния нулевого (0 . . . 0) и единичного (1 . . . 1) векторов соответственно, а сигнатур-
ные операции применяются к булевым векторам покомпонентно, называют булевой
алгеброй n-мерных двоичных векторов. Ясно, что это — многомерный вариант ал-
гебры 2.

3. Обозначим через P2 множество всех двузначных булевых функций, а через 0 и
1 — функции «тождественный нуль» и «тождественная единица» соответственно.
Тогда АС 〈P2, ∨, N, ¬, 0, 1 〉 есть булева алгебра. Её называют булевой алгеброй
логических функций.

4. Пусть N — свободное от квадратов натуральное число. Это означает, что справед-
ливо представление N = p1 · . . . ·pk (примарное разложение), где p1, . . . , pk — раз-
личные простые числа. Совокупность всех натуральных делителей N обозначим
D(N). Например, для N = 30 = 2 · 3 · 5 имеем D(30) = {1, 2, 3, 5, 6, 10, 15, 30}.
Наименьшее общее кратное чисел m и n обозначим m∨n, а их наибольший общий
делитель — m∧n. Положим m′ = N

m
. Тогда АС 〈D(N), ∨, ∧, ′, 1, N 〉, как нетруд-

но проверить, есть булева алгебра. Данная булева алгебра широко используется в
теории чисел.

5. Рассмотрим множество электрических выключателей, или контактов, которые мо-
гут находиться в одном из двух состояний — замкнутом (проводящем) или разо-
мкнутом (не проводящем). У таких контактов различают входной и выходной полю-
сы, которые можно соединять с полюсами других контактов, строя электрические
двухполюсные (один вход и один выход) цепи.

Если соединять друг с другом только входные и выходные полюсы, то имеется
только два способа объединения таких цепей: последовательное и параллельное.
При последовательном соединением цепей A и B выходной полюс цепи A присо-
единяется к входному полюсу цепи B, при параллельном — попарно объединяются
входные и выходные цепи A и B (в обоих случаях входной и выходной полюсы
полученной цепи определяются входным полюсом A и выходным полюсом B со-
ответственно). Таким образом, получают класс т.н. параллельно-последовательных
контактных схем. Их ещё называют π-схемами.

Под произведением A · B будем понимать цепь, образованную последовательным,
а под суммой A + B — параллельным соединением цепей A и B. Под цепью A
будем понимать цепь, полученную размыканием всех замкнутых контактов A и
замыканием всех её разомкнутых контактов.

Проводимость двухполюсной цепи может быть описана некоторой булевой функци-
ей, точнее — функцией, представимой т.н. бесповторной формулой над множеством
логических связок {∨, N, ¬}, соответствующих операциям {+, ·, − }, в которой
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каждому контакту цепи соответствует выражающая его проводимость пропозици-
ональная переменная, встречающаяся в формуле ровно один раз.

Две цепи будем считать одинаковыми, если можно так сопоставить контактам пе-
ременные, что при одном и том же состоянии контактов, соответствующим одной
переменной и всех произвольных состояниях остальных контактов, обе рассмат-
риваемые цепи являются одновременно либо проводящими, либо не проводящими.
Введенное отношение, очевидно, является отношением эквивалентности на множе-
стве цепей. Обозначим через I постоянно замкнутый, а через O — постоянно разо-
мкнутый контакты. Обозначим через C множество всех попарно неэквивалентных
π-схем (двухполюсных электрических цепей). Тогда АС 〈C, +, ·, −, O, I 〉 есть, как
нетрудно видеть, булева алгебра. Её называют алгеброй переключательных схем.

Применение формульного аппарата булевых алгебр для анализа и синтеза электри-
ческих схем имеет огромное прикладное значение.

6. Пусть в ходе некоторых экспериментов могут наблюдаться или не наблюдаться
определённые события. Такие события называют случайными, не различая при
этом события, которые в данном эксперименте появляются только одновременно.
Введём три операции на таких событиях: умножение двух событий, означающее,
что в данном эксперименте наблюдаются оба этих события; сложение двух собы-
тий, означающее наблюдение в эксперименте хотя бы одного из указанных событий
и отрицание события, означающее, что указанное событие в данном эксперименте
не наблюдалось. Зафиксируем также невозможное (никогда не наступающее) собы-
тие ∅ и достоверное (всегда наступающее при проведении данного эксперимента)
событие 1. Легко видеть, что совокупность всех случайных событий, связанных с
данным экспериментом, является булевой алгеброй относительно введённых опера-
ций и выделенных элементов ∅ и 1.

Системы данного примера являются представлениями или реализациями булевой
алгебры.

Пример 1.7. 1. Кроме параллельно-последовательных, существуют ещё т.н. мостико-
вые схемы. Простейшая мостиковая схема изображена на рис. 1.2.
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Рис. 1.2. Мостиковая схема (входной и выходной полюсы выделены)

Для описания подобных схем язык булевой алгебры оказывается недостаточным:
не удаётся так усовершенствовать обычный булев аппарат алгебры логики, добавив
к нему ещё несколько (конечное число!) операций так, чтобы он стал содержать
средства для описания строения не только параллельно-последовательных, но и
мостиковых схем, притом описания адекватного, т.е. такого, при котором каждому
контакту в схеме соответствует ровно одна буква в формуле, выражающая прово-
димость данной схемы9.

9 Кузнецов А.В. О бесповторных контактных схемах и бесповторных суперпозициях функций алгебры
логики // Труды матем. ин-та им. В.А. Стеклова, т. LI. — М.: 1958. — С. 186-225.
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Действительно, проводимость мостиковой схемы на рис. 1.2 описы-
вается булевой функцией, которая может быть задана формулой
F = x1 N (x3 ∨ (x4 Nx5)) ∨ x2 N (x4 ∨ (x3 Nx5)), не являющейся бесповтор-
ной, и никакое эквивалентное преобразование F не приведёт, как можно показать,
к бесповторной форме над множеством связок {∨, N, ¬}10.
Отметим, что попытка построения подобного булевой алгебре формализованного
формульного языка, пригодного для адекватного описания двухполюсных цепей
общего вида предпринята в работе [11].

2. Для действительных чисел a, b из отрезка [ 0, 1 ] положим

a⊕ b = max {a, b}, a⊗ b = min {a, b}, 	a = 1− a.

Систему 〈 [ 0, 1 ], ⊕, ⊗, 	, 0, 1 〉 называют максиминной алгеброй. Она не будет яв-
ляться булевой алгеброй, поскольку в ней не выполняются законы Cmp ′ и Isl ′.
Отметим, что в приведённой выше системе из 21-ой аксиомы не выполняются толь-
ко данные законы. Последнее доказывает их независимость от остальных и необхо-
димость присутствия этих законов в любой системе аксиом для булевой алгебры.
Отметим, что дополнения в максиминной алгебре единственны. Таким образом,
указанная структура чрезвычайно близка к булевой алгебре, но ей всё-таки не яв-
ляется.

Определение 1.3. Пусть даны две булевы алгебры B1 и B2 и взаимно-однозначная
функция11 ϕ : B1 → B2 такая, что равенства

1) ϕ(x t y) = ϕ(x) t ϕ(y) , 2) ϕ(x u y) = ϕ(x) u ϕ(y) , 3) ϕ(x ′) = ϕ(x) ′

справедливы для всех x и y из B1. Тогда говорят, что ϕ — булев изоморфизм между
B1 и B2, данные алгебры булево изоморфны (символически B1

∼=b B2).

Замечание. Легко показать, что из 1) – 3) следует

4) ϕ(o) = o и 5) ϕ(ι) = ι.

Действительно, имеем ϕ(o) = ϕ(xux ′) = ϕ(x) u ϕ(x ′) = ϕ(x) u ϕ(x)′ = o и аналогично
для ϕ(ι).

Мы видим, что булев изоморфизм — это взаимно-однозначное отображение носителей
булевых алгебр, сохраняющее операции и особые элементы o и ι.

В записи булевых алгебр B1 и B2 мы использовали одинаковые обозначения и для
соответствующих операций, и для выделенных элементов. Стремясь не усложнять обо-
значения, так обычно и поступают. При внимательном чтении путаницы относительно
принадлежности операций и выделенных элементов к одной или другой алгебре возник-
нуть не должно.

Пример 1.8. 1. Алгебра высказываний, очевидно, изоморфна тривиальной алгебре
множеств.

2. Определим для булевой алгебры B = 〈B, t, u, ′, o, ι 〉 двойственную к ней
B∗ = 〈B∗, t∗, u∗, ′∗, o∗, ι∗ 〉 , положив

B∗ = B , t∗ = u , u∗ = t , ′∗ = ′ , o∗ = ι , ι∗ = o .

10 Это утверждение неоднократно высказывалось В.И. Шестаковым, начиная с 1930-х годов. Однако
на семинаре по математической логике в МГУ в начале 1950-х годов П.С. Новиков указал на отсутствие
математического доказательства данного факта. Такое доказательство было позже приведено А.В. Куз-
нецовым.

11 Точное определение взаимно-однозначной функции или биекции см. в п. 2.6.
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В силу принципа двойственности (преобразование V \), будем иметь B∗ ∼=b B (и
более того, B∗∗ = B).

3. Тотальная алгебра над n-элементным множеством A = {a1, . . . , an} изоморфна
булевой алгебре n-мерных двоичных векторов Bn. Булевым изоморфизмом здесь
будет является отображение ϕ : Bn → P(A), ставящее в соответствие булеву векто-
ру (α1, . . . , αn) подмножество { ai | αi = 1, i = 1, n } множества A.

Существует простой критерий изоморфности тотальных алгебр множеств.

Теорема 1.2. Для того чтобы тотальные алгебры множеств P(A) и P(B) были
изоморфны, необходимо и достаточно, чтобы A и B имели одинаковую мощность12.

Доказательство. (⇐) Пусть существует изоморфизм ϕ между алгебрами P(A) и P(B).
Тогда ϕ — взаимно-однозначное соответствие между множествами A и B, откуда сле-
дует их равномощность.

(⇒) Пусть множества A и B равномощны. Тогда между их элементами можно уста-
новить взаимно-однозначное соответствие f . Однако элементами P(A) и P(B) служат
подмножества A и B соответственно, и f не является искомым изоморфизмом. Поэтому
распространим отображение f на подмножества данных множеств, поставив в соответ-
ствие произвольному подмножеству X множества A его образ ϕ(X) =

⋃
a∈X f(a) ⊆ B.

Простая проверка показывает, что ϕ является булевым изоморфизмом между P(A) и
P(B). �

Равномощные множества называют, напомним, эквивалентными.

1.5 Теорема Стоуна

Справедлива следующая фундаментальная теорема о представлении произвольных
булевых алгебр алгебрами множеств. Она показывает, что элементы любой булевой ал-
гебры можно считать подмножествами некоторого множества, а булевы операции отож-
дествлять с одноимёнными теоретико-множественными.

Теорема 1.3 (Стоун). Всякая булева алгебра изоморфна подходящей алгебре мно-
жеств.

Иными словами, теорема Стоуна утверждает существование вложения (см. ниже
п. 2.6) любой булевой алгебры в некоторую тотальную алгебру множеств. Мы докажем
эту теорему для конечного случая. Для этого нам потребуются ввести новое понятие.

Определение 1.4. Ненулевой элемент a булевой алгебры называется атомом, если для
любого её элемента x справедливо либо a u x = o, либо a u x = a. В последнем случае
говорят, что элемент x содержит атом a.

Например, в булевой алгебре всех n-мерных двоичных векторов атомы суть двоичные
наборы единичного веса. В тотальной алгебре множеств атомами будут являться все
одноэлементные подмножества.

12 т.е. чтобы между ними существовало взаимно-однозначное отображение
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Лемма 1.3. В конечной булевой алгебре каждый ненулевой элемент содержит хотя
бы один атом.

Доказательство. Пусть B = { b1, b2, . . . , bm } — носитель булевой алгебры и x — его
ненулевой элемент (в дальнейшем будет установлено, что m = 2n для некоторого нату-
рального n). Приведём алгоритм, обнаруживающий атом, содержащийся в x.

Шаг 1. Положить a ← [ x, k ← [ 1.

Шаг 2. Вычислить b = a u bk. Если b = o или b = a, то переход к шагу 3; иначе —
к шагу 4.

Шаг 3. Если k = n, то конец; иначе k ←[ k + 1 и переход к шагу 2.

Шаг 4. Положить a ←[ b. Если k = n, то конец; иначе k ←[ k + 1 и переход к шагу
2.

После окончания работы алгоритма в a будет записан атом, содержащийся в x. В са-
мом деле, алгоритм пропускает через a конечную (длины < n) последовательность нену-
левых элементов x, x u bi1 , x u bi1 u bi2 , . . ., последний из которых

y = x u bi1 u bi2 . . . u bin

обладает тем свойством, что y u z = o или y u z = y для любого z ∈ B. Кроме того,

y u x = x u y = x u (x u bi1 u bi2 . . . u bin) = x u bi1 u bi2 . . . u bin = y .

Это означает, что y содержится в x и, таким образом, y — искомый атом. �

Утверждение 1.2 (Основное свойство атомов). Если a1 и a2 — различные атомы
булевой алгебры, то

a1 u a2 = o. (1.6)

Доказательство. Если a1 u a2 = b 6= o, то согласно определению, должно быть b = a1 и
b = a2. �

Булева алгебра, в которой каждый ненулевой элемент содержит атом, называется
атомной или дискретной. Все рассмотренные выше алгебры атомные. Из леммы 1.3
следует, что конечная булева алгебра является атомной. Булеву алгебру, не содержащую
ни одного атома называют безатомной или непрерывной. Приведём пример безатом-
ной булевой алгебры. Рассмотрим совокупность всех конечных объединений всевозмож-
ных полуинтервалов вида (x, y], содержащихся в промежутке (0, 1]: 0 < x 6 y 6 1.
Эта совокупность, очевидно, устойчива относительно теоретико-множественных опера-
ций объединения, пересечения и дополнения до (0, 1] и в ней выполняются все законы
булевой алгебры. Единицей в ней будет весь интервал (0, 1], а нулём — пустое множе-
ство, представляемое в виде (x, x]. Эта алгебра является безатомной: любой интервал
(x, y] рассматриваемого вида содержит в себе ненулевой подынтервал такого же вида.
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Множество всех атомов, содержащихся в элементе x обозначим At(x) и формально
считать, что At(o) = ∅. Совокупность всех атомов булевой алгебры B будем обозначать
At(B).

Лемма 1.4. Всякий ненулевой элемент конечной булевой алгебры может быть пред-
ставлен в виде объединения содержащихся в нём атомов:

x =
⊔

a∈At(x)

a. (1.7)

Например, в тотальной алгебре над множеством {1, 2, 3, 4} элемент x = {1, 2, 3}
содержит атомы {1}, {2}, {3} и равен их объединению: x = {1} ∪ {2} ∪ {3}.

При At(x) = {a} формально полагают x =
⊔
a a, а при At(x) = ∅ — x = o.

Понятно, что единица ι есть объединение всех атомов булевой алгебры: At(ι) = At(B).
Действительно, пусть b =

⊔
a∈At(B)

a, тогда

o = b ′ u b = b ′ u
⊔

a∈At(B)

a =
⊔

a∈At(B)

(b ′ u a) ,

и, следовательно, b ′ua = o для любого атома a из At(B), т.е. b ′ не содержит ни одного
атома. По лемме 1.3 это означает, что b ′ = o, т.е. b = ι.

Доказательство леммы1.4 отложим до п. 5.2. Отметим только, что соотношение (1.7)
выполняется в любой атомной булевой алгебре, не обязательно конечной.

Для конечного случая теорема Стоуна допускает следующее усиление.

Теорема 1.4. Всякая конечная булева алгебра изоморфна подходящей тотальной алгеб-
ре множеств.

Доказательство. Пусть B — конечная булева алгебра. Построим тотальную алгебру мно-
жеств над At(B) и покажем, что она изоморфна B.

Рассмотрим функцию ϕ, сопоставляющую каждому элементу x из B множество
At(x) содержащихся в нём атомов. Покажем, что ϕ является искомым изоморфизмом
между B и P(At(B)).

Убедимся сначала, что ϕ(x) = At(x) — биекция13 между B и P(At(B)). Из разло-
жения (1.7) следует, что

1) элемент x однозначно определяется множеством At(x) своих атомов и наоборот,
т.е. отображение ϕ(x) инъективно;

2) для произвольного подмножества A ⊆ At(B) можно определить элемент x соот-
ношением x =

⊔
a∈A a, тогда ϕ(x) = A и ϕ — сюръективно.

Таким образом, биективность отображения ϕ показана.
Теперь удостоверимся, что для ϕ выполнены свойства (1)–(3) определения 1.3 (ни-

жеприведённые выкладки проведены для произвольных элементов x, y из B ).
13 Читателю должны быть известны свойства инъективности, сюръективности и биективности отоб-

ражений. Их алгебраические определения будут даны в п. 2.6.
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Во-первых, очевидно, что

x t y =
⊔

a1 ∈At(x)

a1 t
⊔

a2 ∈At(y)

a2 =
⊔

a∈At(x)∪At(y)

a,

откуда ϕ(x t y) = ϕ(x) ∪ ϕ(y).
Во-вторых,

x u y =
⊔

a1 ∈At(x)

a1 u
⊔

a2 ∈At(y)

a2
Dtr1
=

⊔
a1 ∈At(x)
a2 ∈At(y)

(a1 u a2)
(1.6)
=

⊔
a∈At(x)∩At(y)

a ,

т.е. ϕ(x u y) = ϕ(x) ∩ ϕ(y).
В-третьих, подставляя в полученные выше равенства y = x ′ с учётом At(ι) = At(B)

имеем
At(x) ∪ At(x ′) = At(B) и At(x) ∩ At(x ′) = ∅,

откуда по лемме 1.1: At(x ′) = At(B)r At(x) и ϕ(x ′) = ϕ(x). �

Доказанная теорема имеет следующие простые

Следствия. 1. Если конечная булева алгебра имеет n атомов, то общее число её
элементов равно 2n.

2. Любая конечная булева алгебра изоморфна подходящей алгебре n-мерных двоичных
векторов.

Первое следует из того, что мощность множества всех подмножеств совокупности из
атомов n есть 2n, а второе — из примера 1.8.3.

Теорема Стоуна показывает, что элементы любой булевой алгебры можно считать
подмножествами некоторого множества, а булевы операции отождествлять с одноимён-
ными теоретико-множественными.

Если в булевой алгебре определены объединение и пересечение произвольной сово-
купности её элементов, то такая булева алгебра называется полной. Ясно, что полной
булевой алгеброй является любая алгебра множеств, а σ-алгебра, где эти операции мо-
гут быть взяты лишь по счётной совокупности множеств, является “промежуточной”
между обычной и полной булевыми алгебрами.

Приведённое доказательство останется справедливым для полных атомных алгебр, и
справедливой является следующая

Теорема 1.5 (о представлении полных атомных булевых алгебр). Пусть B —
полная атомная булева алгебра. Тогда

B ∼=b P(At(B)).

Таким образом, с точностью до изоморфизма полные атомные булевы алгебры исчер-
пываются тотальными алгебрами подходящих множеств.

Заметим, что для доказательства теоремы Стоуна в случае бесконечных булевых ал-
гебр используется понятие ультрафильтра (см. п. 4.2).
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Глава 2

Отношения и соответствия

Приложения теории бинарных отношений бесчисленны, ибо един-
ственными отношениями, обычно встречающимися в математике,
являются бинарные отношения и особого рода тернарные отноше-
ния (алгебраические операции).

И.И. Валуце. Отображения. Алгебраические аспекты теории.

2.1 Декартово произведение множеств и отношения

Пусть A1, . . . , An — конечная последовательность непустых множеств. Декартовым
(или прямым) произведением указанных множеств (в данном порядке), символически

A1 × A2 × . . .× An или
n∏
i=1

Ai ,

называют совокупность всех конечных последовательностей вида ( a1, a2, . . . , an ), где
ai ∈ Ai, i ∈ 1, n. Заметим, что A×B 6= B×A; также формально A×B×C, (A×B)×C
и A× (B × C) суть разные множества.

Декартово произведение n экземпляров множества A обозначают An и называют
n-ой декартовой степенью множества A. Естественно полагают A1 = A, а под A0

понимают некоторое одноэлементное подмножество A. Ясно, что Am × An 6= Am+n.
Заметим, что понятие произведения множеств введено Г.Кантором.

Определение 2.1. Отношения суть подмножества декартовых произведений множеств.

Число множеств в соответствующем декартовом произведении определяет местность
или арность отношения. Говорят об унарных, бинарных, тернарных, кватернарных и т.д.
отношениях. Понятно, что отношение ρ ⊆ A1 × . . . × An определяет совокупность n-ок
(a1, . . . , an) ∈ ρ, ai ∈ Ai, i = 1, . . . , n.

Определение 2.2. Если ρ — отношение на A1 × . . .×An, то совокупность всех элемен-
тов a1 ∈ A1 для которых найдутся такие a2 ∈ A2, . . . , an ∈ An, что (a1, a2, . . . , an) ∈ ρ,
называют проекцией отношения ρ на множество A1 или первой проекцией ρ. Ана-
логично определяются вторые, третьи и т.д. проекции. Символически i-я проекция ρ
обозначается Priρ.

Таким образом, i-я проекция отношения состоит из всех элементов, стоящих на i-м
месте в n-ках из данного отношения.

Отношения можно рассматривать как предикаты, т.е. функции, принимающие два
значения «истина» и «ложь»: ρ (a1, . . . , an) истинно, если (a1, . . . , an) ∈ ρ и ложно в
противном случае. Поэтому к отношениям можно применять операции алгебры логики:



2.1. Декартово произведение множеств и отношения 27

дизъюнкции (∨), конъюнкции (N), отрицания (¬), тождества (≡), импликации ( ��) и др.
При чтении соответствующих формул следует иметь в виду, что, поскольку приоритет
отношений выше приоритета операций алгебры логики, скобки вокруг отношений, как
правило, опускают.

Унарные отношения на некотором множестве описывают различные свойства его
элементов.

Примером тернарного отношения на R, Q или Z служит отношение «между»:
ρ(x, y, z) = 1 ⇔ x < y < z.

Далее будем рассматривать, как правило, бинарные отношения. Бинарные отно-
шения на декартовом произведении множеств A и B называют отношениями между
A и B или соответствиями между данными множествами — их называют базисными.
Заметим, что первое изложение теории бинарных отношений (применительно к мате-
матической логике) дал в 1895 г. Э. Шрёдер. Основы современного систематического
изложения данной теории заложены в работах Ж. Риге [43], В. Вагнера [8]; интересна
также работа И. Валуце [9].

Для соответствия ρ ⊆ A× B удобно пользоваться обозначением aρb, если (a, b) ∈ ρ.
Соответствия удобно задавать направленным двудольным графом1 −→G(ρ), с долями A и
B, вершинами которого служат элементы этих долей, причём, если aρb, то из вершины,
соответствующей a ∈ A, дуга ведёт в вершину, соответствующую b ∈ B. На рис. 2.1
показан пример такого графа для отношения { (a1, b1), (a1, b2) } на {a1, a2} × {b1, b2}.

a1 a2

b1 b2

u

[
[
[]

Рис. 2.1. Граф бинарного отношения

Первая проекция соответствия ρ называется его областью определения, а вторая —
областью значений, которые обозначаются Dom ρ и Im ρ соответственно. Для a ∈ A

множество ρ(a) = { b ∈ B | aρb } называется образом элемента a при соответствии
ρ. Для X ⊆ A множество ρ(X) =

⋃
x∈X

ρ (x) называется образом множества X при
соответствии ρ при соответствии ρ.

Поскольку отношения суть подмножества, то для бинарных отношений определена то-
тальная алгебра над декартовым произведением своих базисных множеств P(A×B). Яс-
но, что теоретико-множественные операции, применённые к соответствиям α, β ⊆ A×B,
для a ∈ A, b ∈ B имеют следующие свойства:

1 Граф называется двудольным, если его вершины могут быть разбиты на два непересекающихся
множества и при таком разбиении ребра соединяют вершины из разных множеств. Если двудольный
граф направленный, то все дуги (направленные рёбра) исходят из вершин одного множества и входят в
вершины другого.
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1) a(α ∪ β)b ⇔ aαb ∨ aβb ⇔ (a, b) ∈ α или (a, b) ∈ β ;

2) a(α ∩ β)b ⇔ aαbN aβb ⇔ (a, b) ∈ α и (a, b) ∈ β ;

3) aαb ⇔ ¬(aαb) ⇔ (a, b) /∈ α.

Легко показывается, что{
α ⊆ β

γ ⊆ δ
⇒

{
α ∪ γ ⊆ β ∪ δ ,
α ∩ γ ⊆ β ∩ δ

(α, β, γ и δ суть соответствия одной и той же пары множеств).
Отношение ρ называют дополнительным к ρ. Для каждого отношения ρ можно

определить булеан P(ρ), элементы которого называют подотношениями ρ.
Теперь мы введём две новые операции для бинарных отношений (соответствий): унар-

ную псевдообращения и бинарную произведения.

Определение 2.3. Пусть ρ ⊆ A × B. Операция ] (псевдообращения) соответствия ρ
задаёт псевдообратное к нему соответствие ρ ] ⊆ B × A, определяемое как bρ ]a ⇔ aρb
для любых a ∈ A, b ∈ B.

Ясно, что псевдообратное к данному отношению существует всегда. Для псевдооб-
ращения часто употребляют также термины противоположное, обратное, транспониро-
ванное, инверсное, симметричное, двойственное или дуальное отношение и пользуются
обозначениями ρ−1, ρ ′, ρd и др. Легко установить следующие свойства псевдообращения
относительно теоретико-множественных операций и отношения включения:

(ρ ]) ] = ρ, ρ ] = (ρ) ], α ⊆ β ⇒ α ] ⊆ β ],

(α ∪ β) ] = α ] ∪ β ], (α ∩ β) ] = α ] ∩ β ].

Покажем, например, справедливость последнего равенства (a и b — произвольные
элементы соответствующих множеств):

b(α ∩ β) ]a = a(α ∩ β)b = aαbN aβb = bα ]aN bβ ]a = b(α ] ∩ β ])a .

Для ρ ⊆ A × B и b ∈ B множество ρ ](b) = { a ∈ A | aρb } называется прообразом
элемента b при соответствии ρ. Для Y ⊆ B множество ρ ](Y ) =

⋃
y∈Y

ρ ] (y) называется

прообразом множества Y .

Определение 2.4. Пусть A , B и C — непустые множества, α ⊆ A× B и β ⊆ B × C.
Тогда произведение или умножение α � β соответствий α и β определяется для произ-
вольных a ∈ A, c ∈ C как

a(α � β)c ⇔ ∃
B
b (aαbN bβc).

Часто знак � опускают и вместо α � β пишут просто αβ.

Кроме приведённого в определении, имеются ещё два выражения для произведения
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отношений α ⊆ A×B и β ⊆ B × C:

Pr1(αβ) =α ](Pr2α ∩ Pr1β), P r2(αβ) = β(Pr2α ∩ Pr1β);

α � β = { (a, c) ∈ A× C | α(a) ∩ β ](c) 6= ∅ } ; (2.1)

α � β =
⋂
b∈B

α ](b)× β(b) .

Заметим, что булеан P(A×B) не устойчив относительно операции ] псевдообраще-
ния, т.к. её результат к P(A×B) уже не принадлежит. Что касается операции умножения,
то она, в общем случае, даже не определена на этом множестве.

Понятно, что в случае Pr2α ∩ Pr1β = ∅ произведение αβ не существует. B случае
же существования оно обладает следующими свойствами:

α(βγ) = (αβ)γ (ассоциативность произведения соответствий),

(αβ) ] = β ]α ] ,{
α ⊆ β

γ ⊆ δ
⇒ αγ ⊆ βδ (монотонность умножения соответствий),

α(β ∪ γ) = αβ ∪ αγ и (α ∪ β)γ = αγ ∪ βγ , откуда

(α ∪ β)(γ ∪ δ) = αγ ∪ αδ ∪ βγ ∪ βδ , (2.2)

α(β ∩ γ) ⊆ αβ ∩ αγ и (α ∩ β)γ ⊆ αγ ∩ βγ .

Ассоциативность произведения соответствий следует из ассоциативности логической
операции N и правил её взаимодействия с квантором существования. Докажем справед-
ливость правила (αβ) ] = β ]α ]: для произвольных элементов a и c соответствующих
множеств имеем

c(αβ) ]a = a(αβ)c = ∃b (aαbN bβc ) = ∃b
(
cβ ]bN bα ]a

)
= c(β ]α ])a.

Покажем справедливость свойства монотонности умножения соответствий. Действи-
тельно, для произвольных элементов a и c соответствующих множеств имеем

a(αγ)c = ∃ b ( aαbN bγc ) ⇒ ∃b ( aβbN bδc ) = a(βδ)c .

Докажем теперь, что (α∩β)γ ⊆ αγ∩βγ. Действительно, для произвольных элементов
a и c соответствующих множеств будем иметь

a[(α ∩ β)γ]c = ∃ b ( a(α ∩ β)bN bγc ) = ∃ b ( aαbN aβbN bγc ) =

= ∃ b ( (aαbN bγc) N (aβbN bγc) ) ⇒ ∃x ( aαxN xγc ) N ∃ y ( aβy N yγc ) =

= a(αγ)cN a(βγ)c = a(αγ ∩ βγ)c .

Соотношение α(β ∩ γ) ⊆ αβ ∩ αγ доказывается аналогично.
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Существует удобный способ представления конечных множеств и их соответствий в
виде (0,1)-матриц.

Пусть X — подмножество конечного множества A = { a1, . . . , an } с зафиксиро-
ванным порядком перечисления элементов. Подмножеству X поставим в соответствие
матрицу-строку длины n, содержащую на i-м месте 1, если ai ∈ X, и 0 в противном
случае.

Пусть теперь ρ — соответствие между A = {a1, . . . , am} и B = {b1, . . . , bn}. Зафик-
сируем указанный порядок следования элементов в множествах A и B. Тогда матрица
M(ρ) отношения ρ имеет размеры m×n и её элемент rij равен 1, если aiρbj и 0 иначе.

Множество всех (0,1)-матриц размера m× n (m и n — натуральные) будем обозна-
чать Mm×n, опуская индекс, когда соответствующий размер подразумевается. Во вве-
дённом множестве выделяются матрица, у которой всё элементы равны 1 и матрица,
у которой всё элементы равны 0. Их называют универсальной и нуль-матрицей и обо-
значают I и O соответственно. К любой матрице из M можно поэлементно приме-
нить логическую операцию ¬ , а к матрицам одинакового размера — логические опера-
ции ∨ и N по правилам алгебры высказываний 2 (см. с. 19). Легко видеть, что АС
〈Mm×n, ∨, N, ¬, O, I 〉 является булевой алгеброй, изоморфной в нашем случае тоталь-
ной алгебре P(A×B). Изоморфизм следует из следующих равенств:

M(α ∪ β) = M(α) ∨M(β); M(α ∩ β) = M(α)NM(β); M(α) = ¬M(α).

Понятно, что матрица M(α ]) ∈Mn×m получается из матрицы M(α) ∈Mm×n транс-
понированием.

Пусть M1 ∈ Mm×n, M2 ∈ Mn×k. Определим произведение M1 ×M2 ∈ Mm×k дан-
ных матриц как обычное матричное произведение с заменой операции суммирования на
∨, а операции умножения — на N. Для квадратных матриц обычным образом вводить-
ся натуральная степень Mn матрицы M как результат перемножения n экземпляров
данной матрицы. Легко показывается, что если α ⊆ A× B и β ⊆ B × C, для конечных
множеств A, B, C, то справедливо равенство

M(α � β) = M(α)×M(β) ,

откуда для случая A = B = C —

M(αn) = Mn(α) .

Образ подмножества X при отображении ρ тогда находится умножением слева
вектора-строки, задающей X, на матрицу M(ρ).
Пример 2.1. Пусть

A = { a1, a2, a3, a4 }, B = { b1, b2, b3 }, C = { c1, c2 }, X = { a1, a2 } ⊆ A,

ρ = { (a1, b3), (a2, b1), (a3, b1), (a3, b2), (a4, b1), (a4, b3) } ⊆ A×B,
σ = { (b1, c1), (b3, c2) } ⊆ B × C.
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На рис. 2.2 отношения ρ и σ представлены в виде графа.
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Рис. 2.2. Графы отношений ρ и σ

Находим, что

ρ(X) = { b1, b3 }, ρσ = { (a1, c2), (a2, c1), (a3, c1), (a4, c1), (a4, c2) }.

Граф отношения ρσ представлен на рис. 2.3. Матрицы, соответствующие X, ρ и σ
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Рис. 2.3. Граф отношений ρσ

записывается как

( 1 1 0 0 ) , M(ρ) =

 0 0 1
1 0 0
1 1 0
1 0 1

 , M(σ) =

(
1 0
0 0
0 1

)
.

Образу ρ(X) множества X соответствует

ρ(X) = ( 1 1 0 0 )×

 0 0 1
1 0 0
1 1 0
1 0 1

 = ( 1 0 1 ) ,

а произведению ρσ —

M(ρσ) =

 0 0 1
1 0 0
1 1 0
1 0 1

×( 1 0
0 0
0 1

)
=

 0 1
1 0
1 0
1 1

 .

Пусть теперь соответствие α на A2 задаётся матрицей

M(α) =

 1 1 1 0
0 0 1 0
1 0 0 1
0 0 1 0

 .
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Тогда отношение α2 описывается матрицей

M(α2) = M2(α) =

 1 1 1 1
1 0 0 1
1 1 1 0
1 0 0 1

 .

Определим теперь понятия смежных классов соответствия и его фактормножества.

Определение 2.5. Для соответствия ρ ⊆ A × B прообразы ρ ](b) элементов b ∈ B
называются смежными классами A по ρ, а образы элементов a ∈ A — смежными
классами B по ρ ].

Фактормножествами A/ρ и B/ρ ] называются множества, элементами которых яв-
ляются смежные классы A по ρ и B по ρ ] соответственно.

Таким образом, для ρ ⊆ A×B имеем A/ρ = { ρ ](b) | b ∈ B }, B/ρ ] = { ρ(a) | a ∈ A },
и, например, элементы a1, a2 ∈ A принадлежат одному смежному классу A по ρ, если

∃
B
b ( a1ρb = a2ρb ) (2.3)

Легко заметить, что объединение всех смежных классов A по ρ есть область опре-
деления Dom(ρ) ⊆ A (возможно, понятно, и строгое включение).

Говорят, что совокупность C непустых подмножеств множества A образует его по-
крытие, если объединение всех подмножеств из C совпадает с A. При этом подмножества
из C могут иметь непустые попарные пересечения. Ясно, что совокупность A1, A2, . . .

всех смежных классов A по ρ образует покрытие множества Dom(ρ):

Dom(ρ) = A1 ∪ A2 ∪ . . . ⊆ A .

Аналогично ⋃
Y ∈B/ρ ]

Y = Im(ρ) ⊆ B .

Пример 2.2. Пусть A = { 0, 1, 2, 3 }, B = { a, b, c } и на A × B задано соответствие
ρ = { (0, a), (0, b), (1, a), (2, b) }, граф

−→
G(ρ) которого показан на рис. 2.4. Здесь
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Рис. 2.4. К примеру 2.2

Dom(ρ) = { 0, 1, 2 } ⊂ A, а A/ρ составляют смежные классы {0, 1} и {0, 2}, имею-
щие общий элемент 0 и {0, 1} ∪ {0, 2} = Dom(ρ). Аналогично Im(ρ) = { a, b }.

Определение 2.6. (n + 1)-местное (n > 1) отношение ρ на множестве A ( ρ ⊆ An+1 )
называется функциональным, если для любых элементов a1, . . . , an, a, b множества A
из того, что (a1, . . . , an, a) ∈ ρ и (a1, . . . , an, b) ∈ ρ , следует a = b.
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2.2 Однородные отношения

Отношение ρ ⊆ A2 называется бинарным на A или однородным. Множество всех би-
нарных на A отношений обозначим R(A). Понятно, что множество R(A) замкнуто не
только относительно пересечения и объединения, но и относительно операций псевдооб-
ращения и умножения отношений.

Пусть ρ ∈ R(A). Если aρa, то скажем, что a ∈ A является ρ -нерефлексивным
элементом. Каждое однородное на A отношение обладает свойством, которое назовем
канторовостью: «подмножество B , { a ∈ A | aρa } всех ρ -нерефлексивных элементов
множества A не является образом ρ(x) какого-либо элемента x ∈ A». Действительно,
допущение B = ρ(x) некоторого x является противоречивым потому, что оно равно-
сильно одновременному выполнению отношений xρx и xρx.

Однородные отношения ρ ∈ R(A) удобно (особенно в случае, когда A — конечное
множество с небольшим числом элементов) изображать в виде ориентированного графа
−→
G(ρ), вершинам которого соответствуют элементы A, а дуга ведёт из x в y, если xρy.
Если xρx, то у вершины x рисуют петлю. Когда xρy и yρx, вместо пары дуг проти-
воположной направленности между x и y рисуют (ненаправленное) ребро. На рис. 2.5
показан пример такого графа для отношения { (1, 3), (1, 4), (4, 2), (2, 4) } на множестве
{ 1, 2, 3, 4 }.

1 2

3 4
u

[
[
[]

Рис. 2.5. Граф однородного отношения

Понятие класса смежности переносится на однородные отношения: в определе-
нии (2.5) полагают B = A.

Поскольку в R(A) произведение всегда определено, то в силу ассоциативности произ-
ведения соответствий алгебра 〈R(A), � 〉 есть полугруппа. Если ρ ∈ R(A) и ∅ 6= B ⊆ A,
то отношение ρ ∩ B2 называют сужением или ограничением отношения ρ на подмно-
жество B и обозначают ρ |B .

Для натурального k вводят естественное обозначение

αk = α � . . . � α︸ ︷︷ ︸
k символов α

Разумеется,
α ⊆ β ⇒ αk ⊆ βk, k = 1, 2, . . . .
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Покажем, что
(α ∩ β)2 ⊆ α2 ∩ β2 . (2.4)

Действительно, если α, β ∈ R(A), то для любых a, b ∈ A получим

a[(α ∩ β)(α ∩ β)]c = ∃ b [ a(α ∩ β)bN b(α ∩ β)c ] = ∃ b ( aαbN aβbN bαcN bβc ) ⇒

⇒ ∃x ( aαxN xαc ) N ∃ y ( aβy N yβc ) = aα2cN aβ2c = a(α2 ∩ β2)c.

Отношения σα = α∪α ] и ια = A2rσα = α ∪ α ] = α∩α ] называют соответственно
отношениями сравнимости и несравнимости для отношения α ∈ R(A). Если aσαb

[ aιαb ], то говорят, что элементы a и b сравнимы [соответственно, несравнимы].
Проиллюстрируем действие введённых операций на однородные отношения.

Пример 2.3. Рассмотрим отношение α =< (строго меньше) на N.

α ] : Имеем m < ]n ⇔ n < m ⇔ m > n . Таким образом, псевдообращением отношения
«строго меньше» будет отношение «строго больше».

σα : Поскольку m < n ∨ n < m ⇔ n 6= m, то отношением сравнимости для отношения
«строго меньше» будет отношение неравенства.

ια : Отношением несравнимости для отношения «строго меньше» будет отношение
равенства.

α2 : Имеем m <2 n ⇔ ∃
N
x (m < xN x < n ) ⇔ m + 1 < n. Понятно, что

m <k n ⇔ m+ k − 1 < n для k > 1.
α � α ] : Имеем m(< � >)n ⇔ ∃

N
x (m < xN x > n ) ⇔ ∃

N
x (x > max {m, n} ) ⇔ 1,

т.е. отношение < � > на множестве натуральных чисел истинно всегда.
α ] � α : Имеем

m(> � <)n ⇔ ∃
N
x (m > xN x < n ) ⇔

⇔ ∃
N
x (x < min {m, n} ) ⇔

{
1, если min {m, n} > 1,

0, иначе.
.

Мы видим, что для однородных отношений α и β, вообще говоря, αβ 6= βα. При
αβ = βα соответствующие отношения называются перестановочными.

Определение 2.7. Однородное на множестве A отношение ρ называется (далее x, y
и z — произвольные элементы множества A):

(O) универсальным, если ρ = A2.
(∅) пустым или нуль-отношением, если ρ = ∅.
Ясно, что для любого отношения ρ имеет место ∅ ⊆ ρ ⊆ O и ρ∅ = ∅ρ = ∅.
Универсальное и пустое отношения составляют несобственные отношениями на
данном множестве. Остальные отношения называют собственными.

(M) диагональным (единичным, отношением равенства), если xρy ⇔ x = y.
Для единичного отношения на A часто используют также обозначение 1A. Понят-
но, что это отношение тождества.
По определению для произвольного однородного отношения ρ полагают ρ0 =M.
Очевидно, ρ = ρ M=M ρ, ρ∩ M= ρ ]∩ M= ρ ∩ ρ ]∩ M и Mk=M, k = 0, 1, . . ..
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(F) полным, если ρ∪ ρ ] = O (т.е. xρy ∨ xρ ]y, или из любых двух элементов A по
крайней мере один находятся в отношении ρ с другим).

(R) рефлексивным, если M⊆ ρ (что означает xρx).
(AR) антирефлексивным, если ρ∩ M= ∅ (что означает xρ̄x).
(S) симметричным, если ρ ] ⊆ ρ. Из (ρ ]) ] = ρ сразу следует, что симметричность
отношения можно задать равенством ρ ] = ρ (т.е. xρy = yρx).

(AS) антисимметричным, если ρ ∩ ρ ] ⊆M (т.е. xρy N yρx ⇒ x = y).
Отношение ρ ∩ ρ ] называют симметрической частью отношения ρ.

(NS) несимметричным или асимметричным, если ρ ∩ ρ ] = ∅ (т.е. xρy ∨ yρx, или
из двух соотношений ρ и ρ ] хотя бы одно не выполнено).

(T) транзитивным, если ρ2 ⊆ ρ (что означает xρy N yρz ⇒ xρz).
Поскольку ρ2 ⊆ ρ ⇒ ρ3 ⊆ ρ2 ⊆ ρ, то для транзитивного отношения ρ имеем
ρn ⊆ ρ, n = 1, 2, . . ..
Пустое отношение ∅ обычно также считают транзитивным.

(AT) антитранзитивным, если ρ2 ∩ ρ = ∅ (что означает ¬(xρyNxρ2y)).
(C) содержащим цикл, если для некоторых x и k > 1 справедливо xρkx ; в против-

ном случае говорят, что ρ — отношение без циклов.

В обозначениях однородных отношений, когда это необходимо, подстрочным симво-
лом указывают множество, на котором они определены (например, OA). Ясно, что MA —
единица в полугруппе однородных отношений и АС 〈R(A), �, MA 〉 есть моноид2.

Почти очевидна следующая

Теорема 2.1 (о сохранении свойств отношения при сужении). Пусть ∅ 6= B ⊆ A
и ρ ∈ R(A). Тогда, если ρ обладает одним из следующих свойств: (F), (R), (AR), (S),
(AS), (T) — это свойство выполняется и для сужения ρ |B.

Теорема 2.2. Симметричное и транзитивное отношение на множестве A, первая
проекция которого совпадает с A, рефлексивно.

Доказательство. Пусть ρ — однородное на A отношение, обладающее указанными свой-
ствами. Pr1ρ = A означает существование для любого x такого y , что xρy, откуда по
симметричности и yρx. Таким образом, для произвольного x справедливо

∃ y (xρyN yρx) ⇔ xρ2x ⇒ xρx ,

что и означает M⊆ ρ. �

Замечание. В силу симметричности Pr1ρ = A эквивалентно Pr2ρ = A.

Теорема 2.3 (свойства произведения отношений). Пусть α, β и γ — однородные
отношения. Тогда справедливы следующие утверждения.

1. Если β рефлексивно, то α ⊆ αβ и α ⊆ βα. Отсюда M⊆ αn для рефлексивного α,
n = 0, 1, 2, . . ..

2. Если α рефлексивно и транзитивно, то αn = α, n = 1, 2, . . ..
3. Если α, β ⊆ γ и γ транзитивно, то αβ ⊆ γ.
2 Понятно, что ни отношение ρρ ] , ни ρ ]ρ могут не быть равными единичному. Это объясняет выбор

термина “псевдообратное” для отношения ρ ].
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Доказательство.

1. Если β рефлексивно, то α = α M⊆ αβ и аналогично для другого включения.
Второе утверждение следует из первого при α = β по монотонности произведения
соответствий.

2. Если α2 ⊆ α и α рефлексивно, то из предыдущего α ⊆ α2, т.е. α = α2, откуда и
следует требуемое.

3. Для транзитивного γ имеем αβ ⊆ γγ = γ2 ⊆ γ.
�

Определение 2.8. Однородное отношение ρ на множестве A называется стабильным
относительно операции f местности n на A, если при n > 0 для любых элементов
a1, a1

′, . . . , an, an
′ ∈ A справедливо

n

&
i=1

(ai ρ ai
′) ⇒ f(a1, . . . , an) ρ f(a1

′, . . . , an
′) ,

а при n = 0 — ρ рефлексивно.

Стабильность отношения означает, что если наборы аргументов функции находятся
в данном отношении, то и результаты операции также находятся в этом отношении.

Рассмотрим стабильность “положительных” и “отрицательных” свойств отношений
относительно основных теоретико-множественных операций и специфических операций
над отношениями.

Теорема 2.4 (о стабильности “положительных” свойств отношений). Для одно-
родных отношений

1) рефлексивность стабильна относительно ∪, ∩, ] и �;
2) симметричность стабильна относительно −, ∪, ∩ и ], а относительно � —

если и только если отношения перестановочны;
3) транзитивность стабильна относительно ∩ и ], а относительно � — если от-

ношения перестановочны.

Доказательство.

1. Первые три свойства очевидны. Стабильность рефлексивности отношений относи-
тельно произведения следует из п. 1 теоремы 2.3 (о свойствах произведения отно-
шений).

2. Свойство ρ ] = (ρ) ] влечёт стабильность симметричности относительно теоретико-
множественной операции дополнения.

Пусть α, β — однородные отношения и α ] = α, β ] = β. Для объединения и пере-
сечения имеем

(α ∪ β) ] = α ] ∪ β ] = α ∪ β и (α ∩ β) ] = α ] ∩ β ] = α ∩ β.
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Симметричность отношения означает его стабильность относительно операции
псевдообращения.

Для произведения симметричных отношений α и β имеем:

если αβ = βα, то (αβ) ] = β ]α ] = βα = αβ;
если αβ симметрично, то αβ = (αβ) ] = β ]α ] = βα.

3. Пусть α, β — однородные отношения и α2 ⊆ α, β2 ⊆ β.

Сразу имеем α2 ∩ β2 ⊆ α ∩ β, а (2.4) обеспечивает (α ∩ β)2 ⊆ α2 ∩ β2, откуда
(α ∩ β)2 ⊆ α ∩ β.

Для псевдообращения имеем

α2 = αα ⊆ α ⇔ (αα) ] ⊆ α ] ⇔ α ]α ] ⊆ α ] ⇔ (α ])2 ⊆ α ].

Для произведения отношений, если αβ = βα, то

(αβ)2 = αβαβ = ααββ = α2β2 ⊆ αβ.
�

Теорема 2.5 (о стабильности “отрицательных” свойств отношений). Для одно-
родных отношений α и β

1) антирефлексивность стабильна относительно ∪, ∩ и ]; а относительно произ-
ведения αβ — если и только если α ∩ β ] = ∅ ;

2) антисимметричность стабильна относительно ∩ и ];
3) несимметричность стабильна относительно ∩ и ]; а относительно ∪ — если

и только если α ∩ β ] = α ] ∩ β = ∅.

Доказательство.

1. Стабильность антирефлексивности относительно ∪, ∩, ] очевидна.

Антирефлексивность произведения αβ отношений α и β означает, что ни для
одного элемента a не найдётся элемента x с одновременной справедливостью aαx

и xβa . Но это означает ложность a(α ∩ β ])x для всех a и x , что эквивалентно
требуемому.

2. Стабильность антисимметричности (α∩α ] =M) относительно псевдообращения оче-
видна, а относительно пересечения её доказывают равенства

(α ∩ β) ∩ (α ∩ β) ] = α ∩ β ∩ α ] ∩ β ] = (α ∩ α ]) ∩ (β ∩ β ]) ⊆M ∩ M=M .

3. Стабильность асимметричности (ρ ∩ ρ ] = ∅) относительно ] очевидна.

Для пересечения имеем

(α ∩ β) ∩ (α ∩ β) ] = α ∩ β ∩ α ] ∩ β ] = (α ∩ α ]) ∩ (β ∩ β ]) = ∅ .
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Для объединения:

(α ∪ β) ∩ (α ∪ β) ] = (α ∪ β) ∩ (α ] ∪ β ]) =

= (α ∩ α ]) ∪ (β ∩ β ]) ∪ (α ∩ β ]) ∪ (β ∩ α ]) =

= (α ∩ β ]) ∪ (β ∩ α ]) .

Это выражение будет равно ∅ если и только если α ∩ β ] = α ] ∩ β = ∅.

�

Очевидно, на фиксированном n-элементном множестве могут быть определены
u(n) = 2n

2 всевозможных однородных отношений, из которых r(n) = 2n
2−n рефлек-

сивных и s(n) = 2
n2+n

2 симметричных; для числа t(n) транзитивных отношений не из-
вестно общей формулы. Значения u(n), r(n), s(n) и t(n) первых значений n приведены
в нижеследующей таблице.

n 1 2 3 4 5 6 7

u(n) 2 16 512 6 5536 33 554 432 ≈ 6, 87 · 1010 ≈ 5, 63 · 1014

r(n) 1 4 64 4 096 104 8576 1 073 741 824 4 398 046 511 104
s(n) 1 8 64 1 024 32 768 2 097 152 268 435 456
t(n) 2 13 171 3 994 15 4301 9 415 189 878 222 530

Иногда над однородными отношениями тем или иным способом вводят унарные опе-
рации открывания так, что результат открывания отношения содержится в нём.

Определение 2.9. Для ρ ⊆ A2, где A — непустое множество,

• ρ ∩ MA называют антирефлексивным открыванием отношения ρ;
• ρ ∩ ρ ] называют симметричным открыванием отношения ρ.

Различные встречающиеся на практике отношения обладают теми или иными из ука-
занных выше элементарных свойств. Например, однородное антирефлексивное и анти-
симметричное отношение называют отношением предпочтения (иногда предполагая у
него и наличие свойства транзитивности); оно играет важную роль в теориях выбо-
ра, статистических решений, стратегических игр и др. Рефлексивные и транзитивные
отношения называют отношениями синонимии. Ниже в п. 2.4 будет рассмотрено отно-
шение толерантности, обладающее свойствами рефлексивности и антисимметричности и
использующиеся, например, в теории распознавания образов. Там важную роль играет
понятие близости объектов, являющееся толерантностью.

Исключительную роль в математике и приложениях играет отношение эквивалент-
ности.

2.3 Отношение эквивалентности

Определение 2.10. Однородные рефлексивные, симметричные и транзитивные отноше-
ния называют отношениями эквивалентности.
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Замечание. Из теоремы 2.2 следует, что условие рефлексивности в определении эквива-
лентности можно ослабить, потребовав лишь совпадения любой из двух проекций отно-
шения со всем множеством своего задания. Приведённое определение традиционно.

Отношения эквивалентности играют исключительную роль в математике.
Ясно, что универсальное O и диагональное M отношения являются эквивалентностя-

ми. Эквивалентность элементов какого-либо множества, вообще говоря, не означает их
тождества. Эквивалентностями являются, например, отношение параллельности на мно-
жестве прямых обычного пространства (если считать прямую параллельной самой себе),
отношение подобия геометрических фигур, отношение равенства по модулю n целых
чисел и др.

Отношение эквивалентности обычно будем называть просто эквивалентностью и ча-
сто обозначать знаком ∼. Согласно определению

M ⊆ ∼ = ∼ ] = ∼2

(второе равенство в силу п. 2 теоремы 2.3 следует из рефлексивности ∼). Множество
всех эквивалентностей на (непустом) множестве A будем обозначать E(A).

Для данной эквивалентности ∼ на множестве A каждому a ∈ A можно сопоста-
вить множество [a]∼ эквивалентных ему элементов — классов эквивалентности или
смежных классов: [a]∼ = {x ∈ A | x ∼ a}. Ясно, что это суть смежные классы по
определению (2.5) с учетом однородности и свойств отношения эквивалентности. Если
эквивалентность фиксирована, то смежный класс элемента a обозначаем [a]. Элемен-
ты a1 и a2 принадлежат к одному классу эквивалентности [a]∼, если и только если
(a1, a2) ∈∼=∼ � ∼ ] 3.

Формирование смежных классов происходит в ходе выполнения т.н. операции аб-
стракции отождествления по данной эквивалентности, при которой отвлекаются от
индивидуальных характеристик элементов, выделяя лишь их общность. Понятно, что
при этом каждый x ∈ A попадает в один и только один класс эквивалентности, и клас-
сы эквивалентности или совпадают, или не пересекаются, накрывая в совокупности всё
множество A.

Говорят, что совокупность D = {A1, A2, . . . } непустых подмножеств множества A

образует его разбиение, если объединение всех подмножеств из D совпадает с A и все
они попарно не пересекаются:

A = A1 + A2 + . . . , Ai ∩ Aj = ∅ при i 6= j (2.5)

(использование знака + вместо ∪ подчёркивает, что рассматривается именно разбиение
множества). Элементы A1, A2, . . . разбиения D называют блоками. Конечое разбиение

3 Можно показать, что если ρ — однородное всюду определённое на A отношение, то достаточными
условиями того, чтобы ρρ ] являлось эквивалентностью (и, следовательно, совокупность классов состав-
лять разбиение A ) будет не только « ρ — эквивалентность», но и, в частности, « ρ — частичное (и,
следовательно, функциональное) или дифункциональное отображение» (см. далее определение 2.22 и
утверждение 2.11).
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A = A1 + A2 + . . .+ Ak обычно записывают в виде (A1 | A2 | . . . | Ak ).
Пусть задано разбиение множества A. Тогда можно определить отношение эквива-

лентности на A так, что элементы разбиения A будут смежными классами данной эк-
вивалентности. Ясно, что такая эквивалентность единственна. Таким образом, между
отношением эквивалентности и разбиениями существует взаимно-однозначное соответ-
ствие.

Приведённые рассуждения можно оформить в виде простой, но очень важной теоре-
мы.

Теорема 2.6 (о классах эквивалентности). Пусть A — непустое множество. Ес-
ли на A задана эквивалентность, то множество классов эквивалентности образует
разбиение A. И обратно, если задано разбиение A на блоки, то можно единственным
образом определить эквивалентность ∼ на A так, что для любой пары a, b элемен-
тов A a ∼ b ⇔ «a и b находятся в одном блоке (классе) разбиения».

«Теорема о классах эквивалентности находит в математике широчайшее применение,
и её по праву можно считать одной из главных (а то и самой главной) теоремой»4. Она
позволяет задавать эквивалентности разбиениями, что мы часто будем делать.

Пусть дано разбиение D непустого множества A на блоки (A1 | A2 | . . . ). Замкнём
D относительно основных теоретико-множественных операций, т.е. достроим D до мно-
жества S так, чтобы операции ∪, ∩, − стали устойчивы на S. Тогда S будет алгеброй
подмножеств множества A, причём её атомами будут A1, A2, . . ..

Эквивалентность на конечном множестве можно задавать (0,1)-матрицей (см. п. 2.1).
Ясно, что соответствующая матрица будет симметрична и содержать 1 на главной диа-
гонали, но не каждая такая матрица будет задавать эквивалентность.

Определение 2.11. Множество, элементами которого являются классы эквивалентно-
сти множества A по отношению эквивалентности ∼ называется фактормножеством и
обозначается A/∼.

Пример 2.4. 1. Если A — множество зёрен, насыпанных в мешки, и для зёрен a и
b положить a ∼ b, если они лежат в одном мешке, то классами эквивалентности
являются множества зёрен, лежащих в одном мешке, а фактормножеством A/∼ —
множество мешков.

2. Если W — множество слов русского языка и для слов u и v положить u ∼ v,
если они начинаются с одной и той же буквы (в русском языке 33 буквы), то
классами эквивалентности будут множества слов, начинающихся на данную бук-
ву, а фактормножеством W/∼ — множество соответствующих букв (заметим, что
|W/∼ | = 31 ).

Рассмотрим некоторое однородное на данном множестве A отношение ρ. Если най-
дутся элементы a0, a1, . . . , an (n > 1 ) множества A такие, что

(a0ρa1) N (a1ρa2) N . . . N (an−1ρan) N (anρa0) ,

то говорят, что ρ содержит цикл, а элементы a0, a1, . . . , an принадлежат данному
циклу. Отношение ρ на множестве A, не содержащее циклов называют ациклическим.

4 Успенский В.А. Что такое аксиоматический метод. — Ижевск, 2000.
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Введём на множестве A с отношением ρ отношение ερ по правилу:

aερb ⇔ либо a = b, либо существует цикл, которому принадлежат и a, и b .

Нетрудно видеть что ερ — эквивалентность.
Исследуем теперь стабильность эквивалентности. Разумеется, эквивалентность не ста-

бильна относительно взятия дополнения, поскольку дополнение эквивалентности не со-
держит диагонального отношения. С другой стороны, эквивалентность стабильна отно-
сительно операции перехода к псевдообратному отношению: это следует из теоремы 2.4
о стабильности “положительных” свойств отношений. Из этой же теоремы вытекает

Теорема 2.7 (о стабильности пересечения эквивалентностей). Отношение экви-
валентности стабильно относительно пересечения.

Из теоремы следует, что пересечение эквивалентностей из произвольной непустой
(возможно бесконечной) совокупности есть эквивалентность.

Эквивалентности α и β на некотором множестве назовём когерентными, если для
любой пары смежных классов по α и по β соответственно справедливо утверждение
«либо один из данных классов лежит в другом, либо они не пересекаются».

Теорема 2.8 (о стабильности объединения эквивалентностей). Пусть α и β —
эквивалентности. Тогда

1) объединение α ∪ β является эквивалентностью, если и только если α и β коге-
рентны;

2) если α ∪ β — эквивалентность, то α ∪ β = αβ и, поскольку α ∪ β = β ∪ α,
эквивалентности α и β перестановочны.

Доказательство.

1. В силу теоремы 2.4 достаточно показать указанный критерий относительно тран-
зитивности.

(⇐) Пусть α и β — когерентные эквивалентности на множестве A. Рассмотрим
всевозможные образы { b ∈ A | a(α∪β)b } по всем элементам a ∈ A . Легко видеть,
что при указанном условии данные подмножества A либо совпадают, либо не пере-
секаются и их объединение совпадает A. Таким образом, они образуют разбиение
множества A, задавая эквивалентность не нём. (⇒) Пусть теперь данные эквива-
лентности не когерентны, т.е. найдутся смежные классы [a]α и [b]β не лежащие
один в другом и содержащие общий элемент c. Можно считать, что a ∈ [a]α r [b]β

и b ∈ [b]βr [a]α (см. рис. 2.6). Пары (a, c) и (c, b) содержатся в α∪β. Если бы это
отношение было эквивалентностью, то оно, в силу транзитивности, содержало бы и
пару (a, b). Последнее означает справедливость либо aαb, либо aβb. Это, однако,
не имеет места и, следовательно, α ∪ β — не эквивалентность.

2. Пусть α, β и α∪ β — эквивалентности. Тогда по теореме 2.3 о свойствах произве-
дения отношений получим:



42 Глава 2. Отношения и соответствия.
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A

&%
'$
a c&%
'$

b

Рис. 2.6. К доказательству теоремы 2.8

из п. 1) — поскольку α и β рефлексивны, то α ⊆ αβ и β ⊆ αβ, откуда α∪β ⊆ αβ

по монотонности объединения;
из п. 3) — поскольку α ⊆ α ∪ β и β ⊆ α ∪ β, а α ∪ β транзитивно, то αβ ⊆ α ∪ β .

Следовательно, α ∪ β = αβ.
�

Пример 2.5. Пусть α и β — эквивалентности на множестве A = {a, b, c, d} со смежными
классами A/α = ( a | b | c, d ) и A/β = ( a, b | c | d ).

1. Тогда α ∪ β есть эквивалентность и A/(α ∪ β) = ( a, b | c, d ).
2. Возьмём два элемента из одного класса эквивалентности по α ∪ β, например, a и
b. Тогда справедливо a(αβ)b, поскольку справедливы отношения aαb и bβb.
Теперь возьмём два элемента из разных классов эквивалентности по α ∪ β, на-
пример, a и c. Тогда a(αβ)c несправедливо, поскольку не существует элемента x
такого, что отношения aαx и xβc справедливы одновременно.

Следствием теоремы 2.3 (о свойствах произведения отношений) является

Теорема 2.9 (о стабильности произведения эквивалентностей). Произведение эк-
вивалентностей будет эквивалентностью, если и только если они перестановочны.

Если S — некоторое свойство элементов множества A, то наименьшим подмноже-
ством, обладающим свойством S называется пересечение всех подмножеств множества
A, элементы которых обладают данным свойством.

Объединив утверждения теорем 2.9 и 2.8 (об объединении эквивалентностей) для пе-
рестановочных эквивалентностей α и β и заметив, что объединение двух множеств есть
наименьшее множество их содержащее, получаем, что α ∪ β = αβ, т.е. справедлива

Теорема 2.10 (о произведении перестановочных эквивалентностей). Для пе-
рестановочных эквивалентностей произведение является наименьшей эквивалентно-
стью, их содержащей.

Укажем теперь способ построения наименьшей эквивалентности, содержащей данное
отношение. Оно использует понятие замыкания, в данном случае — замыкания отно-
шения. Вообще, понятие замыкания является фундаментальным и часто используется в
различных областях математики.

Определение 2.12. Оператором замыкания на непустом множестве M называют отоб-
ражение C множества всех подмножеств M в себя, обладающее для всех X, Y ⊆ M
следующими свойствами:
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1. X ⊆ C(X) — рефлексивность,
2. X ⊆ Y ⇒ C(X) ⊆ C(Y ) — монотонность,
3. C(C(X)) = C(X) — идемпотентность.

Множество X называется замкнутым, если C(X) = X.

Можно показать, что все три условия независимы друг от друга.

Определение 2.13. Наименьшее рефлексивное ρ r [симметричное ρ s, транзитивное ρ t,
эквивалентное ρ e] отношение, содержащее данное отношение ρ, называется рефлексив-
ным [симметричным, транзитивным, эквивалентным] замыканием ρ. Замыкание со-
вокупности отношений есть замыкание их объединения.

Легко видеть, что введённые отношения — различного вида замыкания данного ρ —
можно представить как результат действия соответствующих операторов замыкания.

Рефлексивное и симметричные замыкания данного отношения легко строятся: оче-
видно, что

ρ r = ρ∪ M и ρ s = ρ ∪ ρ ] .

Для данного однородного отношения ρ введём отношение ρ+ ,
∞⋃
n=1

ρn. Очевидно,

справедливость aρ+b означает существование таких элементов x1, . . . , xn соответству-
ющего множества, что

aρx1 N x1ρx2 N . . . N xnρb .

Ясно, что ρ+ всегда транзитивно и из α ⊆ β следует α+ ⊆ β+.

Утверждение 2.1. Для произвольного однородного отношения ρ справедливо ρ t = ρ+.

Доказательство. Если отношение ρ транзитивно, то для любого натурального n име-
ем ρn ⊆ ρ, откуда ρ = ρ+. Поэтому применяя операцию + к ρ ⊆ ρt ⊆ ρ+, получим
ρ+ ⊆ ρt ⊆ ρ+, что означает ρ t = ρ+. �

Заметим, что понятие транзитивного замыкания отношения введено Г. Фреге в 1884 г.
Задача построения транзитивного замыкания данного бинарного отношения возникает
во многих разделах теоретического программирования.

Теперь можно конструктивно определить эквивалентное замыкание отношения. Во-
первых, очевидно,

(ρt)r = (ρr)t , ρ∗ =M∪ ρ+ =
∞⋃
n=0

ρn .

для любого ρ ∈ R(A). Отношение ρ∗ называют рефлексивно-транзитивным замыкани-
ем5 однородного отношения ρ .

Во-вторых, из определения эквивалентного замыкания также вытекает, что
(ρ ])e = ρe. Введём обозначение ρ= , (ρ ∪ ρ ] ∪ M)t. Ясно, что ρ= всегда есть экви-
валентность.

5 Если A — алфавит (конечное множество символов), An — множество слов длины n ∈ N, A0 —
пустое слово, то множества A+ =

⋃
n>0A

n и A∗ =
⋃

n>0A
n называют соответственно транзитивным

и — часто — рефлесивным (вместо правильного «рефлесивно-транзитивным») замыканием A.
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Утверждение 2.2. Для произвольного однородного отношения ρ справедливо ρe = ρ=.

Доказательство. Для эквивалентности ρ, очевидно, имеем ρ= = ρ. Поэтому применяя
операцию = к ρ ⊆ ρe ⊆ ρ=, получим ρ= ⊆ ρe ⊆ ρ=, что означает ρe = ρ=. �

Замыкание совокупности отношений есть замыкание их объединения.

Теорема 2.11. Эквивалентное замыкание совокупности эквивалентностей совпадает
с объединением всевозможных произведений этих эквивалентностей.

Доказательство. Пусть R — совокупность эквивалентностей и E — объединение все-
возможных их произведений. Тогда для любой эквивалентности ∼ из R согласно п. 1
теоремы 2.3 (о свойствах произведения отношений) имеем ∼⊆ E, а согласно её п. 3 —
E ⊆∼, откуда и следует требуемое. �

Следствия. 1. Эквивалентное замыкание {α, β}e двух эквивалентностей α и β
совпадает с объединением всевозможных произведений вида αβ, βα, αβα, βαβ . . ..

2. Если α и β — перестановочные эквивалентности, то {α, β}e = α ∪ β = αβ
(последнее равенство есть утверждение теоремы 2.10).

Пример 2.6. 1. Если α — отношение на множестве натуральных чисел, определяемое
правилом mαn , m+ 1 = n, то αt =< и αrt =6.

2. Пусть на множестве A = { 1, . . . , 8 } эквивалентности α и β порождаются раз-
биениями

Dα = ( 1, 2 | 3, 4 | 5, 6, 7 | 8 ) и Dβ = ( 1, 4 | 2, 3 | 5, 6 | 7 | 8 )

соответственно. Тогда эквивалентность (α ∪ β)e определяется разбиением
( 1, 2, 3, 4 | 5, 6, 7 | 8 ).

3. Пусть на множестве A = {a, b, c, d, e, f} заданы эквивалентности α и β, опреде-
ляемые разбиениями

Dα = ( a, b | c | d | e, f ) и Dβ = ( a | b, c | d, e | f )

соответственно. Тогда

(a, c) ∈ αβ , но (c, a) 6∈ αβ и
(c, a) ∈ βα , но (a, c) 6∈ βα

Таким образом, эквивалентности α и β не перестановочны и ни αβ, ни βα экви-
валентностями не являются. Эквивалентное замыкание {α, β}e = αβ ∪ βα имеет
смежные классы {a, b, c} и {d, e, f}.

Пусть α и β — две эквивалентности на множестве A. Отношение включения β ⊆ α

для них означает, что любой смежный класс по β лежит в некотором смежном классе
по α. Иными словами, разбиение множества A на смежные классы по β есть подраз-
биение его разбиения на смежные классы по α. Говорят также, что разбиение по β есть
измельчение разбиения по α. Для таких эквивалентностей определим на фактормноже-
стве A/β дробную эквивалентность α/β по правилу

[x]β (α/β) [y]β , [x]α = [y]α
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для произвольных x, y ∈ A. Таким образом, два смежных класса по β эквивалентны по
α/β, если они находятся в одном смежном классе по эквивалентности α (или xαy ).

Введём теперь важные понятия ядра и коядра бинарного отношения.

Определение 2.14. Пусть A и B — непустые множества и ρ ∈ A × B — непустое
соответствие между ними. Тогда ядром соответствия ρ называется однородное на A
отношение Ker ρ, определяемое соотношением

a1(Ker ρ) a2 , ∀
B
b ( a1ρb = a2ρb ) (2.6)

для a1, a2 ∈ A. Двойственно, коядро соответствия ρ — это однородное на B отношение
CoKer ρ, определяемое соотношением

b1(CoKer ρ) b2 , ∀
A
a ( aρb1 = aρb2 ) .

Ясно, что два элемента A находятся в отношении Ker ρ, если совпадают их обра-
зы, а два элемента B в отношении CoKer ρ, — если совпадают их прообразы. Легко
проверяется, что Ker ρ и CoKer ρ суть отношения эквивалентности на соответствую-
щих множествах — их свойства рефлексивности, симметричности и транзитивности оче-
видны. Поэтому Ker ρ часто называют ядерной эквивалентностью. Смежные классы
указанных эквивалентностей называются ядрами и коядрами соответственно. Таким об-
разом, ядро соответствия — это отношение эквивалентности, а «просто» ядра — смежные
классы этого отношения. Ядро, содержащее элемент a ∈ A будем обозначать Core(a);
соответственно, CoCore(b) — коядро, содержащее элемент b ∈ B. Понятно, что в на-
ших обозначениях Core(a) = [a]Kerρ. При задании отношения матрицей, ядрам будут
соответствовать совокупности одинаковых строк.

Понятие ядерной эквивалентности и ядра может быть использовано для частного слу-
чая однородного отношения: два элемента множества A находятся в отношении Ker ρ,
если они связаны исходным отношением ρ ∈ R(A) в точности с одними и теми же элемен-
тами A (в соотношении (2.6) полагают B = A). При задании отношения (0,1)-матрицей
ядрам будут соответствовать группы совпадающих строк. Например, для отношения на
множестве { 1, . . . , 4 } заданного матрицей (2.7)

0 0 1 1

0 0 1 1

0 1 0 1

0 1 0 1

 (2.7)

ядрами будут { 1, 2 } и { 3, 4 }.
Ядром отношения эквивалентности, очевидно, является оно само.

Числом Белла B(n) называется число всевозможных разбиений n-элементного мно-
жества. Например, трёхэлементное множество { a, b, c } допускает пять разбиений

( a | b | c ), ( a | b, c ), ( b | a, c ), ( c | a, b ), ( a, b, c ),
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и поэтому B(3) = 5. Удобно формально считать, что B(0) = 1. В силу взаимно-
однозначного соответствия между отношением эквивалентности и разбиениями, B(n)

будет числом всевозможных эквивалентностей на n-элементном множестве. Значения
B(n) для первых значений n приведены в нижеследующей таблице.

n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
B(n) 1 1 2 5 15 52 203 877 4 140 21 147 115 975

Числа Белла быстро растут: например, B(20) = 51 724 158 235 372.
Имеет место легко показываемая рекуррентная зависимость

B(n+ 1) =
n∑
k=0

(
n

k

)
B(k) .

Кроме того, справедлива формула Добинского

B(n) =
1

e

∑
06k

kn

k!
.

Известна и экспоненциальная производящая функция для чисел Белла:∑
06n

B(n)
xn

n!
= ee

x−1.

По этой формуле, например,

ee
x−1 = ex+

x2

2
+x3

6
+... = 1 +

(
x+

x2

2
+
x3

6
+ . . .

)
+

(
x+ x2

2
+ x3

6
+ . . .

)2
2

+ . . . =

= 1 + x+

(
x2

2
+
x2

2

)
+

(
x3

6
+
x3

2
+
x3

6

)
+ . . . =

= 1 + x+ (1 + 1)
x2

2
+ (1 + 3 + 1)

x3

6
+ . . . = 1x0 + 1x1 + 2

x2

2!
+ 5

x3

3!
+ . . . .

Подробности и доказательства можно найти, например, в [1].

2.4 Пространства толерантности

Определение 2.15. Однородные рефлексивные и симметричные отношения называют
отношениями толерантности или псевдоэквивалентностями.

Отношение толерантности будем обычно обозначать ' или τ . Согласно определению
для произвольного отношения толерантности ' справедливо

M ⊆ ' = ' ] .

Введённое отношение толерантности6 — математическое уточнение понятие сходства,
неразличимости. Как уже упоминалось, понятие близости объектов, используемое в тео-

6От лат. toleratia — терпение. Употребление данного термина поясняется свойствами классов толе-
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рии распознавания образов, есть отношение толерантности между ними. Отношения то-
лерантности часто называют просто толерантностями, а пару элементов, связанных
указанным отношением — толерантными.

Пример 2.7. Описанные ниже отношения τ суть толерантности.

1. A и B — точки евклидова пространства и AτB ⇔ |A−B| 6 r, где r — фиксиро-
ванное положительное число.

2. Слова русского языка находятся в отношении τ , если они отличаются не более, чем
на определённое количество букв (например, на одну).

3. Для элементов x и y некоторого кольца xτy ⇔ «элемент x− y необратим».

Определение 2.16. Пару T = 〈A, '〉, где A — непустое множество, а ' — толерант-
ность на нём, называют пространством толерантности.

Пример 2.8. Пусть A — непустое множество и P∗(A) — совокупность всех его непустых
подмножеств. Для произвольных X, Y ∈ P∗(A) положим X ' Y = (X ∩ Y 6= ∅). Тогда
〈 P∗(A), '〉 — пространство толерантности.

Множество P∗(A) при A = { 1, . . . , n } называют (n − 1)-мерным симплексом; бу-
дем обозначать его Sn. Это понятие обобщает понятия отрезка, треугольника и тетраэд-
ра на многомерный случай. Числа 1, . . . , n интерпретируются как вершины симплекса,
двухэлементные подмножества — как рёбра, трёхэлементные — как плоские (двумерные)
грани, и вообще, k-элементные подмножества — как (k − 1)-мерные грани. На рис. 2.7
изображен симплекс S4. Толерантность граней симплекса Sn означает их геометриче-

4

1 3

2

��

[[

w

[[
��

Рис. 2.7. Симплекс S4

скую инцидентность — наличие общих вершин. Число всех элементов Sn равно, разуме-
ется, 2n − 1.

Существует и альтернативный метод представления симплексов: в виде графа. При та-
ком представлении элементы Sn сопоставляются вершинам (2n− 1)-элементного графа,
рёбра которого отображают соответствующие толерантности. На рис. 2.8 дано указанное
представление для S3.

рантности образовывать не разбиение, как у эквивалентности, а покрытие исходного множества (см.
ниже).
Приведённую аксиоматизацию понятия сходства и родственного ему понятия неразличимости ввёл ан-

глийский математик Э. Зиманн (см., например, Э. Зиманн, О. Бьюнеман. Толерантные пространства и
мозг. / На пути к теоретической биологии. — М.: Мир, 1970).
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Рис. 2.8. Толерантность элементов симплекса S3

На конечном множестве толерантность можно, как и любое отношение, задавать (0,1)-
матрицей. Ясно, что соответствующая матрица будет симметрична и содержать единицы
на главной диагонали, а любая такая матрица — задавать толерантность.

Также толерантность, как и любое бинарное отношение, задают в виде графа.
При этом вершины x и y графа G(τ) при xτy соединяют неориентированным ребром
(симметричность), а петли при каждой вершине (рефлексивность) опускают. На рис. 2.9
показано задание матрицей и графом толерантности на трёхэлементном множестве
{ 1, 2, 3 }.

M =

 1 1 0
1 1 1
0 1 1

 1 2 3

Рис. 2.9. Толерантность, заданная матрицей и графом.

Рассмотрим теперь алгебраические свойства операций над толерантностями. Ясно,
например, что транзитивное замыкание толерантности есть эквивалентность. Так, для
толерантности ', заданной вышеприведённой матрицей M отношение 't есть аморф-
ная эквивалентность.

Утверждение 2.3. Если ' — толерантность, а ∼ — эквивалентность на некотором
множестве такие, что '⊆∼, то 't ⊆∼.

Доказательство получается применением операции транзитивного замыкания к обеим
частям исходного включения. �



2.4. Пространства толерантности 49

Следствие. Транзитивное замыкание отношения толерантности есть минимальная
эквивалентность, включающая эту толерантности.

Для эквивалентного замыкания системы толерантностей справедливо почти очевид-
ное

Утверждение 2.4. Пусть S — совокупность толерантностей на множестве A. Тогда
aSe b для a, b ∈ A, если и только если в A существует конечная цепочка элементов
a1, . . . , an, связанных отношениями

aτ1a1τ2a2τ3 . . . anτn+1b ,

где τ1, . . . , τn+1 — какие-то (возможно, повторяющиеся) отношения из S.

Введём ещё одну бинарную операцию (◦) над однородными отношениями α и β —
симметризованное произведение:

α ◦ β , αβ ∪ βα .

Теорема 2.12 (свойства толерантности).

1. Толерантность стабильна относительно ∪, ∩, ], а относительно � — если и
только если толерантности перестановочны (и в этом случае α � β = α ◦ β).

2. Толерантность стабильна относительно ◦.
3. Если τ — толерантность, то и τ ∪ M толерантность.
4. Если α — рефлексивное однородное отношение, то отношения α ∪ α ], α ∩ α ] и

α ◦ α ] суть толерантности.

Доказательство.

1. Все утверждения следуют из п. 1) и 2) теоремы 2.4 о стабильности “положительных”
свойств однородных отношений.

2. Пусть α и β — толерантности. Тогда

R: рефлексивность α ◦ β следует из рефлексивности αβ и βα (см. п. 1) теоре-
мы 2.4);

S: (α ◦ β) ] = (αβ ∪ βα) ] = (αβ) ] ∪ (βα) ] = β ]α ] ∪ α ]β ] = βα ∪ αβ = α ◦ β.

3. Утверждение следует из того, что дополнение сохраняет свойство симметричности,
но превращает рефлексивное отношение антирефлексивное.

4. Легко видеть, что отношения, являющиеся результатами указанных операций на-
следуют рефлексивность α и приобретают свойство симметричности (для ◦ —
следствие п. 2) ).

�

Отметим, что толерантность, является обобщением эквивалентности, а с последней
связано фундаментальная понятие класса эквивалентности. Довольно часто в матема-
тике встречающаяся ситуация, когда при переходе от частного к общему происходит
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расщепление понятий. Это наблюдается и в данном случае: понятие класса эквивалент-
ности расщепляется на два разных понятия: ядро и класс толерантности. Рассмотрим
эти новые понятия.

Пусть на некотором множестве задана толерантность τ . Тогда по (2.6) определено
ядро Ker τ отношения τ . Ядрами толерантности называют классы эквивалентности
Ker τ . Ясно, что два объекта принадлежат одному ядру, если они толерантны одним и
тем же объектам.
Пример 2.9. 1. Для толерантности, приведённой на рис. 2.9, ядра суть {1}, {2} и

{3}.
2. Для толерантности τ , заданной графом, приведённым на рис. 2.10, классами будут

a x

b y

[
[
[[

�
�
��

Рис. 2.10. Толерантность на четырёхэлементном множестве

множества Core(a) = {a, b}, Core(x) = {x} и Core(y) = {y}. При этом элементы x
и y не могут быть объединены в ядро, т.к. xτx, но неверно, что yτx.

Понятно, что в конечном случае задания толерантности (0,1)-матрицей в одно ядро
будут объединены элементы, соответствующие её одинаковым строкам или столбцам.

Фактормножество A∗ = A/Ker τ пространства 〈A, τ 〉 состоит из его ядер. Назо-
вём A∗ фактормножеством пространства толерантности по его ядру. Введём на A∗

отношение τ ∗ по правилу
Core(x) τ ∗Core(y) ⇔ xτy . (2.8)

Корректность данного определения определяется независимостью от выбора представи-
теля в ядре. Отсюда вытекает, что отображение

ϕ : A→ A/Ker τ , ϕ(x) = Core(x)

ставящее в соответствие каждому элементу его ядро, обладает свойством

xτy ≡ ϕ(x) τ ∗ϕ(y) .

В таких случаях будем говорить, отображение что ϕ тождественно согласованно7 с
парой отношений τ и τ ∗ на множествах A и A/Ker τ соответственно.

По (2.8) τ ∗ оказывается отношением толерантности, а 〈A/Ker τ, τ ∗ 〉 — простран-
ством толерантности. Для толерантности, задаваемой на рис. 2.9 будем, очевидно, иметь
M(τ ∗) = M(τ). Если для толерантности ', заданной рис. 2.10, ядра перечислить в
порядке Core(x), Core(a), Core(y), то M('∗) = M(τ).

7 Точные определения различных видов согласованности отображений с отношениями даны в п. 6.3
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Пример 2.10. 8 Пусть толерантность τ на множестве A = { 1, . . . , 9 } задана матрицей

M(τ) =



1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 0 1
1 1 1 1 0 1 0 0 0
1 1 1 0 1 0 1 1 1
1 1 1 1 0 1 0 0 0
1 1 1 0 1 0 1 0 1
1 1 0 0 1 0 0 1 0
1 1 1 0 1 0 1 0 1


. (2.9)

Ядра τ суть

C1 = Core(1) = { 1, 2 }, C2 = Core(3) = { 3 },
C3 = Core(4) = { 4, 6 }, C4 = Core(5) = { 5 }, (2.10)
C5 = Core(7) = { 7, 9 }, C6 = Core(8) = { 8 }.

Матрица толерантности τ ∗ на фактормножестве A∗ = A/Ker τ = {C1, . . . , C6 }
есть

M(τ ∗) =


1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 0
1 1 1 0 0 0
1 1 0 1 1 1
1 1 0 1 1 0
1 0 0 1 0 1

 .

Ясно, что в частном случае, когда толерантность оказывается эквивалентностью, по-
нятие фактормножества толерантности по ядру совпадает с понятием фактормножества
по эквивалентности (см. п. (2.3) ).

Перейдём теперь к другому обобщению понятия класса эквивалентности — классам
толерантности. Они обладают рядом интересных свойств и оказывающиеся подобными
ядрам. В частности, через классы определяются базисы толерантности, по которым ока-
зывается возможным задавать фактормножества пространств толерантности, аналогич-
но фактормножествам по ядрам. Фактормножества также можно задавать по эквива-
лентностям, определяемым через базисы толерантности.

Определение 2.17. Пусть 〈A, τ 〉 — пространство толерантности. Подмножество
K ⊆ A называют предклассом толерантности в A или τ -предклассом, если в нём
все пары элементов толерантны. Максимальный (по включению) предкласс называют
классом толерантности в A или τ -классом.

Понятно, что классы и предклассы толерантности являются классами соответствия
толерантности согласно определению 2.5, но не наоборот (см. ниже п. 3 примера 2.11).
Для краткости, рассматривая пространства толерантности часто будем говорить просто
«класс» и «предкласс», имея ввиду классы и предклассы толерантности.
Пример 2.11. 1. Тривиальным примером предкласса является любое одноэлементное

множество пространства толерантности.
2. Для толерантности, задаваемой на рис. 2.9 классы толерантности суть { 1, 2 } и
{ 2, 3 }.

8 Этот и последующий примеры, а также некоторые понятия приведены в [5].
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3. Для толерантности τ на четырёхэлементном множестве { a, b, x, y }, заданной на
рис. 2.10 классы толерантности суть { a, b, x } и { a, b, y }. При этом элементы x
и y не образуют τ -предкласса, однако составляют класс соответствия по τ (см.
определение (2.5) ), поскольку имеется, например, элемент a такой, что xτa и yτa.

4. Рассмотрим пространство толерантности 〈Sn, '〉. Обозначим через K̃i множество
некоторых граней, содержащих элемент i, 1 6 i 6 n.

Понятно, что K̃i — предкласс. Пусть теперь Ki объединяет все грани, содержащие
элемент i. Тогда предкласс Ki нерасширяем, и Ki — класс толерантности в Sn.
Геометрически класс Ki состоит, очевидно, из всевозможных граней
симплекса, содержащих вершину i. Так, для S3 получим, например,
K1 = { {1}, {1, 2}, {1, 3}, {1, 2, 3} }.

Ясно, что совокупность всех предклассов толерантности пространства 〈A, τ 〉 образу-
ет покрытие множества A, т.к. объединение всех одноэлементных предклассов уже обра-
зует покрытие (точнее, разбиение) A. С другой стороны, если заданы некоторое непустое
множество A и покрытие его подмножествами, то тем самым задана и толерантность
τ на A, если считать толерантными любую пару элементов A, принадлежащих одному
из подмножеств покрытия. При этом данные подмножества будут τ -предклассами (ср. с
теоремой (2.6) о классах эквивалентности).

Особый интерес представляют классы толерантности. Здесь справедлива

Лемма 2.1. Для всякого предкласса существует содержащий его класс.

Доказательство (для конечного случая). Рассмотрим некоторый τ -предкласс K и все-
возможные τ -предклассы, его содержащие. Любая цепь вложенных друг в друга таких
предклассов, начинающаяся с K, будет конечной. Заключительный предкласс будет уже
классом толерантности. �

Полное доказательство отложим до п. 3.7. Из данной леммы следует

Теорема 2.13. Для всякой пары элементов пространства толерантности 〈A, τ 〉, на-
ходящихся в отношении τ , существует класс толерантности, их содержащий.

Для доказательства заметим, что указанная в условии пара элементов образует пред-
класс.

Важным следствием данной теоремы является следующее

Утверждение 2.5. Если K1, . . . , Km — все классы толерантности τ , то

τ =
m⋃
i=1

K2
i . (2.11)

Пример 2.12. Продолжение примера 2.11. Поскольку для толерантности, задаваемой
матрицей (2.9) классы толерантности суть K1 = { 1, 2 } и K2 = { 2, 3 }, то
K2

1 = { (1, 1), (1, 2), (2, 1), (2, 2) } и K2
2 = { (2, 2), (2, 3), (3, 2), (3, 3) }. При задании (0,1)-

матрицами толерантности и отношений K2 — «находиться в одном данном классе K»,
имеем (

1 1 0
1 1 1
0 1 1

)
=

(
1 1 0
1 1 0
0 0 0

)
∨

(
0 0 0
0 1 1
0 1 1

)
.
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Представление (2.11) толерантности в виде объединение декартовых квадратов своих
классов называется разложением на квадраты. Говорят, что такое разложение неприво-
димо, если ни один квадрат нельзя исключить без нарушения данного равенства.
Пример 2.13. Пусть на множестве A = { 1, . . . , 6 } задана толерантность τ , представ-
ленная в виде графа на рис. 2.11 Классами толерантности здесь будут множества

1

K1

2 3

K3 K2 K4

4 5 6

��

[[

��

[[ ��

[[

Рис. 2.11. К примеру 2.13

K1 = { 1, 2, 3 }, K2 = { 2, 3, 5 },
K3 = { 2, 4, 5 }, K4 = { 3, 5, 6 }.

Разложение τ = K2
1∪. . .∪K2

4 избыточно, т.к. любая пара элементов, входящая в декартов
квадрат K2

2 , содержится в одном из остальных квадратов. В тоже время, разложение
τ = K2

1 ∪ K2
3 ∪ K2

4 уже неприводимо: например, пара (1, 1) содержится только в K2
1 ,

пара (4, 4) — только в K2
3 , а пара (6, 6) — только в K2

4 .
Определение 2.18. Базисом B(τ) толерантности τ на конечном множестве называется
всякий набор классов, определяющий неприводимое разложение данной толерантности
на квадраты.

Ясно, что при удалении из базиса любого класса оставшиеся элементы уже не обра-
зуют покрытия исходного множества. Для краткости далее базис толерантности будем
именовать просто базисом. Так, в предыдущем примере единственный базис толерантно-
сти τ состоит из её классов K1, K3 и K4. В общем случае толерантность может иметь
несколько базисов с различным числом входящих в них классов.
Пример 2.14. Граф, представленный на рис. 2.12 задаёт толерантность на восьмиэлемент-
ном множестве. Легко видеть, что классы K1–K5 и K7 образуют шестиэлементный, а

◦ ◦

◦ ◦ ◦

◦ ◦ ◦

�
�

��
K1

[
[
[[K2

K3

K4

[
[
[[
K5 �

�
��

K6
K7

Рис. 2.12. К примеру 2.14

классы K1, K3, K4, K6 и K7 — пятиэлементный базисы данного пространства толе-
рантности.
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Ясно, что в частном случае, когда толерантность оказывается эквивалентностью, то
её базис единственен и его составляют смежные классы.

Определение 2.19. Пусть B(τ) — базис в пространстве толерантности 〈A, τ 〉. Фак-
тормножеством пространства A по базису B(τ) называется множество обозначаемое
A/B(τ), элементами которого являются классы из B(τ) и их всевозможные (не обяза-
тельно попарные) непустые пересечения.

Ясно, что в частном случае, когда толерантность оказывается эквивалентностью, по-
нятие фактормножества толерантности совпадает с понятием фактормножества по эк-
вивалентности (см. п. (2.3) ).

Если пространство толерантности 〈A, τ 〉 имеет единственный базис, то вместо
A/B(τ) будем писать A/τ .
Пример 2.15. 1. Продолжение примера 2.10. Пусть толерантность τ на множестве

A = { 1, . . . , 9 } задана матрицей (2.9). Единственным базисом толерантности τ
является совокупность подмножеств

K1 = { 1, 2, 3, 4, 6 }, K2 = { 1, 2, 3, 5, 7, 9 }, K3 = { 1, 2, 5, 8 }.

Находим непустые попарные пересечения данных классов:

K1 ∩K2 = { 1, 2, 3} = K4,

K1 ∩K3 = { 1, 2 } = K1 ∩K2 ∩K3 = K5,

K2 ∩K3 = { 1, 2, 5} = K6.

Таким образом, A/τ = {K1, . . . , K6 }.
Заметим, что данное фактормножество имеет лишь один общий элемент { 1, 2 } с
также шестиэлементным фактормножеством A/Ker τ рассматриваемого простран-
ства по его ядру (см. (2.10) ) и поэтому A/τ 6= A/Ker τ .

2. Для пространства T = 〈 { 1, 2, 3 }, τ 〉, в котором толерантность задана на рис. 2.9,
τ -классы суть K1 = { 1, 2 } и K2 = { 2, 3 }; они и составляют единственный базис
T. Добавив к этим классам множество K3 = K1∩K2 = { 2 }, получим фактормно-
жество A/' = {K1, K2, K3 }.

Понятие фактормножества по базису толерантности оказывается особенно полезном
в случаях, кода базис содержит небольшое множество элементов. Оно используется, в
частности, при минимизации конечных автоматов.

Заметим, что на фактормножестве пространства толерантности 〈A, τ 〉 по его бази-
су B(τ) невозможно (кроме тривиального случая A/τ = A/Ker τ) естественно задать
некоторую толерантность τ ? так, чтобы отображение ϕ, ставящее в соответствие каж-
дому элементу x ∈ A некоторый содержащий его класс K ∈ B(τ) было тождественно
согласованно с парой отношений τ и τ ? на множествах A и A/B(τ) соответственно.
Например, как следует из п. 1 примера 2.15, для рассматриваемой там толерантности τ

пересечение всех классов базиса непусто (элементы 1 и 2 входят во все классы), и ни
отображение ϕ : x → B(τ), ни толерантность на B(τ) не могу быть заданы без привле-
чения дополнительных условий.

Для пространства толерантности 〈A, τ 〉 выше были определены фактормножества
A/Ker τ — по ядерной эквивалентности Ker τ согласно общему определению 2.11 и
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A/B(τ) — по базису B(τ) в соответствии с определением 2.19. Также можно задавать
фактормножества по эквивалентностям, определяемым через базисы толерантности.

Для этого свяжем с каждым базисом B(τ) пространства 〈A, τ 〉 эквивалентность
∼B(τ) по правилу:

x ∼B(τ) y , ∀
B(τ)

K (x ∈ K ⇔ y ∈ K ) .

Иными словами, элементы x и y считаются эквивалентными, если они входят в одни и
те же классы данного базиса. Для приложений важным является следующее замечание:
если считать, что классы из B(τ) — некоторые свойства, по которым ведётся классифи-
кация, то эквивалентность элементов означает, что они обладают одинаковым набором
свойств.

В случае единственности базиса вместо ∼B(τ) естественно писать ∼τ . Например,
для толерантности, задаваемой матрицей (2.9) из примера 2.10 базис B(τ) един-
ственен и эквивалентность ∼τ совпадает с Ker τ ; в данном случае, следовательно,
A/∼τ = A/Ker τ 6= A/τ .

Пусть пространство толерантности 〈A, τ 〉 имеет базис B(τ) = {K1, K2, . . . }. Через
K(x) обозначим все элементы базиса, содержащие элемент x ∈ A. Базис B(τ) определя-
ет эквивалентность ∼B(τ) со смежными классами E1, E2, . . .; они являются элементами
фактормножества A/∼B(τ). Через E(x) обозначим (единственный) смежный класс, со-
держащий элемент x. Таким образом задано отображение ϕ(x) = E(x) из A на A/∼B(τ).
На данном фактормножестве определим отношение τ ? по правилу

E(x)τ ?E(y) ≡ K(x) ∩ K(y) 6= ∅ .

Легко видеть, что данное отношение есть толерантность. Заметим, что

E(x)τ ?E(y) ⇔ ∃
A/B(τ)

K (x, y ∈ K) ,

где A/B(τ) — фактормножество A по базису B(τ). Отсюда следует, что

ϕ(x)τ ?ϕ(y) ⇒ xτy .

Последнее соотношение описывает сильную согласованность ϕ с парой отношений τ и
τ ? на A и A/∼B(τ) соответственно.

Пусть τ — толерантность на множестве A. Определим однородное на A отношение
∼τ правилом x ∼τ y ⇔ (xτz ⇒ yτz) для всех x, y, z ∈ A. Положив z = y, полу-
чим ∼τ⊆ τ . Также легко проверяется, что отношение ∼τ рефлексивно, симметрично и
транзитивно, т.е. является эквивалентностью.

Определение 2.20. В пространстве толерантности 〈A, τ 〉 класс эквивалентности [x]∼τ
называют ядром элемента x ∈ A.

Если каждое ядро состоит ровно из одного элемента, пространство толерантности
называют простым.

Ядро элемента x будем обозначать Core(x). Из определения ясно, что два элемента
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принадлежат одному ядру, если из близости произвольного третьего элемента к одному
из них следует близость и к другому.

Рассмотрим фактормножество A/ ∼τ ядер пространства толерантности 〈A, τ 〉. Вве-
дём на нём отношение τ ∗ по правилу

Core(x) τ ∗Core(y) ⇔ xτy .

Легко проверяется корректность данного определения, т.е. его независимость от выбора
представителя в ядре. Отсюда вытекает, что отображение

ϕ : A→ A/ ∼τ ,

ставящее в соответствие каждому x его ядро Core(x), обладает свойством

xτy ≡ ϕ(x) τ ∗ϕ(y) .

В таких случаях будем говорить, отображение что ϕ тождественно согласованно с
парой отношений τ и τ ∗ на множествах A и A/ ∼τ соответственно.

Таким образом, 〈A/ ∼τ , τ ∗ 〉 — пространство толерантности. Из определения ядра и
отношения τ ∗ следует, что оно просто.

На основании последней леммы сопоставим каждому элементу x пространства толе-
рантности совокупность K(x) содержащих его классов.

Теорема 2.14. Пусть 〈A, τ 〉 — пространство толерантности и x, y ∈ A. Тогда

K(x) = K(y) ⇔ xτy .

Доказательство. (⇐) Пусть K(x) = K(y) и xτz. Тогда по лемме 3.2, существует класс
толерантности K, содержащий одновременно x и z.

Ясно, что K ∈ K(x). Но тогда по условию и K ∈ K(y) или yτz. Аналогично показы-
вается, что из zτy следует xτz, т.е. x ∼τ y.

(⇒) Пусть x ∼τ y и K — класс толерантности, содержащий x. Так как любой z ∈ K
толерантен к x, то он толерантен и к y. Следовательно, y ∈ K. Таким образом, любой
класс K ∈ K(x) одновременно входит в K(y) и наоборот, т.е. K(x) = K(y). �

Обозначим K(A) совокупность всевозможных классов пространства толерантности
A, а через P(K(A)) — множество всех подмножеств классов толерантности. Зададим на
P(K(A)) отношение толерантности τ ∗ условием

K1 τ
∗K2 ⇔ (K1 ∩ K2 6= ∅) .

Введём отображение
ψ : A→ P(K(A)) , ψ(x) = K(x) .

Из леммы 3.2 и теоремы 2.14 вытекает теорема

Теорема 2.15 (представление простых пространств толерантности). Если A —
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простое пространство толерантности, то отображение ψ инъективно и тожде-
ственно согласовано с отношениями τ и τ ∗ на множествах A и P(K(A)) соответ-
ственно.

Таким образом, всякое простое пространство толерантности A вкладывается в сово-
купность подмножеств некоторого множества и в качаете этого множества можно вы-
брать K(A). Содержательно это означает, что пример 2.8 доставляет общий случай про-
стых пространств.

Приведём полезный результат о вложении пространств толерантности, доказатель-
ство которого можно найти в [56]:

Теорема 2.16. Если пространство толерантности 〈A1, τ1 〉 отображается в про-
странство 〈A2, τ2 〉, ϕ : A1 → A2 так, что ϕ инъективно и тождественно согласовано
с отношениями τ1 и τ2, то каждый класс толерантности K в A1 можно продол-
жить до некоторого класса K ′ в A2 , при этом несовпадающие классы продолжаются
до несовпадающих.

В примере 2.11 показано, что совокупность Ki всех граней, содержащих данную вер-
шину i есть класс толерантности в симплексе Sn. Однако классы толерантности в Sn

не ограничиваются совокупностью K1, . . . , Kn: например, непосредственно проверяет-
ся, что множество K = { {1, 2}, {2, 3}, {3, 1}, {1, 2, 3} } образует класс. Заметим, K не
содержит элементов вида {i}.

Определение 2.21. Наименьшая по включению совокупность BA = {K1, K2, . . . }
классов в пространстве толерантности 〈A, τ 〉, обладающая свойством «для любых то-
лерантных x, y ∈ A найдётся класс из BA, содержащий как x, так и y», называется
базисом в A.

Из определения следует, что для всякого класса, входящего в базис существует толе-
рантная пара x, y, для которой он является единственным общим классом толерантности
в BA.

2.5 Основные свойства и типы соответствий

Будем рассматривать соответствия ρ ⊆ A× B между непустыми базисными множе-
ствами A и B. Отметим, что совокупность всех таких ρ относительно соответствующих
теоретико-множественных операций образует полную булеву алгебру, нулем которой слу-
жит пустое, единицей — соответствие, состоящее из всех пар (a, b), a ∈ A, b ∈ B.

Для любых соответствий ρ, α, β ⊆ A×B и σ ⊆ B×C и подмножеств X, X1, X2 ⊆ A,
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Y ⊆ B справедливы следующие утверждения:

ρ(A) = Im ρ, ρ ](B) = Dom ρ;

X1 ⊆ X2 ⇒ ρ(X) ⊆ ρ(Y ); α ⊆ β ⇒ α(X) ⊆ β(X);

α ⊆ β ⇒

{
Domα ⊆ Dom β

Imα ⊆ Im β
;

Dom ρ ] = Im ρ, Im ρ ] = Dom ρ;

ρ ⊆ ρρ ]ρ.

Эти свойства вполне очевидны. Покажем, например, справедливость последнего: для
произвольных a ∈ A и b ∈ B имеем aρb = aρbN bρ ]aN aρb ⇒ a(ρρ ]ρ)b.

Также справедливы соотношения

ρ(X1 ∪X2) = ρ(X1) ∪ ρ(X2), ρ(X1 ∩X2) ⊆ ρ(X) ∩ ρ(Y );

(α ∪ β)(X) = α(X) ∪ β(X), (α ∩ β)(X) ⊆ α(X) ∩ β(X);

(ρ � σ)(X) = σ(ρ(X));

Dom ρ ] = Im ρ, Im ρ ] = Dom ρ ;

ρ(X) = ρ(X ∩Dom ρ), ρ ](Y ) = ρ ](Y ∩ Im ρ);

X ⊆ Dom ρ ⇔ X ⊆ (ρρ ])(X), Y ⊆ Im ρ ⇔ Y ⊆ (ρ ]ρ)(Y );

X ∩ ρ ](Y ) = ∅ ⇔ Y ∩ ρ(X) = ∅;

Dom(ρσ) = ρ ](Domσ) , Im(ρσ) = σ(Im ρ) .

Докажем последние два свойства. Запишем прообраз C и образ A через проекции со-
ответствий:

Domσ = σ ](C) и Im ρ = ρ(A)

(см. соотношения 2.1). Пользуясь свойствами соответствий и их псевдообращений полу-
чим

Dom(ρσ) = (ρσ) ](C) = (σ ]ρ ])(C) = ρ ](σ ](C)) = ρ ](Domσ) ⊆ Dom ρ;

Im(ρσ) = (ρσ)(A) = σ(ρ(A)) = σ(Im ρ) ⊆ Imσ .

Доказательства остальных свойств, так же как и приведённые, элементарны, их мож-
но найти, например, в [43] или [5].

Теорема 2.17 (соотношение Дедекинда). Пусть A, B и C — три непустых мно-
жества. Если α ⊆ A×B, β ⊆ B × C, γ ⊆ A× C, то имеет место

αβ ∩ γ ⊆ (α ∩ γβ ])(β ∩ α ]γ) .
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Доказательство. Действительно, пусть c ∈ (αβ ∩ γ)(a) для некоторого a ∈ A. Тогда

c ∈ (αβ)(a) ⇔ β ](c) ∩ α(a) 6= ∅,

c ∈ γ(a) ⇔ a ∈ γ ](c) ⇒ α(a) ⊆ (γ ]α)(c) ,

c ∈ γ(a) ⇒ β ](c) ⊆ (γβ ])(a) .

Следовательно,

β ](c) ∩ α(a) 6= ∅ ⇒


(γ ]α)(c) ∩ (γβ ])(a) ∩ β ](c) ∩ α(a) 6= ∅ ,
(γ ]α ∩ β ])(c) ∩ (γβ ] ∩ α)(a) 6= ∅ ,
c ∈ ((α ∩ γβ ])(β ∩ α ]γ))(a) .

�

Следствие. Условие αβ ∩ γ = ∅ в рассматриваемых обозначениях эквивалентно

βγ ] ∩ α ] = ∅, γ ]α ∩ β ] = ∅;

αβγ ] ∩ MA = ∅, βγ ]α∩ MB = ∅, γ ]αβ ∩ MC = ∅.

Доказательства данных соотношений легко провести с использованием коммутатив-
ных диаграмм (см. с. 69).

Используя соотношение Дедекинда, можно доказать следующее свойство однородных
отношений.

Утверждение 2.6. Если α, β, γ1 и γ2 — однородные на множестве A отношения, а
γ1, γ2 — транзитивны, то{

α ⊆ γ1 ∩ γ ]1 ,
β ⊆ γ2 ∩ γ ]2 ,

⇒ γ1 ∩ αβ ∩ γ2 = (α ∩ γ2)(β ∩ γ1) ⊆ (α ∩ γ1)(β ∩ γ2) .

Доказательство. Положив в соотношении Дедекинда γ = γ1∩γ2 и A = B = C, получим

γ1 ∩ αβ ∩ γ2 ⊆ (α ∩ (γ1 ∩ γ2)β ])(β ∩ α ](γ1 ∩ γ2)) ⊆ (α ∩ γ2β ])(β ∩ α ]γ1)

(было использовано свойство монотонности умножения отношений).
Во-первых, из β ⊆ γ ]2 следует γ2β

] ⊆ γ2γ2 ⊆ γ2 и, аналогично, из α ⊆ γ ]1 следует
α ]γ1 ⊆ γ1γ1 ⊆ γ ]1 . Таким образом, имеем

γ1 ∩ αβ ∩ γ2 ⊆ (α ∩ γ2)(β ∩ γ1) , но (α ∩ γ2)(β ∩ γ1) ⊆ αβ ∩ αγ1 ∩ βγ2 .

Во-вторых, из β ⊆ γ2 следует γ2β ⊆ γ2γ2 ⊆ γ2 и, аналогично, из α ⊆ γ1 следует
αγ1 ⊆ γ1γ1 ⊆ γ1. Поэтому (α ∩ γ2)(β ∩ γ1) ⊆ αβ ∩ γ1 ∩ γ2, что и доказывает требуемое. �

Установим ещё некоторые свойства соответствий.

Утверждение 2.7. Если ρ — соответствие между множествами A и B, то

ρρ ] ⊆ MA , ρ ]ρ ⊆ MB .
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Доказательство. Для первого соотношения и a1, a2 ∈ A имеем

a1(ρρ ])a2 ⇔ ∃
B
b (a1ρbN ¬(a2ρb)) ⇒ a1 6= a2,

и аналогично для второго включения. �

Далее нам понадобится следующее из определений соотношение: если A и B — непу-
стые множества и X ⊆ A, то

(A×B)(X) =

{
B, если X 6= ∅,
∅, иначе.

Утверждение 2.8. Пусть A и B — непустые множества, A1 ⊆ A, B1 ⊆ B и
X ⊆ A. Тогда

(A1 ×B1)(X) =

{
B1, если X ∩ A1 6= ∅,
∅, иначе.

Доказательство. Действительно,

(A1 ×B1)(X) =
⋃

a∈A1, b∈B1,
x∈X

{ (a, b) }(x) .

Согласно определению образа элемента x по отношению { (a, b) } имеем

{ (a, b) }(x) =

{
{b}, если X ∩ A1 6= ∅,
∅, иначе .

Следовательно,

(A1 ×B1)(X) =


⋃
b∈B1

{b} = B1, если X ∩ A1 6= ∅,

∅, иначе .

�

Утверждение 2.9. Пусть A, B и C — непустые множества и α ⊆ A×B, β ⊆ B×C,
A1 ⊆ A, B1, B2, B3 ⊆ B, C1 ⊆ C. Тогда

(A1 ×B1)β = A1 × β(B1), α(B1 × C1) = α ](B1)× C1 ,

(A1 ×B2)(B3 × C1) =

{
A1 × C1, если B2 ∩B3 6= ∅,
∅, иначе .

Доказательство. Действительно, по указанному выше свойству

X ∩ ρ ](Y ) = ∅ ⇔ Y ∩ ρ(X) = ∅ (∗)

для всех a ∈ A, c ∈ C, имеем

(a, c) ∈ (A1 ×B1)β ⇔ {c} ∩ (A1 ×B1)β)(a) 6= ∅ ⇔ β(c) ∩ (A1 ×B1) 6= ∅ .

Отсюда следует, что a ∈ A1, т.к. в противном случае по утверждению (2.8) для всех
x ∈ X имело бы место β ](c) ∩ (A1 × B1)(x) = ∅. Но тогда (A1 × B1)(x) = B1 и,



2.5. Основные свойства и типы соответствий 61

следовательно,

β ](c) ∩ (A1 ×B1)(x) 6= ∅ ⇔ β(c) ∩B1 6= ∅ и

x ∈ A1 ⇔ {c} ∩ β(B1) 6= ∅ .

Далее, согласно (∗) имеем x ∈ A1, т.е. (x, z) ∈ A1 × β(B1) и первая формула доказана.
Вторая доказывается аналогично, а третья формула элементарна. �

Утверждение 2.10. Пусть A, B, C и D — непустые множества и α ⊆ B × C,
β ⊆ A× C, γ ⊆ B ×D. Тогда

γ ⊆ α(C ×D) ⇔ γ ⊆ αα ]γ, β ⊆ (A×B)α ⇔ β ⊆ βα ]α .

Доказательство. Действительно, для b ∈ B и d ∈ D имеем

(b, d) ∈ γ ⇒ (b, d) ∈ α(C ×D) = α ](C)×D ,

следовательно, b ∈ α ](C) и b ∈ (αα ])(b). Тогда

(b, d) ∈ (αα ])(b)× {d} = αα ]{(b, d)} и γ ⊆
⋃

(b, d)∈ γ

αα ]{(b, d)} = αα ]γ .

Вторая формула доказывается аналогично. �

Соответствие ρ ⊆ A × B назовём вполне эффективным, если Dom(ρ) = A и
Im(ρ) = B. Для конечного случая |A| = m > 2 и |B| = n > 0 в [22] приведена
формула числа f(m,n) вполне эффективных соответствий:

f(m,n) =
n∑
i=0

(−1)n−i
(
n

i

)
(2i − 1)m .

Выделим теперь основные типы соответствий, обладающие особыми свойствами.

Определение 2.22. Соответствие ρ между множествами A и B называется

• многозначным отображением или всюду определённым соответствием, если
MA⊆ ρρ ]. Ясно, что это условие эквивалентно Dom ρ = A, и в графе

−→
G(ρ) из

каждой вершины A выходит хотя бы одна дуга.
• частичным отображением A в B , если ρ ]ρ ⊆MB. Легко видеть, что это условие

эквивалентно aρb1 N aρb2 ⇒ b1 = b2 для a ∈ A (при этом Dom ρ ⊆ A), и в графе
−→
G(ρ) из каждой вершины A выходит не более одной дуги.

• функциональным9 или отображением A в B , если MA⊆ ρρ ]Nρ ]ρ ⊆MB. Ясно, что
это условие эквивалентно существованию для любого a ∈ A единственного b ∈ B
такого, что aρb, и в графе

−→
G(ρ) из каждой вершины A выходит ровно одна дуга.

• дифункциональным или квазиоднозначным отображением, если ρρ ]ρ ⊆ ρ или, с
учётом доказанного выше, ρρ ]ρ = ρ.
Для отношения ρ ⊆ A×B справедливы следующие утверждения (см. [43] или [33]):
любых a ∈ A, b ∈ B если

9 ср. с определением 2.6
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– ρ ](b1) 6= ρ ](b2) ⇒ ρ ](b1) ∩ ρ ](b2) = ∅ или ρ(a1) 6= ρ(a2) ⇒ ρ(a1) ∩ ρ(a2) = ∅
(смежные классы A по ρ или B по ρ ] попарно не пересекаются), то ρ ди-
функционально;

– ρ дифункционально, то ρ ](b1) 6= ρ ](b2) ⇒ ρ ](b1) ∩ ρ ](b2) = ∅ и
ρ(a1) 6= ρ(a2) ⇒ ρ(a1) ∩ ρ(a2) = ∅ (смежные классы A по ρ и B по ρ ]

попарно не пересекаются).

В качестве иллюстрации использования многозначных отображений приведём без до-
казательства (которое может быть найдено в [55]) следующую теорему.

Теорема 2.18 (Ка́льмар-Якубович). Произвольное отношение толерантности ' на
множестве A может быть задано с помощью подходящего многозначного отображе-
ния ϕ из A на совокупность всевозможных классов толерантности как

x ' y ⇔ ϕ(x) ∩ ϕ(y) 6= ∅ .

Легко установить, что в конечном случае (0,1)-матрица будет матрицей дифункцио-
нального отношения если и только если в прямоугольнике из двух строк и двух столбцов
при том, что в трёх углах стоят 1, то и в четвёртом углу стоит 1. Например, матрица

0 0 1 0

1 0 0 1

0 0 0 0

0 0 1 0

1 0 0 1


представляет дифункциональное отношение.

Без труда доказывается

Утверждение 2.11. Пусть ρ — дифункциональное отношение между множествами
A и B. Тогда

• ρρ ] — отношение эквивалентности на ρ ](B) ⊆ A и ρ ]ρ — отношение эквива-
лентности на ρ(A) ⊆ B;

• биекции π(ρ ](y)) = ρ ]ρ(y) и обратная к ней π ](ρ(x)) = ρρ ](x) суть взаимно
однозначные отображения между фактормножествами ρ ](B)/ρρ ] и ρ(A)/ρ ]ρ.

Функциональные соответствия (отображения) подробно рассматриваются ниже.

2.6 Отображения и их основные свойства

Широчайшее применение находят функциональные соответствия (отображения). Они
в явном виде были введены Г. Фреге в 1884 г.

Рассмотрим их подробнее. Почти очевидно следующее

Утверждение 2.12. Утверждение «ϕ — отображение A в B» эквивалентно одному из
следующих четырёх утверждений:

1) для всякого x ∈ A образ ϕ(x) состоит из одного элемента;
2) для всякого σ ⊆ B×C, где C — некоторое множество, имеет место ϕσ = ϕσ;
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3) ϕ = ϕMB;

4) каковы бы ни были Y, Y1 ⊆ B, имеет место ϕ ](Y ) = ϕ ](Y1).

Отображение ϕ из A в B будем называть также функцией из A в B или операцией
на A10. При этом используют обозначения ϕ : A → B или A ϕ→ B. Тот факт, что aϕb

записывают как ϕ(a) = b или a
ϕ7→ b ; при теоретических выкладках удобна запись

aϕ = b или даже aϕ = b. Множество всех отображений A → B будем обозначать
Fun (A,B) или BA. При A = B будем пользоваться обозначением Fun (A) и говорить,
что Fun (A) составляют преобразования множества A.

Покажем, как с помощью отображений из одной булевой алгебры можно по-
строить другую. Пусть B = 〈A, t, u, ′, o, ι 〉 — булева алгебра. Множество
Fn(A) = Fun(An, A) всех функций из An в A образует булеву алгебру
F(B) = 〈Fn(A), +, ·, −,0, 1 〉, где операции и выделенные элементы заданы следующим
образом:

(f + g)(a) = f(a) t g(a) , (f · g)(a) = f(a) u g(a) , f = f ′ ,

0 = 0(a) ≡ o , 1 = 1(a) ≡ ι

(здесь везде a = (a1, . . . , an) ).
Ясно, что отображение ϕ : A→ B задаётся направленным двудольным графом

−→
G(ϕ),

вершинами которого служат элементы A и B, причём из вершины, соответствующей
a ∈ A, единственная дуга ведёт в вершину, соответствующую b ∈ B, если ϕ(a) = b.
В дальнейшем мы не будем различать элементы множеств A и B и вершины

−→
G(ϕ).

Для соответствия ϕ : A → B элемент b, b = ϕ(a) называют образом элемента a, а
элемент a — прообразом элемента b. Совокупность (возможно пустая) всех прообразов
элемента b ∈ B называется полным прообразом b.

Если A ′ ⊂ A и ϕ : A → B, то про отображение ϕ ′ : A′ → B, где ϕ(x) = ϕ ′(x)

для всех x ∈ A ′, говорят, что оно является сужением или ограничением отображения
ϕ на A ′ (символически ϕ ′(x) = ϕ |A ′ (x) ), а про отображение ϕ — что оно является
продолжением или расширением отображения ϕ ′.

Поскольку отображения являются отношениями, к ним можно попытаться приме-
нять теоретико-множественные операции. Однако во-первых, отрицание отображения,
очевидно, отображением не является, а во-вторых — справедлива следующая

Утверждение 2.13. Объединение [ пересечение ] двух отображений ϕ : A → B и
ψ : A→ B является отображением, если и только если ϕ = ψ.

Доказательство. Поскольку ϕ и ψ — отображения из A в B, для каждого a ∈ A ϕ и
ψ содержат лишь по одной паре (a, b1) и (a, b2) соответственно, где b1, b2 ∈ B. Если

10 Таким образом, мы не различаем понятия функционального соответствия (отображения) и функ-
ции, хотя они не тождественны друг другу: невычислимые функции, строго говоря, являются лишь
функциональными соответствиями, а не функциями.
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предположить, что b1 6= b2, то ϕ ∪ ψ содержит две, а ϕ ∩ ψ — не содержит ни одной
пары с первым элементом, равным a. �

Таким образом, применение к отображениям обычных теоретико-множественные опе-
раций интереса не представляет. Рассмотрим теперь операцию произведения отношений,
применённую к отображениям.

Теорема 2.19. Если A, B и C — непустые множества, ϕ — отображение из A в
B, а ψ — отображение из B в C, то ϕψ — отображение из A в C.

Доказательство.{
MA⊆ ϕϕ ], ϕ ]ϕ ⊆MB
MB⊆ ψψ ], ψ ]ψ ⊆MC

⇒ MA⊆ ϕϕ ] =

= ϕ MB ϕ
] ⊆ ϕ(ψψ ])ϕ ] = (ϕψ)(ψ ]ϕ ]) = (ϕψ)(ϕψ) ],

т.е. MA⊆ (ϕψ)(ϕψ) ]. Включение (ϕψ) ](ϕψ) ⊆MC показывается аналогично. �

Произведение функций как отображений принято записывать как их композицию ∗ :
(ϕ � ψ)(x) , (ϕ ∗ ψ)(x) = ψ(ϕ(x))11.

Отметим, что иногда удобно рассматривать отношения на A×B как неоднозначные
отображения из A в B. Представляется также ясным, что однородные на A отношения
ρ можно представить отображениями a 7→ ρ(a) из A в P(A).

Рассмотрим специальные виды отображений. Единичное отношение MA, рассматри-
ваемое как отображение A на себя, называют тождественным. Для тождественного
отображения будем употреблять обозначение idA.

Определение 2.23. Отображение ϕ : A→ B называется

• постоянным или константой, если ϕϕ ] = OA.
Легко видеть, что данное соотношение эквивалентно ϕ(a) = b ∈ B для всех a ∈ A.
В графовой интерпретации отображения это означает, что дуги, исходящие из всех
вершин a ∈ A графа

−→
G(ϕ), входят в единственную вершину b ∈ B.

• вложением или инъективным отображением A в B, инъекцией, если idA = ϕϕ ],
что записывают как A

ϕ
↪→ B.

Понятно, что при вложении различные элементы A переходят в различные элемен-
ты B и прообраз ϕ ](y) элемента y ∈ Y — не более, чем одноэлементное множество.
В графовой интерпретации это означает, что в каждую вершину b ∈ B входит не
более одной дуги.

Если A ⊆ B, то вложение A
ϕ
↪→ B такое, что ϕ(x) = x, называется естественным

вложением множества A в множество B .
С инъекцией связан принцип Дирихле: не существует инъекции множества с
бо́льшим числом элементов во множество с меньшим числом элементов12.

11 Здесь становится очевидным удобство записи ψ(ϕ(x)) = xϕψ. В этом случае приведённое соотно-
шение означает просто возможность опускания скобок в записи вида (xϕ)ψ.

12 англ. pigeonhole principle: в неформальной постановке рассматриваются размещения голубей по клет-
кам; ясно, что если голубей больше, чем клеток, то в хотя бы одной клетке находится более одного голубя.
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• наложением или сюръективным отображением A в B, сюръекцией, если
ϕ ]ϕ = idB.
При наложении каждый элемент множества B имеет свой прообраз. В графовой
интерпретации это означает, что в каждую вершину b ∈ B входит хотя бы одна
дуга.

Ясно, что для A = A1 × . . . × An отображения A
πi→ Ai, определяемые как

(a1, . . . , ai, . . . , ak)
πi7→ ai, i = 1, n сюръективны. Они называются отображения-

ми проектирования.
• биекцией (биективным, взаимно-однозначным отображением), если

idA = ϕϕ ] N ϕ ]ϕ = idB, т.е. оно является одновременно и вложением, и на-
ложением.
В графовой интерпретации отображения это означает, что все вершины двудольного
графа

−→
G(ϕ) оказываются разбитыми на пары (a, b), a ∈ A, b ∈ B так, что из a в

b идёт дуга. Понятно, что в конечном случае это означает |A| = |B|.
Множество всех биективных отображений из A в B будем обозначать Bij (A,B),
а в случае A = B — пользоваться обозначением Bij (A).
Биекция на некотором множестве A называются перестановкой A.

Псевдообратное к отображению ϕ : A → B соответствие ϕ ], понятно, может и не
оказаться отображением из B в A. Отображение ψ : B → A называется обратным
отображению ϕ : A→ B, если (idA = ϕψ)N (ψϕ = idB). Ясно, что если ϕ — биекция, то
однозначно определяемое псевдообратное к ней отношение ϕ ] является отображением
и, более того, биекцией. Также легко видеть, что этим случаем исчерпываются возмож-
ности отображения иметь обратное. Для биекции, обратной к биекции ϕ естественно
использовать обозначение ϕ−1, а не ϕ ].

Моноид 〈Fun (A), ∗, idA 〉 называют моноидом эндоморфизмов множества A и обо-
значают End A. Эндоморфизм f множества A такой, что f ∗ f = 1A называют инво-
люцией. Примеры инволюций: осевая и центральная симметрии геометрических объек-
тов, комплексное сопряжение чисел, перестановки конечных множеств. Симметрическую
группу SymmA = 〈Bij (A), ∗, −1, idA 〉 называют также группой автоморфизмов мно-
жества A и обозначают Aut A.

Рассмотрим применение к отображениям операции произведения (композиции).
Нетрудно показать, что произведение двух вложений, наложений или биекций также
является, соответственно, вложением, наложением или биекцией: доказательства повто-
ряют доказательство теоремы 2.19 с заменой символа ⊆ на =.

Следующие две теоремы характеризуют вложение и наложение через свойства их
произведений (композиций).

Теорема 2.20. Отображение f : X → Y — инъекция если и только если для любых
двух отображений g1, g2 из некоторого множества Z в X

g1 ∗ f = g2 ∗ f ⇔ g1 = g2.

Доказательство. (⇒) Пусть f — инъекция из множества X в Y и для любых двух
отображений g1, g2 из Z в X справедливо g1 ∗ f = g2 ∗ f . Но тогда же справедливо
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g1 ∗ f ∗ f ] = g2 ∗ f ∗ f ] или g1 ∗ idX = g2 ∗ idX , откуда g1 = g2.

(⇐) Пусть для любых двух отображений g1, g2 из Z в X справедлива равносиль-
ность g1 ∗ f = g2 ∗ f ⇔ g1 = g2, но f не является вложением. Тогда найдутся x1 и x2

из X, что x1 6= x2, но f(x1) = f(x2). Возьмём в качестве Z одноэлементное множество
{z0} и построим два отображения g1, g2 из Z в X такие, что g1(z0) = x1, g2(z0) = x2.
Поскольку f(g1(z0)) = f(g2(z0)), а других значений аргумента нет, то g1 ∗ f = g2 ∗ f ,
g1 = g2 и x1 = x2. Противоречие. �

Теорема 2.21. Отображение f : X → Y — сюръекция если и только если для любых
двух отображений g1, g2 из Y в некоторое множество Z

f ∗ g1 = f ∗ g2 ⇔ g1 = g2.

Доказательство. (⇒) Пусть f — сюръекция из множества X в Y и для любых двух
отображений g1, g2 из Y в Z справедливо f ∗ g1 = f ∗ g2. Из того, что f — наложение
следует непустота f ](y) для любого y ∈ Y . Пусть x ∈ f ](y)13. Тогда

g1(y) = g1(f(x)) = g2(f(x)) = g2(y) ,

что в виду произвольности элемента y влечёт g1 = g2.

(⇐) Пусть для любых двух отображений g1, g2 из Y в Z справедлива равносиль-
ность f ∗ g1 = f ∗ g2 ⇔ g1 = g2, но f не является наложением. Тогда найдётся элемент
y из области Y r Im(f). Зафиксируем в Y элемент y0 6= Y и рассмотрим отображение
g2 : Y → Y , определяемое условием

g1(t) =

{
t , если t 6= y

y0 , если t = y,

Ясно, что g1 6= idY , в силу чего f ∗ g1 6= f ∗ idY . Однако для всех x ∈ X имеем

g1(f(x)) = f(x) = idY (f(x)).

Противоречие. �

С помощью биекций описываются фундаментальные свойства множеств. Напомним,
что множества называют равномощными, если между ними существует биективное отоб-
ражение. Покажем, например, что замкнутый интервал [ 0, 1 ] равномощен открытому
( 0, 1 ): имеем

[ 0, 1 ] = { 0, 1, 1/2, 1/3, 1/4, . . . } ∪ S; ( 0, 1 ) = { 1/2, 1/3, 1/4, . . . } ∪ S ,

где S = [ 0, 1 ]r { 0, 1, 1/2, 1/3, 1/4, . . . }. Отображение f : [ 0, 1 ]→ ( 0, 1 ), определён-

13 Заметим, что возможность указания такого x эквивалентна принятию аксиомы выбора (см. п. 3.7).
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ное как

f(x) =


1/2, если x = 0 ,

1/(n+ 2), если x = 1/n n = 1, 2, . . . ,

x, если x ∈ S ,

легко видеть, будет биекцией.

Теорема 2.22 (Кантор-Шрёдер-Бернштейн14). Если каждое из множеств A и B
равномощно подмножеству другого, то A равномощно B.

Доказательство. Теорема утверждает, что если для двух множеств A и B существуют
биекции θ1 между A и подмножеством B и θ2 между B и подмножеством A, то
существует биекция между A и B.

Обозначим A0 = A и Im(θ2) = A1. Ясно, что можно считать A0 ⊃ A1 и Im(θ1) ⊂ B,
иначе теорема тривиально справедлива. Также ясно, что в этом случае A и B — беско-
нечные множества.

Последовательное применение отображений, указанных в формулировке теоремы, да-
ёт взаимно-однозначное отображение θ = θ1 ∗ θ2 множества A0 на своё подмножество
A2 и A1 ⊃ A2. Обозначим θ(Ai) = Ai+2, i = 0, 1, 2 . . .. Получим цепочку строго содер-
жащихся друг в друге подмножеств A: A = A0 ⊃ A1 ⊃ A2 ⊃ . . ..

Обозначим Ci = Ai r Ai+1, i = 0, 1, 2 . . . и C =
⋂
i>0Ai. По построению

между множествами C0, C2, C4, . . . существует взаимно-однозначное соответствие θ:
C2i+2 = θ(A2i)r θ(A2i+1) = θ(C2i).

Построим теперь взаимно-однозначное отображение ϕ между A0 и A1. Положим

ϕ(x) =

{
θ(x), если x ∈ C2i, i = 0, 1, . . .

x, иначе
(см. рис. 2.13).

Таким образом, имеем взаимно-однозначные соответствия A
ϕ→ A1

θ−1
2→ B и ϕ ∗ θ−12 —

A0 = C0 + C1 + C2 + C3 + C4 + . . . + C

ϕ

A1 = C1 + C2 + C3 + C4 + . . . + C

�







�

u

u
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Рис. 2.13. Схема соответствия между множествами A0 и A1

искомая биекция. �

Можно показать [43], что справедлива следующая

Теорема 2.23. Утверждение «ϕ — биекция между множествами A и B» эквивалентно
одному из следующих трёх утверждений:

14 Теорема была приведена без доказательства в работе Г. Кантора 1883 г. и доказана позднее Э. Шрё-
дером и Ф. Бернштейном (F. Bernstein).
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1) для всяких α ⊆ B × C, β ⊆ Z × A, где C и Z — некоторые множества,
одновременно справедливы соотношения ϕα = ϕα, βϕ = βϕ.

2) ϕ = ϕMB = MAϕ;
3) каковы бы ни были X ⊆ A, Y ⊆ B, одновременно справедливы соотношения

ϕ(X) = ϕ(X) и ϕ ](Y ) = ϕ ](Y ).

С помощью биективных отображений вводятся понятия изоморфизма для различных
алгебраических систем. Примером может служить следующие определения.

Определение 2.24. Пусть ρ — однородное на множестве A отношение. Будем гово-
рить, что перестановка π множества A есть автоморфизм, если ρ π = πρ и дуальный
автоморфизм, если ρ π = πρ ].

Определение 2.25. Пусть A, B — непустые множества, а α и β однородные отно-
шения на A и B соответственно. Будим говорить, что биекция ϕ между α и β есть
изоморфизм между этими отношениями, и что они изоморфны (символически α

ϕ∼= β
или просто α ∼= β ), если αϕ = ϕβ. Если αϕ = ϕβ ], то будем говорить, что биекция ϕ
есть дуальный изоморфизм между α и β.

Ясно, что
α ∼= β ⇔ ∀

A
a1, a2 ( a1αa2 ⇒ ϕ(a1)βϕ(a2) ) .

Отметим важное свойство преобразований конечных множеств.

Теорема 2.24 (свойство преобразования конечного множества). Пусть множе-
ство A конечно. Тогда для преобразования ϕ ∈ Fun (A) сюръективность, инъектив-
ность и биективность — равносильные условия.

Доказательство. Если множество A имеет n элементов, то граф
−→
G(ϕ), соответствующей

преобразованию ϕ, имеет n вершин и n дуг, причём из каждой вершины исходит ровно
одна дуга.

Сюръективность ϕ означает, что в каждую вершину
−→
G(ϕ) входит дуга. Поскольку

дуг столько же сколько вершин, это означает, что в каждую вершину входит ровно одна
дуга, т.е. ϕ — инъективно.

Если же в каждую вершину в каждую вершину
−→
G(ϕ) входит ровно одна дуга, то,

поскольку одна дуга исходит из каждой вершины, с каждой вершиной
−→
G(ϕ) связаны

ровно по одной входящей и исходящей дуги, т.е. ϕ — биективно.
Биективность отображения по определению влечёт сюръективность. �

Пусть ∼ — эквивалентность на A. Тогда существует функция π : A → A/∼, ставя-
щая в соответствие каждому элементу a ∈ A его класс эквивалентности, т.е. π(a) = [a]∼.
Такое отображение называется естественным (каноническим, натуральным). Канони-
ческое отображение мы будем обозначать nat(A, ∼) или просто nat(∼), если множество
A фиксировано при данном рассмотрении. Понятно, что nat(∼) — наложение.
Пример 2.16. Для примера 2.4 на с. 40 имеем:

1. π(a) — мешок, в котором лежит зерно a.
2. π(u) — начальная буква слова u.
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Пусть дано отображение ϕ : A→ B. Его ядром называется отношение Kerϕ ∈ R(A),
заданное как

a1(Kerϕ)a2 ⇔ ϕ(a1) = ϕ(a2). (2.12)

Понятно, что ядро отображения есть частный случай понятия ядра соответствия (2.6) и
является ядерной эквивалентностью:

Kerϕ = ϕϕ ] .

С ядерной эквивалентностью отображения ϕ из A связано фактормно-
жество A/Kerϕ и натуральное отображение nat(A, Kerϕ), для которого
nat(A, Kerϕ)(x) = [x]Kerϕ. Заметим, что отображения ϕ : A → B и nat(A, Kerϕ)

имеют общую ядерную эквивалентность, но отображают A в разные множества: со-
ответственно в B и в A/Kerϕ. Ясно, что если ядро отображения ϕ из A в B есть
диагональное отношение на A, то ϕ — вложение A в B.

Далее мы будем пользоваться следующим удобным изображением соответствий. Если
A, B, C, D — некоторые множества и

α : A→ B, β : B → C, γ : A→ C,

δ : B → D, ε : C → D.

то указанные отображения на них наглядно задают в виде диаграмм, приведённых
на рис. 2.14.

A B A B

C C D

w
α

[
[
[[]γ

�
�

���
β

w
α

u
γ

u
δ

w
ε

Рис. 2.14. Диаграммы отображений множеств

Говорят, что эти диаграммы коммутативны, если γ = αβ и αδ = γε соответственно.
Аналогично определяется коммутативность и для более сложных диаграмм. Биективные
отображения будем обозначать на диаграммах двунаправленными стрелками ↔.

Сформулируем теперь основную теорему о разложении отображений.

Теорема 2.25 (о разложении отображений). Пусть даны непустые множества A,
B и отображение ϕ : A→ B. Тогда для отображения ϕ справедливо разложение

ϕ = π ∗ ϕ ′ ∗ µ, (2.13)

где π = nat(Kerϕ), ϕ ′ — биекция между A/Kerϕ и Imϕ и µ — вложение Imϕ в
B.
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Доказательство. Утверждение теоремы будет справедливо в случае коммутативности диа-
граммы

A B

A/Kerϕ Imϕ

w
ϕ

u
π

w
ϕ ′

u
µ

Ясно, что Imϕ есть подмножество B. В качестве µ возьмём естественное вложение.
Из определения Kerϕ следует, что отображение ϕ ′ : A/Kerϕ→ Imϕ биективно. Отсю-
да следует справедливость разложения (2.13 ), если в качестве π взять nat(Kerϕ). При
этом все элементы разложения (2.13) определены однозначно. �

Следующая теорема является следствием только что доказанной.

Теорема 2.26 (основное свойство отображений). Пусть даны непустые множе-
ства A, B и отображение ϕ : A → B. Тогда имеется единственное отображение
ψ : A/Kerϕ→ B являющееся вложением, и такое, что диаграмма

A B

A/Kerϕ

w
ϕ

'
'')

nat (Kerϕ) [
[[]

ψ

коммутативна.

Доказательство. Положим в (2.13) ψ = ϕ ′∗µ . Тогда ψ заданное как ψ([a]Kerϕ) = ϕ(a) —
однозначно определённое вложение Kerϕ в B. �

Из данной теоремы следует, что для любого отображения ϕ : A → B справедливо
каноническое разложение ϕ = π ∗ ψ, где π = nat(A, Kerϕ) — наложение, а ψ — вло-
жение. Такое разложение, очевидно, единственно. Это свойство и называют основным
свойством отображений.

Основное свойство отображений можно обобщить, если заметить, что для произволь-
ной эквивалентности ∼, содержащийся в Kerϕ существует единственное отображение
χ : A/∼→ B.

Теорема 2.27 (о фактормножествах). Пусть даны непустые множества A, B с
отображением ϕ : A → B и эквивалентность ∼ на A такая, что ∼⊆ Kerϕ. Тогда
имеется единственное отображение χ : A/∼ → B такое, что диаграмма

A B

A/∼

w
ϕ

[
[[]

nat (∼) �
���
χ

коммутативна.

Доказательство. Коммутативность диаграммы обеспечивается при задании χ правилом
χ([a]∼) = ϕ(a), a ∈ A. Такое задание корректно, поскольку, в силу ∼ ⊆ Kerϕ, всем
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элементам x из [a]∼ соответствует единственное значение χ(x) = ϕ(a). Ядерная экви-
валентность отображения χ — единичное отношение на A/∼ лишь при ∼ = Kerϕ, и
поэтому χ, вообще говоря, не есть вложение. Единственность χ следует из теоремы о
классах эквивалентности. �

Из данной теоремы следует, что для любого отображения ϕ : A → B и эквивалент-
ности ∼ на A такой, что ∼⊆ Kerϕ, справедливо обобщённое разложение ϕ = π ∗ χ,
где π = nat(A, ∼) — наложение. Такое разложение, вообще говоря, не единственно, по-
скольку возможны различные измельчения классов эквивалентностей по Kerϕ. Иногда
данную теорему коротко формулируют как утверждение о возможности факторизации
любого отображения по эквивалентности, содержащийся в его ядре.

Из основного свойства отображений вытекает

Теорема 2.28 (о дробных эквивалентностях). Пусть дано множество A и эк-
вивалентности α, β на нём такие, что β ⊆ α. Тогда существуют отображение
ϕ : A/β → A/α и биекция ψ : (A/β)/(α/β)→ A/α такие, что диаграмма

A

A/β A/α

(A/β)/(α/β)

[
[
[
[[̂

nat β
'
'
'
'')

nat α

w
ϕ

'
'
'')nat (α/β)

][
[
[
[̂ ψ

коммутативна.

Доказательство. Зададим функцию ϕ правилом ϕ([a]β) = [a]α. Нетрудно видеть, что
такое задание корректно, т.к. каждому классу эквивалентности [a]β соответствует един-
ственный класс эквивалентности [a]α. Далее применим теорему 2.26 к нижней части диа-
граммы. Поскольку ϕ есть, как легко видеть, накрытие, то ψ([[a]β]α/β) = ϕ([a]β) = [a]α —
биекция. �
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Глава 3

Частично упорядоченные множества

Понятие частично упорядоченного множества является фундамен-
тальным для современной теоретико-множественной математики и
встречается во многих прикладных вопросах.

Л.А. Скорняков. Предисловие редактора русского перевода
книги Л. Берана «Упорядоченные множества».

3.1 Предпорядки и порядки

Определение 3.1. Предпорядками (или квазипорядками) называют рефлексивные и
транзитивные однородные отношения.
Пример 3.1. Предпорядками, например, являются следующие отношения.

1. Отношение делимости | на множестве Z r {0};
2. Отношение ρ на множестве действительных функций, задаваемое условием «fρh⇔

множество значений функции f содержится во множестве значений функции h».
3. Отношение выводимости ` в логике: если из логической формулы A выводится

формула B, то пишут A ` B.
4. В экономике: отношение предпочтения (например, по цене и полезности) на наборах

товаров.

Для предпорядков ρ по теореме 2.3 имеем ρ = ρn, n ∈ N, поэтому для них

M ⊆ ρ = ρ2.

Легко показать, что согласно (2.6), ядерной эквивалентностью Ker ρ предпорядка ρ

будет его симметрическая часть ρ ∩ ρ ].
Пусть ρ — предпорядок на множестве A такой, что для любых x, y ∈ A существует

такой элемент z ∈ A, что xρzN yρz. Тогда пару 〈A, ρ 〉 называют направленным пред-
порядком или фильтрованным множеством. Направленные предпорядки рассматрива-
ются, например, в топологии для определения понятия сети (обобщающего различные
понятия предела, используемые в математическом анализе), в абстрактной алгебре и в
теории категорий.
Определение 3.2. Рефлексивные, антисимметричные и транзитивные однородные от-
ношения называют отношениями частичного порядка.

Иногда для простоты вместо «частичный порядок» будем говорить просто «порядок».
Понятно, что для порядка ρ справедливо

ρ ∩ ρ ] = M ⊆ ρ = ρ2

(поскольку M ⊆ ρ ]). Ясно, что ядерной эквивалентностью частичного порядка будет
единичное отношение M.
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Пример 3.2. Все предпорядки из примера 3.1 не являются частичными порядками ввиду
отсутствия у них свойства антисимметричности:

1) для элементов Z r {0} из m | n и n | m следует не m = n, а лишь |m| = |n|;
2) совпадение множеств значений функций не означает равенства последних;
3) возможно A ` B и B ` A, но A 6= B (формулы A и B не совпадают как строки

символов): например, для A = x ��y и B = (¬x ∨ y) N (z ∨ ¬z) ;
4) ясно, что одинаковые и цену, и полезность могут иметь разные товары.

В конечном случае предпорядки и частичные порядки, как и любые однородные от-
ношение могут быть представлены (0,1)-матрицами. Ниже приведены две матрицы, за-
дающие соответственно предпорядок и порядок на пятиэлементном множестве:

1 1 0 0 1

0 1 0 0 0

0 0 1 0 0

0 1 0 1 0

1 0 0 0 1

 и


1 1 0 0 0

0 1 0 0 0

0 0 1 0 0

0 1 0 1 0

1 1 0 0 1

 .

Важнейшим примером частичного порядка является отношение включения на сово-
купности подмножеств некоторого множества. При этом говорят, что такая совокупность
упорядочена по включению. Диагональное отношение на произвольном множестве можно
рассматривать не только как эквивалентность, но и как частичный порядок. Множество
с таким порядком называют тривиально упорядоченным или дискретным.

Из предпорядка ρ всегда можно построить порядок, если отождествить элементы его
ядра, т.е. такие a и b, для которых одновременно aρb и bρa.

Теорема 3.1. Если � — предпорядок на множестве P , то

1) бинарное отношение ε на P , определяемое условием

a ε b ⇔ a � bN b � a

является эквивалентностью;
2) бинарное отношение ≤ на фактормножестве P/ε, определяемое условием

[ a ]ε ≤ [ b ]ε ⇔ a � b ,

является частичным порядком.

Доказательство.

1) Согласно своему определению, отношение ε приобретает свойство симметричности
в дополнение к свойствам рефлексивности и транзитивности, наследуемых от �.

2) Свойства рефлексивности и транзитивности ≤ наследуются от отношения �. В си-
лу свойства классов эквивалентности по ε, оно оказывается ещё и антисимметрич-
ным.

�
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Пример 3.3. Для примера 3.1 в обозначениях теоремы 3.1 получим следующее.

1. [n]ε = {n, −n} и частичный порядок ≤ есть отношение делимости | на фактормно-
жестве {Z r {0}}/ε1.

2. fεh ⇔ множество значений функций f и h совпадают; [f ]ε ≤ [h]ε ⇔ множе-
ство значений любой функции из [f ]ε содержится во множестве значений любой
функции из [h]ε.

3. Если на множестве всех логических формул A ввести отношение ' дедуктивной
эквивалентности по правилу

A ` B и B ` A ⇔ A ' B ,

(нетрудно проверить, что в терминах отношений это действительно эквивалент-
ность), то A/ ' — фактормножество классов дедуктивно эквивалентных фор-
мул, являющееся, более того, булевой алгеброй и называемой алгеброй Линденбау-
ма–Тарского (символически L∗). Отношение выводимости, перенесённое на классы
означает, что из любой формулы класса [A] выводится любая формула класса [B],
что в L∗ записывают как [A] 6 [B].

4. Ситуацию с отношением предпочтения в экономике оставляем для самостоятельно-
го разбора.

Отношения частичного порядка будем, как правило, обозначать v, иногда, впрочем,
употребляя обозначения 6, 4 и т.д. Когда x v y и x 6= y, будем писать x @ y (и ана-
логично для других обозначений) и говорить об отношении строгого порядка. Понятно,
что строгий порядок транзитивен, антирефлексивен и несимметричен (@ ∩ @ ] = ∅). Ча-
сто удобно рассматривать двойственные частичные порядки: w , v ], т.е. запись x w y

означает, что y v x и аналогично для строгого порядка. Отношение несравнимости ιv

для данного порядка v обозначаем инфиксным символом �.

Утверждение 3.1. 1. x1 v x2 v . . . v xn v x1 ⇔ x1 = x2 = . . . = xn (антициклич-
ность порядка).

2. Отношение несравнимости для строгого частичного порядка есть отношение то-
лерантности.

Доказательство.

1. Если хотя бы одно отношение есть строгий порядок то, в силу его антирефлексив-
ности, выполнение x1 = x2 = . . . = xn станет невозможным.

2. Рефлексивность отношения несравнимости для строгого порядка следует из анти-
рефлексивности последнего, а следование

xι@y = x(@ ∩A)y = y(@ ∩A) ]x = y(@ ] ∩A ])x = y(A ∩@)x = yι@x

доказывает его симметричность.

�

1Это фактормножество изоморфно N. Точное определение изоморфизма множеств с порядком на нём
будет дано ниже.
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Если a v b, то говорят, что a предшествует b или b следует за a или содержит a.
При a v b определяют множество {x | a v xN x v b }, которое называют интервалом2

и обозначают [ a, b ]. Если [ a, b ] = { a, b }, то говорят, что a непосредственно предше-
ствует b и что b непосредственно следует за a или покрывает, доминирует над a

(символически al b).
Выясним стабильность порядков относительно теоретико-множественных операций и

специальных операций над отношениями. Из теорем 2.4 и 2.5 следует, что если α и β —
порядки, то α ] и α ∩ β — также порядки.

Приведённая ниже теорема описывает критерий того, что объединение порядков яв-
ляется порядком.

Теорема 3.2. Объединение α∪β частичных порядков α и β есть частичный порядок,
если и только если {

αβ ∪ βα ⊆ α ∪ β,
α ∩ β ] =M . (3.1)

Доказательство. Рассмотрим произвольные частичные порядки α и β на некотором мно-
жестве.

(⇐) Пусть условия (3.1) выполнены.

R: Рефлексивность объединения α ∪ β следует из рефлексивности каждого из по-
рядков.

AS: Понятно, что по второму свойству из (3.1) β ∩ α ] =M и, далее —

(α ∪ β) ∩ (α ∪ β) ] = (α ∪ β) ∩ (α ] ∪ β ]) (Dtr)
=

= (α ∩ α ]) ∪ (β ∩ β ]) ∪ (β ∩ α ]) ∪ (α ∩ β ]) =M , (3.2)

поскольку все четыре объединяемые множества равны M.

T: Рефлексивность и симметричность порядков влечёт α2 = α и β2 = β. С учётом
первого свойства из (3.1) и п. 1) теоремы 2.3 имеем

(α ∪ β)2 = (α ∪ β)(α ∪ β)
(2.2)
= α2 ∪ αβ ∪ βα ∪ β2 =

= α ∪ αβ ∪ βα ∪ β ⊆ αβ ∪ βα ⊆ α ∪ β . (3.3)

(⇒) Пусть α∪β — частичный порядок. Тогда, в силу его транзитивности, справедливо
условие (3.3), откуда αβ ∪ βα ⊆ α ∪ β.

Поскольку α ∪ β антисимметрично, из (3.2) следует, что α ∩ β ] ⊆M. Но α ∩ β ] —
частичный порядок, и поэтому M⊆ α ∩ β ] , откуда следует α ∩ β ] =M. �

Замечание. Если α и β — строгие порядки, то для того, чтобы их объединение также
было строгим порядком, необходимо и достаточно выполнение условия αβ∪βα ⊆ α∪β.

2 хотя с точки зрения словоупотребления, принятого в математическом анализе, здесь следовало бы
говорить «отрезок»
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Произведение порядков также, вообще говоря, не является порядком (исключения-
ми будут, например, тривиальные случаи αβ =M, αβ = α или αβ = β). Для строгих
порядков справедлива следующая

Теорема 3.3. Если α и β — строгие порядки и выполнены соотношения{
αβ = βα ,
α ∩ β ] = ∅ ,

то αβ — строгий порядок.

Определение 3.3. Пару P = 〈P, v〉, где P — непустое множество, а v — частич-
ный порядок на нём, называют частично упорядоченным множеством (сокращённо
ч. у. множеством).

Аксиомы порядка рассматривал ещё Г.В. Лейбниц около 1690 г. Понятие ч. у. множе-
ства введено Ф. Хаусдорфом в 1914 г., но развитие соответствующей теории как самосто-
ятельного раздела математики началось с работ Г. Биркгофа в 1930-х годах. В последнее
время теория ч. у. множеств нашла применение в машинном обучении, организации пе-
редачи мультимедийных потоков данных и при минимизации пропускной способности в
программировании потоков данных [98].

Ч.у. множество представляет собой пример особого типа алгебраической системы, а
именно модели. АС является моделью, если в ней отсутствуют операции на носителе, но
имеются отношения на нём. Любое множество можно превратить в частично упорядочен-
ное, задав на нём некоторый порядок. Например, на двухэлементном множестве {x, y }
можно построить 3 различных порядка: тривиальный, x v y и y v x.

Пример 3.4. 1. Модели 〈R, 6 〉, 〈Q, 6 〉, 〈N, 6 〉, 〈N, | 〉, 〈Bn, 4 〉 и 〈 P(·), ⊆〉 суть
ч. у. множества, причём последнее считается классическим примером этого понятия.

Ясно, что элемент y покрывает элемент x в 〈N, 6 〉, если y = x+ 1, а в 〈N, | 〉 —
если y

x
— простое число. В 〈 P(A), ⊆〉 при конечном A если y покрывает x, то

|y| = |x|+ 1.

Заметим, что если выбор любого подмножества n-элементного множества равнове-
роятен, то вероятность того, что два случайно выбранных подмножества сравнимы
(в том числе и совпадают), есть (2 · 3n − 2n)/4n [18].

2. Совокупность лучей на прямой с отношением включения — ч. у. множество.
3. Совокупность всех натуральных делителей N множество D(N) есть ч. у. множе-

ство с упорядочением по делимости.
4. Для A 6= ∅ модель 〈 E(A), ⊆〉 есть ч. у. множество, состоящее из разбиений мно-

жества A (имея в виду взаимно-однозначную связь между разбиениями множества
и отношениями эквивалентности на нём); при этом говорят, что A упорядоченно по
измельчению.

5. Множество конечных возрастающих последовательностей натуральных чисел, где

( a1, . . . , ak ) v ( b1, . . . , bl )

означает, что k 6 l и ai = bi при 1 6 i 6 k.
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Далее будут приведены и другие примеры порядков специального вида.
Ясно, что если 〈P, v〉 — ч. у. множество, Q ⊆ P и v|Q — сужение отношения v на

Q, то и 〈Q, v|Q 〉 — ч. у. множество. В этом случае Q называем ч.у. подмножеством
P . Например, любой набор S множеств, упорядоченных по включению будет ч.у. под-
множеством P(S). Допуская некоторую вольность, порядок на P и его сужение на Q

будем иногда обозначать одним и тем же символом.
Если на множестве P заданы порядки v1 и v2 и v1⊆v2 (из x v1 y следует x v2 y

для всех x, y ∈ P ), то говорят, что порядок v1 содержится в порядке v2. При построе-
нии порядка, содержащего данный, говорят о продолжении последнего. Например, три-
виальный порядок на неодноэлементном множестве содержится в любом другом и может
быть продолжен до него.

В зависимости от мощности P различают конечные и бесконечные ч. у. множества.
Частично упорядоченное множество, все интервалы которого конечны, называется ло-
кально конечным. Например, ч. у. множество 〈N, 6 〉 бесконечно, но локально конечно,
а ч. у. множество 〈Q, 6 〉 — не локально конечное.

Утверждение 3.2. Пусть 〈P, v〉 — локально конечное ч. у. множество, и x, y ∈ P .
Тогда x v y, если и только если в P существуют такие элементы z0, . . . , zn (для
некоторого n ∈ N0), что x = z0, y = zn и zi l zi+1 для всех i = 0, 1, . . . , n− 1.

Доказательство проводится индукцией по числу элементов n. �

Определение 3.4. Полный частичный порядок 6 на неединичном множестве P назы-
вается линейным. В этом случае ч. у. множество 〈P, 6 〉 называется линейно упорядо-
ченным или цепью.

Ниже приведена (0,1)-матрица, задающая линейный порядок на четырёхэлементном
множестве: 

1 0 1 1

1 1 1 1

0 0 1 0

0 0 1 1

 .

Очевидно, можно так переупорядочить элементы линейного порядка, что представляю-
щая его матрица станет верхней (или нижней) треугольной.

Иногда линейно упорядоченное множество называют совершенно упорядоченным; со-
гласно определению, любые два его элемента сравнимы. Подмножество линейно упоря-
доченного множества само является линейно упорядоченным.

Определение 3.5. Пусть 〈P, vP 〉 и 〈Q, vQ 〉 — линейно упорядоченные множества.
Зададим на P ×Q однородное отношение v следующим образом:

(p1, q1) v (p2, q2) ⇔ (p1 @P p2) ∨ ((p1 = p2) N (q1 vQ q2)) .

Оно называется отношением лексикографического порядка.

Утверждение 3.3. Ч.у. множество с лексикографическим порядком совершенно упоря-
доченно.
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Доказательство этого утверждения сводится к проверке рефлексивности, антисимметрич-
ности, транзитивности и полноты лексикографического порядка.

Для строгого линейного порядка будем пользоваться обозначением <. Непомеченная
n-элементная цепь обозначается n (иногда из-за полиграфических трудностей исполь-
зуют обозначение n). Одноэлементное ч. у. множество 1 называется тривиальным, при
n > 1 цепь n нетривиальна. Длина цепи n есть число n− 1. Цепь v1 l . . .l vn будем
записывать как [ v1, . . . , vn ]. Обозначим также [n] = [ 1, . . . , n ].

Все нетривиально упорядоченные ч. у. множества содержат цепи в качестве подмно-
жеств. Цепь в ч. у. множестве называется максимальной или насыщенной, если её объ-
единение с любым, не принадлежащим ей элементом, цепью не является. В ч. у. множе-
стве 〈N, | 〉 цепью будет, например, совокупность некоторых степеней простого числа, а
{ 2n | n ∈ N } — пример его максимальной цепи. Известно, что единичный n-мерный куб
содержит n! максимальных цепей.

Для наглядного представления конечных ч. у. множеств, имеющих небольшое число
элементов, используют диаграммы (Хассе) (H. Hasse) или диаграммы покрытий. На них
изображают элементы ч. у. множеств, причём если элемент a предшествует элементу b,
то a рисуют ниже b и соединяют их отрезком, если это предшествование непосредствен-
ное.

Следует отличать диаграммы Хассе от представления ч. у. множества в виде направ-
ленного графа: для последних требуется соединять дугой любую упорядоченную пару
элементов, удовлетворяющую данному отношению, в то время как у первых отсутствуют
петли при вершинах, предполагается транзитивность рёберных связей (отрезком соединя-
ются лишь покрываемая и покрывающая вершины) и отображение направленности рёбер
указывается взаимным расположением вершин (выше или ниже одна другой). Отметим,
что ненаправленный граф, вершинам которого сопоставлены элементы ч. у. множества
P , а две различные вершины смежны, если соответствующие элементы сравнимы, назы-
вается графом сравнимости P .

На рис. 3.1 приведены диаграммы Хассе: на a) — цепи 4, а на b) и c) — булеан трёх-
элементного множества (или B3). Последние два изображения показывают, что данного
ч. у. множества обычно можно построить много сильно визуально отличающихся друг
от друга диаграмм и поэтому, по возможности, их стараются рисовать без самопересече-
ний. Например, на диаграмме b) последнего рисунка приведено стандартное изображение
булевой алгебры B3.

На рис. 3.2 показаны одна из максимальных цепей ( ◦1 ← ◦2 означает ◦1 < ◦2 ) и
интервал [3, 60] для ч. у. множества D(180) всех делителей числа 180.

Пусть h(n) — число неизоморфных диаграмм n-элементных ч. у. множеств. Очевид-
но h(1) = 1, h(2) = 2, и также h(3) = 5 (диаграммы тривиально упорядоченного
множества и изображённые на рис. 3.3). В нижеследующей таблице для n 6 7 приведе-
ны значения h(n) и, для сравнения, числа p(n) и k(n) помеченных частичных порядков
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и предпорядков соответственно на n-элементном множестве.

n 1 2 3 4 5 6 7
h(n) 1 2 5 16 63 318 2 045
p(n) 1 3 19 219 4 231 130 023 6 129 859
k(n) 1 3 29 355 6 942 209 527 9 535 241

Видно, что числа h(n), p(n) и k(n) растут очень быстро. Точных эффективных (не
содержащих суммирования и не подразумевающих перебора всех или почти всех элемен-
тов) формул для них h(n), p(n) и k(n) неизвестно, и вряд ли они существуют.

Величину p(n) можно легко оценить снизу: на некотором n-элементном множестве
зададим частичный порядок так, что соответствующая диаграмма Хассе есть двудольный
граф, а поскольку таких порядков не менее, чем 2(n/2)2 , то p(n) > 2n

2/4. В [91] доказано
равенство

p(n) = 2n
2/4+3n/2+O(log2 n) ,

и полученная выше грубая оценка оказывается достаточно точной.
Иногда диаграммы Хассе рисуют и для бесконечных ч. у. множеств. Конечно, все

элементы такого множества изобразить невозможно, но получающиеся рисунки дают
ясное представление об его устройстве. На рис. 3.4 представлены: a) — бесконечная цепь
〈N0, 6 〉, b) — бесконечное ч. у. множество, все цепи которого конечны и c) — бесконечное
ч. у. множество (оно носит название паук).
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Рис. 3.1. Диаграммы (a) — цепи 4, (b) и (c) — булевой алгебры B3
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Рис. 3.2. Диаграмма Хассе для D(180)
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Рис. 3.3. Диаграммы нетривиальных трёхэлементных ч. у. множеств

Некоторые диаграммы имеют свои традиционные названия. Этими же именами мы
будем пользоваться и для обозначения соответствующих ч. у. множеств. И вообще, ко-
гда это не приводит к двусмысленности, мы не будем различать ч. у. множество и его
диаграмму.

Заметим здесь, что множество всех ч. у. множеств структурно необозримо: неизвестно
никакой удобной его характеризации. В нём выделяют лишь отдельные классы, которые,
с одной стороны — в сумме далеко не исчерпывают всех ч. у. множеств, а с другой — сами
содержат ч. у. множества с трудно определяемыми характеристиками. Этим во многом
объясняются трудности исследования ч. у. множеств.
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Рис. 3.4. Диаграммы Хассе бесконечных ч. у. множеств
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3.2 Особые элементы и основные свойства ч. у. множеств

В ч. у. множествах выделяют особые элементы.

Определение 3.6. Элемент u ∈ P ч. у. множества 〈P, v〉 называют:

• максимальным, если u v x ⇒ u = x,
• минимальным, если u w x ⇒ u = x,
• наибольшим, если x v u,
• наименьшим, если x w u

для любых x ∈ P .

Из определений ясно, что элемент наибольший, если все другие элементы содержатся
в нём, и он максимальный, если нет элементов, содержащих его (аналогично для наи-
меньшего и минимального элементов).
Пример 3.5. 1. Рассмотрим ч. у. множество 〈N1

f , 4 〉, где N1
f — множество единичных

наборов монотонной булевой функции f(x1, x2, x3, x4, x5) = x1 ∨ x2x3 ∨ x3x4x5.
Для N1

f нижние единицы (10000), (01100) и (00111) функции f будут мини-
мальными элементами, 1̃ = (11111) — максимальным и наибольшим элементом, а
наименьший элемент в N1

f отсутствует.
2. Ч.у. множество 〈 { 1, . . . , 18}, | 〉 имеет следующую диаграмму:
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Здесь 1 — наименьший элемент, 10, . . . , 18 — максимальные, а наибольшего эле-
мента нет.

3. В ограниченном ч. у. множестве 〈 P(A), ⊆〉 наименьшим элементом является пу-
стое множество ∅, а наибольшим — само множество A.
В ч. у. множестве 〈 P∗(A), ⊆〉 при |A| > 1 нет наименьшего элемента, а минималь-
ными являются все одноэлементные подмножества.
Будем обозначать через P0(A) совокупность всех конечных подмножеств беско-
нечного множества A. В ч. у. множестве 〈 P0(A), ⊆〉 наименьшим элементом будет
пустое подмножество, а максимальных (следовательно, и наибольшего) элементов
нет.
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Теорема 3.4. В конечном ч. у. множестве каждый элемент содержится в некотором
максимальном элементе и содержит некоторый минимальный элемент.

Доказательство. Пусть x — произвольный элемент ч. у. множества 〈P, v〉. Если x не
максимален, то найдётся такой элемент x1 ∈ P , что x v x1. Повторяя рассуждения
для новых элементов, получаем возрастающую цепь x v x1 v . . .. Поскольку множество
P конечно, то и данная цепь конечна. Её последний элемент xn, по определению будет
максимальным элементом P и x v xn.

Для нахождения минимального элемента рассуждения аналогичны, при этом строит-
ся убывающая цепь. �

Легко видеть, что ч. у. множество может иметь не более, чем по одному наибольше-
му и наименьшему элементу. Их называют соответственно единицей и нулём, а также
универсальными гранями данного ч. у. множества; мы будем использовать для них обо-
значения ι и o соответственно. Ч.у. множество с универсальными гранями называется
ограниченным ч. у. множеством, или, короче, ограниченным порядком. Понятно, что
наибольший [ наименьший ] элемент есть одновременно и единственный максимальный
[ минимальный ]. С другой стороны, максимальных или минимальных элементов может
быть несколько, а может и не быть совсем. Например, ч. у. множество, изображённое на
рис. 3.8 имеет один наименьший (он же минимальный) и три максимальных элемента.
Совокупность максимальных элементов ч. у. множества будем называть, как это принято
в приложениях, множеством Парето. В ч. у. множестве с o интервалы вида [ o, x ] на-
зывают начальными; двойственно, в ч. у. множестве с ι интервалы вида [x, ι ] называют
финальными.

Высотой ч. у. множества P , символически h(P ), называют длину самой длинной его
цепи. Высотой элемента v (символически h(v) ) в конечном упорядоченном множестве
называется наибольшая из длин цепей [ v0, . . . , v ], где v0 — минимальный элемент. По-
нятно, что все минимальные элементы имеют высоту 0.

Антицепь (семейство Шпернера (E. Sperner)) есть непустое подмножество A

ч. у. множества P , в котором любые два элемента несравнимы. Например, в ч. у. множе-
стве 〈N, | 〉 антицепью является произвольное подмножество попарно некратных чисел, а
в множестве 〈Bn, 4 〉 — совокупности верхних нулей либо нижних единиц некоторой (не
тождественной константам) монотонной булевой функции. Тривиальное ч. у. множество
1 — единственное, являющееся цепью и антицепью одновременно. Антицепь, перестаю-
щая быть таковой при добавлении к ней произвольного элемента, назовём насыщенной.
Максимальной назовём антицепь с наибольшим числом элементов.

Ясно, что любое n-элементное ч. у. множество содержит либо цепь, либо антицепь из
[
√
n ] элементов. Точнее, в ч. у. множестве из uv + 1 элементов есть либо цепь из u+ 1

элементов, либо антицепь из v + 1 элементов.

Задачу определения количества ψ(n) антицепей в Bn называют проблемой Дедекин-
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да. Почти очевидная с точки зрения принципа Дирихле (см. с. 64) оценка(
n

[n/2]

)
6 ψ(n) (3.4)

доказана в 1927 г. Э. Шпернером. Первые значения ψ(n) приведены в нижеследующей
таблице

n 1 2 3 4 5 6 7
ψ(n) 3 6 20 168 7 581 7 828 354 2 414 682 040 998

Точной формулы для ψ(n) неизвестно и вряд ли она существует. Найдены, однако, при-
ближённые формулы для ψ(n): например, для чётных n для ψ(n) справедлива прибли-
жённая формула

ψ(n) ∼ 2( n
n/2)e(

n
n/2−1)

(
1

2n/2
+n2−2n

2n+5

)
.

Данной тематике посвящена обширная литература (см., например, [26] и [47]).
Шириной ч. у. множества P , символически w(P ), называют мощность его максималь-

ной антицепи.

Теорема 3.5 (Дилоурс [71], [38] — в другой терминологии). Ч.у. множество P ширины
w и высоты h может быть разбито3 на w цепей или на h + 1 антицепей, причём
эти значения есть минимально возможные.

Докажем по индукции вторую часть утверждения, носящую название двойственной
теоремы Дилоурса.
Доказательство. Если h = 0, то P есть тривиально упорядоченное множество, т.е. анти-
цепь. Пусть h(P ) > 1 и теорема справедлива для h−1. Обозначим через A1 множество
максимальных элементов P . Поскольку A1 — антицепь, и P ′ = P r A1 имеет высоту
h− 1 (т.к. из каждой максимальной цепи было удалено по элементу), то ч. у. множество
P ′ может быть разложено в антицепи A2, . . . , Ah+1 и P = A1 + . . . + Ah+1 — искомое
разбиение. �

Существует классическая задача: разбить ч. у. множество на минимальное число вза-
имно непересекающихся цепей. Приведем алгоритм, позволяющий отыскать одно из та-
ких разбиений. Пусть дано ч. у. множество 〈P, v〉 и P = { v1, . . . , vn }.

Шаг 0. Построим двудольный граф Γ(P ) с долями A = {x1, . . . , xn } и
B = { y1, . . . , yn }, в котором ребро (xi, yj) имеется если только если vi @ vj.

Шаг 1. Выберем в графе Γ(P ) наибольшее паросочетание4 U . Для каждого ребра
(xi, yj) ∈ U фиксируем соответствующую пару элементов, составляющую двухэле-
ментную цепь [ vi, vj ].

Шаг 2. Многократно используя свойство транзитивности, объединим двухэлемент-
ные цепи из предыдущего шага в максимальные.

3 т.е. указанные цепи [антицепи] взаимно не пересекаются
4 Паросочетанием в графе, напомним, называется множество его ребёр попарно не имеющих общих

вершин (несмежных).
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В результате получится некоторый набор цепей, причем, как нетрудно проверить, эти
цепи попарно общих элементов не имеют. Добавив к этому списку цепей двухэлементные
цепи, полученные из всех элементов данного множества, не вошедших в объединение, по-
лучим некоторое цепное разбиение данного множества. Можно доказать, что полученное
разбиение на цепи минимально.

Пример 3.6. Построим минимальное разбиение на цепи для B4. Диаграмма Хассе B4

показана на рис. 3.5, а матрица смежности двудольного графа Γ(B4) — на рис. 3.6
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Рис. 3.5. Диаграмма ч. у. множества B4 и его минимальное разбиение на цепи

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16
1 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
2 0 0 0 0 0 1 1 1 0 0 0 1 1 1 0 1
3 0 0 0 0 0 1 0 0 1 1 0 1 1 0 1 1
4 0 0 0 0 0 0 1 0 1 0 1 1 0 1 1 1
5 0 0 0 0 0 0 0 1 0 1 1 0 1 1 1 1
6 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 0 0 1
7 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 1 0 1
8 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 0 1
9 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 1 1
10 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 1 1
11 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1
12 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1
13 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1
14 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1
15 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1
16 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

Рис. 3.6. Матрица смежности графа Γ(B4)
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Одним из максимальных паросочетаний будет

U = { (x1, y2), (x2, y6), (x3, y9), (x4, y11), (x5, y8), (x6, y12), (x7, y14),

(x8, y13), (x9, y15), (x10, y16) },

и поэтому первые двухэлементные цепи суть

[v1, v2], [v2, v6], [v3, v9], [v4, v11], [v5, v8], [v6, v12], [v7, v14], [v8, v13], [v9, v15], [v10, v16].

Используя транзитивность частичного порядка, склеим подходящие цепи:

[v1, v2, v6, v12], [v3, v9, v15], [v4, v11], [v5, v8, v13], [v7, v14], [v10, v16].

Поскольку не осталось элементов данного множества вне указанных цепей, этот набор
цепей и является искомым. Полученное разбиение B4 показано на рис. 3.5, где цепи
выделены двойными линями =, а элементы цепи [v10, v16] выделены кружками. Заметим,
в последний цепи элемент v16 не следует за v10 непосредственно.

В теории ч. у. множеств известно следующее

Цепное условие Жордана–Дедекинда. Все максимальные цепи между двумя данны-
ми элементами локально конечного ч. у. множества имеют одинаковую длину.

Если максимальные цепи ч. у. множества P имеет одну и ту же длину t, то гово-
рят, что данное ч. у. множество — градуированное (ранжированное) ранга t. Легко пока-
зать [1], что цепное условие Жордана–Дедекинда выполняется для всех градуированных
ч. у. множеств и только для них.

Для градуированных множеств существует единственная определённая их элемен-
тах ранговая функция ρ такая, что ρ(x) = 0, если x — минимальный элемент и
ρ(y) = ρ(x) + 1, если y покрывает x. Если ρ(x) = k, то говорят, что элемент x име-
ет ранг k. Элементы одного ранга образуют слой соответствующего градуированного
ч. у. множества.

Пример 3.7. 1. Цепь и булеан, изображённые на рис. 3.1, суть градуированные множе-
ства ранга 3, ширина первого есть 1, а второго — 3.

2. Разбиением натурального числа n называется его представление неупорядоченной
суммой натуральных невозрастающих слагаемых: n = n1 + . . . + nr, при этом сла-
гаемые ni называются частями, а их число r — рангом разбиения. Записываются
разбиения обычно в векторной форме: (n1, . . . , nr).

На множестве Π(n) всех разбиений числа n устанавливается частичный поря-
док по их вложимости. Говоря, что разбиение a = (n1, . . . , nt) вложимо в раз-
биение b = (m1, . . . ,mr) (символически a 4 b ), если a может быть получено
из b подразбиением некоторых своих элементов. Например, (2, 2, 2) 4 (4, 2), но
(2, 2, 2) 64 (3, 3). Очевидно, Π(n) — градуированное множество и n − r есть ранг
элемента (n1, . . . , nr) в ч. у. множестве Π(n). Диаграмма Хассе ч. у. множества Π(6)
представлена на рис. 3.7. Ясно, что Π(n) — ограниченный порядок.

3. Ч.у. множество 〈N, | 〉 ранжировано. Все его уровни, за исключением нулевого,
содержат счетное число элементов, причем k-й уровень состоит из всех тех нату-
ральных чисел, примарное разложение которых содержит k (не обязательно раз-
личных) простых множителей.
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Рис. 3.7. Диаграмма ч. у. множества Π(6)

Ясно, что слой градуированного ч. у. множества есть антицепь. Однако не всякая
антицепь есть слой: на рис. 3.8 представлено градуированное ч. у. множество, у которо-
го элементы насыщенной антицепи, обозначенные •, не принадлежат какому-то одному
слою.

• • ◦

◦ • •
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Рис. 3.8. Ч.у. множество, не обладающее свойством Шпернера

Число элементов в k-м слое градуированного ч. у. множества P обозначают Wk(P )

и называют ранговым числом или числом Уитни (H. Whitney)5. Очевидно всегда
max
k
Wk(P ) 6 w(P ).

Говорят, что конечное градуированное ч. у. множество P с ранговой функцией ρ и

5 Точнее, числом Уитни второго рода; о числах Уитни первого рода см., например, [50].
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высоты h обладает

– свойством Шпернера, если некоторая максимальная его антицепь есть слой, т.е.

max
k
Wk(P ) = w(P ) ;

– унимодальным свойством, если

W0(P ) 6 . . . 6 Wk(P ) > . . . > Wm(P )

для некоторого k ∈ { 1, . . . , h };
– LYM-свойством (является LYM-порядком), если следующее LYM-неравенство∑

x∈Q⊆P

1

Wρ(x)

6 1 ,

выполняется для любой антицепи Q в P .

Ясно, что на рис. 3.8 показано ч. у. множество не обладающее свойством Шпер-
нера и не являющееся LYM-порядком (поскольку для выделенной антицепи имеем
2 · 1

3
+ 2 · 1

3
> 1), а любая конечная булева алгебра как ч. у. множество обладает унимо-

дальным свойством.
Первоначально было установлено, что LYM-свойству удовлетворяет единичный куб,

т.е. если его антицепь имеет ak элементов в k-м слое, k = 0, 1, . . . , n, то выполняется
неравенство

n∑
k=0

ak(
n
k

) 6 1 .

Действительно, в кубе Bn каждый элемент k-го слоя содержится в одной и той же(
1/
(
n
k

))
-й доле всех n! его максимальных цепей. Поскольку нет цепи, содержащей более

одного элемента некоторой антицепи, то сумма долей максимальных цепей, содержащих
каждый элемент, не может превосходить единицы6. Оценка Шпернера (3.4) является
простым следствием установленного неравенства, поскольку

n∑
k=0

ak(
n

[n/2]

) 6 n∑
k=0

ak(
n
k

) .
Обладание ч. у. множеством LYM-свойством влечёт его обладание и свойством Шпер-

нера, поэтому любая конечная булева алгебра свойством Шпернера обладает. Показано
также, что ч. у. множество D(N) обладает LYM-свойством [1].

Сечением цепи 〈C, 6 〉 называют разбиение её на два подмножества A (нижний
класс сечения) и B (верхний класс сечения) так, что a < b для любых a ∈ A и b ∈ B.
Различают следующие виды сечений:

6 LYM-неравенство так называют по фамилиям Д. Любеля, К. Ямамото и Л.Д. Мешалкина. Приве-
дённое простое доказательство приведено в заметке Любеля (D. Lubell, 1966) [89]. В более ранних работах
Мешалкина (1963) [34] и Ямамото (K. Yamamoto, 1954) [108] давались более сложные доказательства.
По датам публикаций определяем, что приоритет здесь принадлежит Ямамото.
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• скачок — в нижнем классе имеется наибольший элемент, а в верхнем классе —
наименьший;

• дедекиндово сечение — либо в нижнем классе имеется наибольший элемент, а в верх-
нем классе наименьшего элемента нет, либо в верхнем классе имеется наименьший
элемент, а в нижнем классе наибольшего элемента нет;

• щель — в нижнем классе нет наибольшего элемента, а в верхнем — наименьшего.

Цепь называется непрерывной, если все её сечения дедекиндовы.

Если ч. у. множество имеет наименьший элемент, то элементы, непосредственно следу-
ющие за ним, называют атомами. Понятно, что таковых может и не оказаться. Легко по-
казывается, что данное определение атома ч. у. множества совпадает с определением 1.4
атома булевой алгебры, если в ней принять x v y ⇔ x = x u y (см. утверждение 5.1).

Двойственно определяются дуальные атомы или коатомы или антиатомы: это эле-
менты, непосредственно предшествующие наибольшему элементу (в предположении, что
таковой существует).
Пример 3.8. 1. Конечная нетривиальная цепь содержит единственные атом и коатом.

2. Положим формально, что 0|0. Тогда в ч. у. множестве 〈N0, | 〉 наименьшим элемен-
том является 1, наибольшим — 0, атомы суть простые числа, а коатомы отсутству-
ют.

Антицепь ч. у. множества, имеющую с любой его максимальной цепью в точности один
общий элемент, называют секущей. Например, в ранжированном множестве элементы од-
ного уровня образуют секущую антицепь. На рис. 3.9 выделенные элементы образуют
насыщенную, но не секущую антицепь. Показано, что конечная булева алгебра облада-

◦ •

• ◦

[
[
[

Рис. 3.9. Насыщенная антицепь, не являющаяся секущей

ет «обратным» свойством к указанному: каждая её секущая антицепь есть множество
элементов одного ранга.

Говорят, что ч. у. множество P сильно связано, если для любых двух его максималь-
ных цепей C и D существует последовательность максимальных цепей

C = C0, C1, . . . , Ck = D

такая, что симметрическая разность двух соседних цепей состоит в точности из двух
элементов P . Следующие теоремы доказаны в [78].

Теорема 3.6. Если ч. у. множество сильно связано, то любые две его секущие антицепи
не пересекаются.



90 Глава 3. Частично упорядоченные множества

Теорема 3.7. Если конечное ч. у. множество сильно связано, то любая секущая анти-
цепь является его некоторым уровнем.

Ч.у. множество P , все элементы которого находятся в трёх непересекающиеся анти-
цепях X1, X2 и X3 таких, что

• |X1| ≈ |X3| ≈ |P |/4;
• для всех a ∈ X1, c ∈ X3 имеет место a < c (т.е. все элементы из X3 содержат все

элементы X1);

• если a < b и a ∈ Xi, b ∈ Xj, то i < j.

называют трёхслойным.

Теорема 3.8 ([91]). При n→∞ с вероятностью 1 все n-элементные ч. у. множества
являются трёхслойными.

Относительно данной теоремы приведём мнение известного специалиста Дж. Брайт-
вела [66]: «[Теорема 3.8] обычна рассматривается как отрицательный результат. Он гово-
рит, что почти каждый частичный порядок имеет высоту три, и даже более, что все его
максимальные цепи имеют одинаковую (а именно, три). Это как-то не соответствует мне-
нию практикующих математиков о том, как должен выглядеть “типичные” частичный
порядок».

3.3 Грани, изотонные отображения и порядковые идеалы

Определение 3.7. Пусть 〈P, v〉 — ч. у. множество и A ⊆ P . Множества AM и AO

определяемые условиями

AM =
{
x ∈ P | ∀

A
a ( a v x)

}
и AO =

{
x ∈ P | ∀

A
a (x v a)

}
называются верхним и нижним конусами множества A, а их элементы — верхними
и нижними гранями множества A соответственно. Для одноэлементного множества
A = {a} используются обозначения aM и aO.

Верхним и нижним конусами пустого подмножества элементов P считают само мно-
жество P .

Понятно, например, что если a v b, то aM ∩ bO = [ a, b ]. Иногда верхние [нижние]
грани называют мажорантами [минорантами] соответствующего множества.

Теорема 3.9 (основные свойства верхнего и нижнего конусов). Пусть 〈P, v〉 —
ч. у. множество, A,B ⊆ P и x, y ∈ P . Тогда

1) A ⊆ B ⇒ BO ⊆ AO и BM ⊆ AM (антимонотонность конусов подмножеств по
включению);

2) A ⊆ AMO ∩ AOM;
3) AM = AMOM;
4) AO = AOMO;
5) (A ∪B)M = AM ∩BM;
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6) (A ∪B)O = AO ∩BO;
7) x v y ⇔ xO ⊆ yO .

Доказательство.

1) Это свойство (антимонотонность операций перехода к верхнему и нижнему конусам
по включению множеств) вытекает непосредственно из определения.

2) Так как для любых x ∈ A и y ∈ AM справедливо x v y, то A ⊆ AMO. Аналогично
показывается A ⊆ AOM, откуда и следует требуемое.

3), 4) AM
(2)

⊆ (AM)OM = (AMO)M
(1)

⊆ AM и аналогично для (4).

5), 6) Включение (A ∪ B)M ⊆ AM ∩ BM вытекает из (1). Если же x ∈ AM ∩ BM, то y v x

для всех y ∈ A и y ∈ B, откуда следует справедливость свойства (5). Аналогично
для (6).

7) Свойство сразу следует из определений.
�

Определение 3.8. Пусть 〈P, v〉 — ч. у. множество и A ⊆ P . Если в AM существует
наименьший элемент, то он называется точной верхней гранью множества A и обо-
значается sup A. Если в AO существует наибольший элемент, то он называется точной
нижней гранью множества A и обозначается inf A7.

Точной верхней [ нижней ] гранью пустого множества считают наименьший
[ наибольший ] элемент ч. у. множества.

Понятно что
inf A v a v sup A для всех a ∈ A .

Также, если sup A или inf AM существует, то sup A = inf AM и двойственно, если inf A

или sup AO существует, то inf A = sup AO.
Пример 3.9. 1. Пусть P = { a, b, c, d } и два различных порядка на P задаются сле-

дующими диаграммами:
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Для A = {a, b} имеем AM = {c, d} в обоих случаях, но в первом случае sup A
отсутствует, а во втором sup A = c (строго говоря, вторая диаграмма не есть диа-
грамма Хассе: линии, соединяющие d с a и b здесь излишни).

2. Для элемента α̃ ч. у. множества 〈Bn, 4 〉 имеем

α̃M = [ α̃, 1̃ ], α̃O = [ 0̃, α̃ ]; sup α̃ = inf α̃ = α̃.

7 Названия происходят от лат. supremum — самый высокий и infimum — самый низкий (руск. инфи-
мум; произношение инфинум ошибочно!).
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3. Пусть 〈P, v〉 — ч. у. множество и A ⊆ B ⊆ P . Если существуют sup A и sup B
(inf A и inf B ), то sup A v sup B (inf A w inf B).

4. Для ч. у. множества рациональных чисел Q с естественным упорядочением имеем

• sup {x ∈ Q | x < 0 } = 0;
• sup {x ∈ Q | x2 < 2 } не существует;

5. Если S — совокупность подмножеств некоторого множества, то, по включению,
sup S совпадает с объединением, а inf S — с пересечением всех подмножеств из
совокупности S.

Определение 3.9. Пусть P = 〈P, vP 〉 и Q = 〈Q, vQ 〉 — ч. у. множества и x, y —
произвольные элементы из P . Отображение ϕ : P → Q называется соответственно

• изотонным, если x vP y ⇒ ϕ(x) vQ ϕ(y), изотонные отображения называют
также монотонными или порядковыми гомоморфизмами;

• обратно изотонным, если ϕ(x) vQ ϕ(y) ⇒ x vP y;
• антиизотонным, если x vP y ⇒ ϕ(x) wQ ϕ(y).

Если ϕ изотонно, обратно изотонно и инъективно, то его называют вложением или
(порядковым) мономорфизмом ч. у. множества P в ч. у. множество Q, что обозначают
P

ϕ
↪→ Q.
Сюръективный мономорфизм ч. у. множеств называют (порядковым) изоморфизмом

(символически P ∼= Q или, с указанием на отображение — P
ϕ∼= Q).

Изоморфизм ч. у. множества в себя называют (порядковым) автоморфизмом.

Понятно, что для ч. у. множеств P и Q отображение ϕ : P → Q их носителей есть
порядковый изоморфизм, если и только если ϕ — изотонная и обратно изотонная биек-
ция, т.е. для любых x, y ∈ P справедливо x vP y ⇔ ϕ(x) vQ ϕ(y).

Если отображение ϕ : P → P ′ между носителями ч. у. множеств P и Q биективно
и для любых x, y ∈ P справедливо x vP y ⇔ ϕ(x) wQ ϕ(y), то говорят, что P и Q

антиизоморфны.

Пример 3.10. 1. Ч.у. множество a), изображённое на рис. 3.1 является изотонным об-
разом ч. у. множества b), если в качестве отображения взять функцию ϕ(x) = |x|.
Это отображение не инъективно и, следовательно, вложением не является.

2. Тождественное отображение ч. у. множества 〈N, | 〉 во множество натуральных чи-
сел с естественным порядком изотонно, но не обратно изотонно и, следовательно,
вложением также не является.

3. Если P — неодноэлементное ч. у. множество с тривиальным порядком, а P ′ — то
же самое множество с произвольным нетривиальным порядком, то тождественное
отображение P на себя является изотонным и взаимно-однозначным, но не обратно
изотонным.

4. Естественное вложение nZ в Z для натурального n есть мономорфизм.
5. Отображение ϕ булеана непустого множества X в себя такое, что ϕ(A) = A для
A ⊆ X, есть антиизотонное отображение.

6. n ∼= [1, . . . , n], т. е. любая n-элементная цепь изоморфна цепи целых чисел от 1 до
n с естественным порядком.

7. Отображение a 7→ c, b 7→ b, c 7→ a, d 7→ f , e 7→ e, f 7→ d, g 7→ k, h 7→ h, k 7→ g
для ч. у. множества, изображённого на рис. 3.10 есть автоморфизм.
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Рис. 3.10

Утверждение 3.4. Пусть P , Q и R — носители трёх ч. у. множеств, а f : P → Q
и g : Q → R — изотонные отображения. Тогда отображение f ∗ g : P → R также
изотонно.

Доказательство. Пусть 〈P,vP 〉, 〈Q,vQ 〉, 〈R,vR 〉 — ч. у. множества из условия теоремы
и x, y ∈ P . Поскольку f — изотонные отображение, имеем f(x) vQ f(y), а поскольку
g — изотонно, то g(f(x)) vR g(f(y)) и, следовательно, f ∗ g изотонно. �

Утверждение 3.5. Пусть 〈P, vP 〉 и 〈Q, vQ〉 — ч. у. множества, ϕ — изотонное
отображение из P в Q, A ⊆ P и существуют как sup A в P , так и sup ϕ(A) в Q,
то sup ϕ(A) vQ ϕ(sup A).

Моноид 〈 I(P ), ∗, 1P 〉 всех изотонных преобразований ч. у. множества P в себя со-
держит большую информацию о P . Например, полугрупповой изоморфизм I(P ) и I(Q)

влечёт изоморфизм или антиизоморфизм P и Q [12].

Определение 3.10. Пусть f : P → P — изотонное отображение ч. у. множества но-
сителя P ч. у. множества в себя (изотонный эндоморфизм). Тогда p ∈ P называется
неподвижной точкой отображения f , если и только если f(p) = p. Отображение, не
имеющее неподвижных точек называют свободным от неподвижных точек.

Говорят, что ч. у. множество P обладает свойством иметь фиксированные точки
(сокращённо FPP8), если и только если каждое изотонное отображение его носителя в
себя имеет неподвижную точку.

Например, корона sn (см. п. 3.5), диаграмма которой изображена на рис. 3.23 не об-
ладает FPP, а ч. у. множество с диаграммой на рис. 3.10 им обладает. Неизвестно ника-
кой характеризации ч. у. множеств, обладающих свойством иметь фиксированные точки.
Нетривиальность FPP связана, в частности, с тем, что оно не сохраняется при переходу
к ч.у. подмножеству. Например, ч.у. подмножество { a, c, g, k } ч. у. множества, изобра-
жённого на рис. 3.10 не обладает FPP: соответствующим отображением будет a 7→ c,
b 7→ a, g 7→ k, k 7→ g.

Ч.у. множество автоморфно, если найдётся его автоморфизм (обратимый эндомор-
физм), не имеющий неподвижных точек. Например, ч. у. множество, изображённое
на рис. 3.11 не автоморфно и не обладает FPP. Действительно, отображение a 7→ b,

8 англ. fixed point property
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Рис. 3.11

b 7→ a, c 7→ a, d 7→ e, e 7→ d не имеет фиксированных точек, а не-автоморфность данного
ч. у. множества следует из того, что оно имеет единственный элемент — c — содержа-
щийся в точности одном элементе, и поэтому он c должен быть фиксированной точ-
кой любого автоморфизма. Никакой характеризации автоморфных ч. у. множеств также
неизвестно.

Рассмотрим теперь важные понятия порядкового идеала и фильтра ч. у. множества.

Определение 3.11. Пусть 〈P, v〉 — ч. у. множество. Подмножество I элементов P
называется его порядковым идеалом, если{

x ∈ I
y v x

⇒ y ∈ I.

Подмножество F элементов P называется его порядковым фильтром или двой-
ственным порядковым идеалом, если{

x ∈ F
x v y

⇒ y ∈ F.

Таким образом, порядковые идеалы ч. у. множества суть такие его подмножества, ко-
торые вместе с каждым своим элементом содержат все элементы, предшествующие ему.
Двойственно, порядковые фильтры ч. у. множества суть такие его подмножества, кото-
рые вместе с каждым своим элементом содержат все элементы, следующие за ним. По-
рядковые идеалы [фильтры ] называют также полуидеалами или нижними множества-
ми [полуфильтрами, верхними множествами ]. Согласно определению, если 〈P, v〉 —
ч. у. множество, то ∅ и всё P являются его порядковыми идеалами.

Ясно, что объединение и пересечение порядковых идеалов есть порядковый идеал.
Очевидно, xO и xM для любого элемента x ч. у. множества P являются порядковы-
ми идеалом и фильтром соответственно. Такие идеалы и фильтры называют главными.
Последний пункт теоремы 3.9 говорит о монотонности и антимонотонности операций взя-
тия соответственно главного идеала и главного фильтра. Далее используется обозначение
J(x) = xO.

Множество всех порядковых идеалов ч. у. множества 〈P, v〉 , упорядоченное по вклю-
чению, образует ч. у. множество, которое мы будем обозначать J(P ). Например, для n-
элементной цепи J([n]) ∼= (n + 1) (причина заключения n + 1 в скобки будет ясна из
дальнейшего). В другом крайнем случае, любое подмножество носителя n-элементной
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антицепи 〈P, v〉 есть её порядковый идеал, J(P ) будет булеаном P и J(P ) ∼= Bn.
Совокупность

⋃
x∈P

J(x) всех главных порядковых идеалов ч. у. множества P , упо-

рядоченное по включению, в свою очередь образует ч. у. множество, которое мы будем
обозначать J0(P ). Понятно, что J0(P ) образует ч.у. подмножество J(P ).
Теорема 3.10 (о представлении ч. у. множеств). Любое ч. у. множество P изо-
морфно J0(P ) и, следовательно, быть вложено в булеан подходящего множества, упо-
рядоченный по включению.

Доказательство. Пусть 〈P, v〉 — ч. у. множество. Докажем, что ϕ(x) = xO будет изо-
морфизмом между P и J0(P ).

Покажем сначала, что ϕ — биекция. Действительно,

ϕ(x) = ϕ(y) ⇔ (xO = yO) ⇔ (xO ⊆ yO) N (yO ⊆ xO) ⇔ (x v y) N (y v x) ⇔ x = y ,

т.е. ϕ — вложение. Также очевидно, что каждому главному идеалу xO соответствует
порождающий его элемент x и поэтому ϕ — наложение.

Изотонность и обратная изотонность ϕ устанавливается п. 7) теоремы 3.9:

x v y ⇔ xO ⊆ yO ⇔ ϕ(x) ⊆ ϕ(y) .

Таким образом, P ∼= J0(P )
id
↪→ J(P )

id
↪→ P(P ). �

Заметим, что установленный изоморфизм P
xO∼= J0(P ) часто используется при дока-

зательствах различных свойств ч. у. множествв.
Подчеркнём взаимно-однозначное соответствие между его антицепями и порядковы-

ми идеалами конечного ч. у. множества. Действительно, с одной стороны, множество M

максимальных элементов идеала I есть антицепь (возможно, тривиальная), а с другой —
I =

⋃
a∈M aO. Если некоторое подмножество A ч. у. множества и его идеал I связаны та-

ким соотношением, то говорят, что A порождает I. В случае A = {a1, . . . , ak} пишут
I = 〈a1, . . . , ak〉 и говорят, что идеал I конечнопорождённый. Ясно, что J(a) = 〈a〉.
Пример 3.11. На рис. 3.12 показаны диаграммы четырёхэлементного ч. у. множества P и
множества его порядковых идеалов J(P ). Множество J0(P ) выделено жирным шрифтом
и изоморфизм P ∼= J0(P ) легко проверяется. Каждому порядковому идеалу из J(P )
соответствует антицепь P , его порождающая.
Теорема 3.11. Если P — ч. у. множество, то J(P ) — градуированное ч. у. множество
ранга n, причём, если ρ(I) — ранг идеала I ∈ J(P ), то ρ(I) = |I|.

Доказательство. Утверждение теоремы следует из того, что порядковые идеалы, являю-
щиеся надмножествами данного идеала I суть идеалы вида I ∪{x}, где x — минималь-
ный элемент множества P r I. �

3.4 Операции над ч. у. множествами

Для однородных отношений можно вводить различные операции. Мы будем рассмат-
ривать только операции над конечными ч. у. множествами.
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Рис. 3.12. Ч.у. множества P и J(P ) (подмножество J0(P ) выделено)

Присоединение универсальных граней. P̂ — ч. у. множество, полученное из P

присоединением универсальных граней o и/или ι, если P соответствующего элемента
не содержит.

Двойственность. Если P — ч. у. множество с порядком v, то ч. у. множество с тем
же носителем и порядком w назовём дуальным или двойственным к P и обозначим
P ].

Диаграмма Хассе множества P ] есть диаграмма ч. у. множества P перевёрнутая
“вверх ногами”, при этом диаграммы самодвойственных множеств не изменятся.

Если P ∼= P ], то ч. у. множество P называют самодвойственным. Показанные
на рис. 3.13 ч. у. множества называют зигзагами или заборами; два первые ч. у. мно-
жества двойственны друг другу, а последнее — самодвойственно.

На рис. 3.14 показаны диаграммы самодвойственных ч. у. множеств.
Ясно, что к ч. у. множествам применим следующий

Принцип двойственности (для частично упорядоченных множеств). Любое утвержде-
ние, истинное для произвольных элементов ч. у. множества, остаётся таковым в
ч. у. множестве, дуальном к нему.

Пересечение. Пусть 〈P, v1 〉 и 〈P, v2 〉 — два ч. у. множества, имеющие общий носи-
тель. Пересечением этих ч. у. множеств будет ч. у. множество 〈P, v〉 с тем же носителем
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Рис. 3.13. Диаграммы Хассе зигзагов
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Рис. 3.14. Пятиэлементные самодвойственные ч. у. множества

P и порядком v=v1 ∩ v2 . При построении диаграммы ч. у. множества 〈P, v1 ∩ v2 〉
вершину x рисуют ниже вершины y и соединяют их отрезком, если y покрывает x как
по v1, так и по v2; пример см. на рис. 3.15.
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Рис. 3.15. Пересечение ч. у. множеств

Заметим, что свойства ч. у. множеств могут не сохраняются при пересечении. Напри-
мер, это относится к свойству «быть линейным порядком»: пусть P — цепь, тогда P ] —
также цепь, а P ∩ P ] — тривиально упорядоченное множество.

Прямая сумма. Если 〈P, vP 〉 и 〈Q, vQ 〉 — два ч. у. множества с непересекающими-
ся носителями, то их прямой или кардинальной суммой P + Q называется множество
P ∪Q с частичным порядком v таким, что x v y когда либо x vP y, либо x vQ y.
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Очевидно, справедливы соотношения

P +Q ∼= P +R ⇒ Q ∼= R и (P +Q) ] ∼= P ] +R ] .

Прямая сумма n экземпляров ч. у. множества P обозначается nP . n-элементная
антицепь изоморфна n1.

Диаграмма прямой суммы состоит из двух диаграмм соответствующих ч. у. множеств,
рассматриваемых как единая диаграмма. Ч.у. множество, не являющееся прямой суммой
некоторых двух других нетривиальных ч. у. множеств, называется связным. Прямую сум-
му двух цепей называют бицепью.

Параллельная композиция. Если P и Q — ч. у. множества, то P‖Q = P̂ +Q —
их параллельная композиция. Схема диаграммы P‖Q показана на рис. 3.16.
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Рис. 3.16. Схема диаграммы параллельной композиции ч. у. множеств P и Q

Понятно, что операция параллельной композиции коммутативна, но не ассоциативна.

Порядковая сумма. Если 〈P, vP 〉 и 〈Q, vQ 〉 — также два ч. у. множества с непере-
секающимися носителями, то их порядковой или ординальной суммой9 P⊕Q называется
множество P ∪Q с частичным порядком v таким, что x v y когда либо x vP y, либо
x vQ y, либо x ∈ P и y ∈ Q.

Понятно, что операция порядковой суммы ассоциативна, но не коммутативна. Цепь
изоморфна 1⊕ . . .⊕ 1 с соответствующим числом символов 1.

Диаграмма порядковой суммы P⊕Q состоит из диаграмм соответствующих ч. у. мно-
жеств, причём диаграмма P располагается под диаграммой Q, и между ними добавлены
отрезки, соединяющие максимальные элементы P с минимальными элементами Q (кор-
ректность такого построения обеспечивается теоремой 3.4). Ясно, что m ⊕ n = m + n.
На рис. 3.17 показана порядковая сумма двух зигзагов из четырёх и трёх элементов.

Ч.у. множество, не представимое в виде кардинальной [ ординальной ] суммы своих
подмножеств, называется кардинально [ ординально ] неразложимым.

Теорема 3.12. Всякое ч. у. множество является кардинальной суммой своих карди-
нально неразложимых подмножеств.

9 В англоязычной литературе для порядковой суммы также применяется термин series composition,
причём для неё и для других операций над ч. у. множествами используются обозначения и названия,
отличные от введённых в тут [98].



3.4. Операции над ч. у. множествами 99

◦

◦ ◦

◦ ◦

◦ ◦

�
�

�

[
[
[











A
A
A
A
A
A
AA










Рис. 3.17. Порядковая сумма Z4 ⊕ Z3

Верна также аналогичная теорема для ординальной суммы (доказательство обеих
теорем имеется в [48]).

Ч.у. кардинально и/или ординально разложимые множества называются
последовательно-параллельными ч. у. множествами. Это минимальный класс ч. у. мно-
жеств, включающий 1 и замкнутый относительно операций прямой и порядковой
сумм.

Ч.у. множество, не содержащее в качестве ч.у. подмножества, изоморфного N , по-
казанного на рис. 3.13, называют N-свободным. Если два ч. у. множества N -свободны,
то, очевидно, и их последовательно-параллельная композиция N -свободна. При этом
последовательно-параллельные ч. у. множества — в точности все конечные N -свободные
порядки.

Упорядоченная сумма. Пусть 〈P, vP 〉 — ч. у. множество, каждому элементу x ко-
торого сопоставлено ч. у. множество 〈Qx, vx 〉. Семейство всех ч. у. множеств Qx, индек-
сированных элементами P , обозначим F .

Упорядоченная (лексикографической) суммой
∑

P Qx семейства ч. у. множеств
F над ч. у. множеством 〈P, vP 〉 называется ч. у. множество 〈R, v〉, с носителем
R = { (x, q) | x ∈ P, q ∈ Qx } и порядком на нём, задаваемым соотношением
(x, q) v (x ′, q ′), если либо x @P x ′, либо x = x ′ и q vx q ′.

Если все Qx, x ∈ P суть копии одного ч. у. множества Q, то говорят произведении
множеств Q · P .

Для того, чтобы получить диаграмму упорядоченной суммы
∑

P Qp

1) строят диаграмму ч. у. множества P ;

2) отбрасывают отрезки между элементами P ;

3) заменяют каждый элемент x ∈ P диаграммой Qx;

4) соединяют отрезками все максимальные элементы Qx со всеми минимальными эле-
ментами Qy, если x непосредственно предшествует y в P .
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На рис. 3.18 приведены ч. у. множество P = { a, b, c }, семейство F = {Qa, Qb, Qc }
ч. у. множеств, индексированных элементами P и упорядоченная сумма семейства F
над P .
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Рис. 3.18. Ч.у. множество P , семейство ч. у. множеств F = {Qa, Qb, Qc}, индексированных
элементами P и лексикографическая сумма

∑
P Qp.

Упорядоченная сумма
∑

P Qp тривиальна, если ч. у. множество P или все множе-
ства семейства F одноэлементны. Понятно, что в этом случае

∑
P Qp изоморфно либо

единственному Q, либо P . Ч.у. множество разложимо в упорядоченную сумму, если
оно изоморфно некоторой нетривиальной упорядоченной сумме, в противном случае оно
неразложимо в упорядоченную сумму.

Легко видеть, что кардинальная (прямая) и ординальная (порядковая) суммы явля-
ются частными случаями порядковой суммы

∑
P Qx : первая из них получается, если P

— тривиальное ч. у. множество, а вторая, если P — цепь.

Прямое произведение. Если 〈P, vP 〉 и 〈Q, vQ 〉 — два ч. у. множества, то их пря-
мым или декартовым произведением называется множество P ×Q с частичным поряд-
ком v таким, что (p, q) v (p ′, q ′) только когда p vP p ′ и q vQ q ′.

Если ч. у. множества P и Q градуированы и их ранговые функции суть ρP и ρQ, то
их прямое произведение также градуировано. При этом

• ранг элемента x = (x1, x2) есть ρ(x) = ρP (x1) + ρQ(x2);

• для чисел Уитни Wk справедливо равенство Wk(P × Q) =
∑

iWi(P )Wk−i(Q).
Отсюда следует и известное равенство Wk(2

n) =
(
n
k

)
.
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Прямое произведение n экземпляров ч. у. множеств P обозначают P n. Справедливы
соотношения

P ×R ∼= Q×R ⇒ P ∼= Q , откуда P n ∼= Qn ⇒ P ∼= Q ,

(P ×Q) ] ∼= P ] ×Q ] .

Для того, чтобы получить диаграмму прямого произведения ч. у. множеств P и Q

1) строят диаграмму ч. у. множества P ;

2) отбрасывают отрезки между элементами P ;

3) заменяют каждый элемент x ∈ P копией Qx диаграммы Q;

4) соединяют отрезками копии элементов из Q в Qx и Qy, если x непосредственно
предшествует y в P .

На рис. 3.19 показано прямое произведение трёх- и четырёхэлементного зигзагов.
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Рис. 3.19. Прямое произведение Z3 × Z4

Заметим, что диаграммы изоморфных множеств P × Q и Q × P обычно выглядят со-
вершенно не похожими друг на друга.
Пример 3.12. 1. J(P + Q) ∼= J(P )× J(Q). В частности, Bn ∼= J(n1) ∼= 2n, что уже

отмечалось выше.
2. Обозначим через [0, m] — цепь [0, 1 . . . , m]. Тогда D(N) ∼= [0,m1] × . . . × [0,mk],

если N = pm1
1 · . . . · p

mk
k — примарное разложение N .

3. J(m1 + . . .+mk) = (m1 + 1)× . . .× (mk + 1). Как иллюстрация, на рис. 3.20 пред-
ставлена диаграмма порядковых идеалов прямой суммы трёх- и двух-элементных
цепей.

Заметим, что если два ч. у. множества обладают LYM-свойством, то их прямое про-
изведение этим свойством может и не обладать. С другой стороны, свойство Шпернера
при прямых произведениях сохраняется.

Теорема 3.13 (Оре [38]). Каждый частичный порядок изоморфен некоторому подмно-
жеству декартова произведения цепей.

Определение 3.12. Мультипликативной размерностью ч. у. множества P назы-
вается наименьшее число k линейных порядков Ci таких, существует вложение
P ↪→ C1 × . . .× Ck.
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Рис. 3.20. J([ a, b, c ] + [ 0, 1 ])

Степень. Если 〈P, vP 〉 и 〈Q, vQ 〉 — два ч. у. множества, то обозначим через QP

множество всех изотонных отображений из P в Q. Введём на QP порядок v, положив
f v g для f, g ∈ QP , если f(x) vQ g(x) для всех x ∈ P . Таким образом, 〈QP , v〉 есть
ч. у. множество.

Легко показывается справедливость соотношения

2n ∼= (n + 1) (3.5)

(мы заключаем n + 1 в скобки, чтобы отличить n+1-элементную цепь от прямой суммы
n-элементной цепи и тривиального ч. у. множества).

На рис. 3.21 показано ч. у. множество ZZ3
4 , где выделенному элементу • соответствует

отображение f : Z3 → Z4 такое, что f(x1) = f(x3) = y3, f(x2) = y4 (см. рис. 3.13).

Можно показать, что для нетривиально упорядоченного множества P и произволь-
ных ч. у. множеств Q и R

RP ∼= RQ ⇒ P ∼= Q , (QP ) ] ∼= (Q ])P
]

.
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Рис. 3.21. Степень ZZ3
4

Г. Биркгоф предположил, что для конечных множеств справедливо

PR ∼= QR ⇒ P ∼= Q

(т.н. “предположение об экспоненциальном сокращении”), однако доказательство этого
соотношения до сих пор не найдено.

Рассматривают и другие операции над ч. у. множествами, но мы ограничимся приве-
дёнными.

Можно убедиться [6], что для введённых выше операций +, × над ч. у. множества-
ми выполняются законы ассоциативности, коммутативности (для × — с точностью до
изоморфизма), первый дистрибутивный закон

P × (Q+R) ∼= (P ×Q) + (P ×R)

и для степени — соотношения

RP+Q ∼= RP ×RQ, (PQ)R ∼= PQ×R, (P ×Q)R ∼= PR ×QR.

Здесь предполагается, что соответствующие прямые суммы существуют. Также справед-
ливы соотношения для «единицы» 1 :

1× P ∼= P , 1P ∼= 1 .

Указанные соотношения, вместе с приведёнными выше при определении операций, на-
зываются правилами арифметики кардиналов. В частности, в ней справедливо (см. (3.5) )
важное для практических приложений соотношение

nP ∼=
(
2n−1)P ∼= 2P×(n−1) .

Следует сказать, что класс всех неразложимых в прямую сумму или произведение
ч. у. множеств также необозрим, как и всех исходных. Поэтому представление совокуп-
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ности ч. у. множествв в виде АС с операциями + и × не решает проблемы их «хорошего»
описания. Однако эти и прочие описанные операции полезны при построении ч. у. мно-
жеств со специальными свойствами.

Впервые операции над множествами рассматривались в классических монографиях
А.Н. Уайтхеда и Б. Рассела «Основания математики» (в 3-х томах, 1910, 1912 и 1913 гг.)
и Ф. Хаусдорфа «Теория множеств» (два сильно отличающихся издания 1914 и 1927 гг.).

3.5 Линеаризация

Рассмотрим теперь представление частичных порядков в виде пересечения цепей. Ос-
новной здесь является

Теорема 3.14 (принцип продолжения порядка10). Любой частичный порядок мо-
жет быть продолжен до линейного на том же множестве. Каждый порядок есть
пересечение всех своих линейных продолжений.

Доказательство (для конечного случая). Пусть 〈M, v〉 — ч. у. множество. Построим ли-
нейный порядок 6, содержащий данный частичный.

По условию M — не цепь, и значит в M найдутся несравнимые элементы a и b.
Произвольно определим порядок на них. Для определённости положим, например, a 6 b.
Далее для всех x v a и b v y полагаем x 6 y. Если 〈M, 6 〉 ещё не цепь, то выберем
новую пару несравнимых элементов и поступаем, как указано выше. Через конечное
число шагов получаем линейный порядок.

Поскольку возможен различный выбор пар несравнимых элементов a и b и при
каждом выборе можно полагать как a 6 b, так и b 6 a, то действуя указанным образом
можно получить различные возможные продолжения исходного частичного порядка v
до линейного 6 (т.е. если x v y, то и x 6 y).

Пересечение всех таких цепей даст исходное ч. у. множество. Действительно, если
x v y, то аналогичное следование будет и во всех полученных линейных порядках, а при
несравнимых x и y всегда найдётся пара цепей с противоположным их следованием,
что в пересечении цепей и даст несравнимость этих элементов. �

Для счетно-бесконечного упорядоченного множества доказательство проводится ме-
тодом математической индукции. О общем случае доказательство первого утверждения11

может опираться на аксиому выбора в форме леммы Куратовского-Цорна или транс-
финитную индукцию (см. ниже) [38]. В современной аксиоматической теории множеств
принцип продолжения порядка играет роль, сопоставимую с аксиомой выбора.

Можно показать, что любое отношение без циклов может быть продолжено до ли-
нейного порядка. Для конечных множеств поиск такого продолжения для ч. у. множеств,

10 англ. order-extension principle
11 Теорема доказана Эдвардом Шпильрайном (Edward Szpilrajn, позднее он называл себя Эдвардом

Марчевским, Edward Marczewski) в работе [75] 1930 г., однако он указывал, что данный факт ранее
доказан С. Банахом, К. Куратовским и А. Тарским, но не был опубликован.
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заданных парами непосредственно следующих друг за другом вершин в теоретическом
программировании называют «топологической сортировкой»12. Известны алгоритмы, ре-
шающие данную задачу за линейное время [68].

Пример 3.13. Счётно-бесконечные ч. у. множества такие, что нижние конусы любых эле-
ментов конечны, называется казуальными. Примерами казуальных множеств являются
натуральные числа с естественным порядком или упорядоченные делимостью. На приме-
ре 〈N, | 〉 покажем, как построить некоторое линейное расширение казуального множе-
ства: минимальным элементом будет 1, затем в произвольном порядке на каждом шаге
располагаем все простые числа, потом в произвольном порядке — все числа, представи-
мые в виде произведения двух простых, трёх простых и т.д.

Пусть M — непустое множество и 61, . . . , 6n — некоторые линейные порядки на
нём. Тогда на M определён частичный порядок v по правилу

x v y ⇔
n

&
i=1

(x 6i y)

для произвольных x, y ∈M . Понятно, что 〈M, v〉 = 〈M,
n⋂
i=1

6i 〉.

Линейный порядок 6, включающий в себя данный частичный порядок v (т.е. v⊆6)
на некотором множестве называют линеаризацией или линейным продолжением (расши-
рением) исходного порядка. Из примера 3.13 следует простой алгоритм построения неко-
торой линеаризации (топологической сортировки) конечного ч. у. множества P : выделя-
ем множество минимальных элементов P и линейно упорядочиваем его произвольном
образом, затем исключаем это множество из P , образуя его ч.у. подмножество, в котором
вновь выделяем минимальные элементы, произвольно линейно упорядочиваем их и т.д.
Однако могут существовать линеаризации, которые не могут быть получены таким спосо-
бом: такова, например, линеаризация [y3, y4, y1, y2] зигзага Z4, показанного на рис. 3.13.
Эффективные алгоритмы построения всех линейных расширений ч. у. множества описа-
ны в статьях [90] (здесь приведён также алгоритм нахождения всех порядков, имеющих
данную линеаризацию) и [92].

Ясно, что если {L1, L2 } и {L1, L2 } — линейные расширения ч. у. множеств
P и Q соответственно, то { [L1, L3 ], [L2, L4 ] } — линейные расширения P ⊕ Q, а
{ [L1, L3 ], [L4, L2 ] } — линейные расширения P‖Q.

Число скачков ч. у. множества есть минимальное количество пар несравнимых эле-
ментов (скачков) в некотором его линейном расширении. Например, в вышеупомянутой
линеаризации [y3, y4, y1, y2] зигзага Z4 присутствует один скачок: пара (y4, y1). Зада-
ча нахождения линейного расширения ч. у. множества с минимальным числом скачков
NP-трудна. Алгоритмы решения этой задачи можно найти в [63].

Для дальнейшего изложения необходимо ввести некоторые часто рассматриваемые
типы ч. у. множеств. Ч.у. множества с диаграммами Хассе, являющимися двудольными

12 Заметим, что данный термин крайне неудачен: указанная процедура не имеет никакого отношения
ни к сортировке (упорядочение элементов в списке по возрастанию/убыванию значений какого-либо
атрибута), ни к топологии (раздел математики, изучающий в самом общем виде явление непрерывности).
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графами с числами элементами m и n в верхней и нижней доле соответственно, бу-
дем называть двудольными ч. у. множествами. Km,n — обозначение для двудольного
ч. у. множества, у которого любой максимальный элемент содержит любой минимальный.

Ранее уже были указаны ч. у. множества, называемые заборами. Обобщим это поня-
тие: заборами (символически Zn ) будем называть двудольные ч. у. множества, состоящие
из n > 2 элементов {v1, . . . , vn} с отношениями включения v2i−1 l v2i и v2i m v2i+1 (по-
следнее включение при чётном n и i = n/2 отсутствует) и двойственные им. Обычно
элементы нижней и верхней долей множества Zn обозначают соответственно символами
a и b с индексами. Множества Zn имеют диаграммы Хассе, изображённые на рис. 3.22a),
рис. 3.22b) и двойственные к последней. Если в 2n-элементном заборе при n > 3 доба-
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Рис. 3.22. Зигзаги с чётным a) и нечётным b) числом элементов

вить условие «последний элемент покрывает первый», то получим ч. у. множество, ко-
торое назовём малой короной sn, диаграмма которой изображена на рис. 3.23. Понятно,
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Рис. 3.23. Малая корона sn

что корона sn изоморфна упорядоченной по включению совокупности всех одноэлемент-
ных {v1}, . . . , {vn} и двухэлементных подмножеств вида {v1, v2}, {v2, v3}, . . . , {vn, v1} n-
элементного множества {v1, . . . , vn}.

Для n > 3 определяют ч. у. множество Sn, которое называют (полной) короной: это
2n-элементное двудольное ч. у. множество, т.е. Sn = A ∪ B, где A = { a1, . . . , an } —
множество минимальных, а B = { b1, . . . , bn } — множество максимальных элементов.
Порядок v на Sn задаётся следующим образом: для элементов ai ∈ A и bi ∈ B

полагают ai v bj для всех i 6= j, i, j = 1, . . . , n (и, естественно, v рефлексивен).
Понятно, что S3 = s3. На рис. 3.24 изображена корона S5.
Короны и заборы часто появляются при исследовании конечных ч. у. множеств [73].
Произвольным образом занумеруем элементы n-элементного ч. у. множества P пер-

выми n натуральными числами. Отождествим линейное расширение σ : P → n ч. у. мно-
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Рис. 3.24. Корона S5

жества P с перестановкой (σ−1(1), . . . , σ−1(n)) множества [1, . . . , n]. Совокупность всех
перестановок множества [n], полученных таким образом, называется множеством Гёль-
дера ч. у. множества P . Определение мощности множества Гёльдера для данного n-
элементного ч. у. множества составляет т.н. проблему Рейни. Для n > 5 она решена
лишь для очень немногих типов ч. у. множеств.

Число всевозможных линеаризаций конечного ч. у. множества P обозначают e(P ) ;
ясно, что это число есть мощность множества Гёльдера для P . Оно может интерпрети-
роваться как некоторая оценка сложности P 13. Понятно, что e(n1) = n!, e(C) = 1 для
цепи C и это максимально и минимально возможные значения e(·) . Для подходящих
ч. у. множеств P и Q легко показывается справедливость формул

e(P ⊕Q) = e(P ) e(Q); e(P +Q) =

(
n+m

n

)
e(P ) e(Q);

e(P‖Q) =
(n+m)!

n!m!
e(P ) e(Q) (n = |P |, m = |Q|) .

Также установлены следующие факты.

• e(2 × n) =
1

n+ 1

(
2n

n

)
— числа Каталана; например, для e(2 × 3) = 5 —

см. рис. 3.25;

• Для зигзагов справедливо представление∑
n>0

e(Zn)xn

n!
= tg x + secx , (3.6)

при этом значения e(Zn) при чётных n называют числами секанса, а при нечёт-
ных — числами тангенса. Напомним:

tg x =x+
1

3
x3 +

2

15
x5 +

17

315
x7 +

62

2835
x9 + . . .+

22n(22n − 1)Bn

(2n)!
x2n−1 + . . . ,

secx = 1 +
x2

2
+

5

24
x4 +

61

720
x6 +

277

8064
x8 + . . .+

En
(2n)!

x2n + . . . ,

13 В [50] даже указывается, что e(P ) «является, вероятно, единственным весьма полезным числом,
измеряющим “сложность” ч. у. множества P», однако автор не разделяет этой крайней точки зрения —
см. 113.



108 Глава 3. Частично упорядоченные множества

6

4 5 { (1, 2, 3, 4, 5, 6), (1, 3, 2, 4, 5, 6), (1, 2, 3, 5, 4, 6),

2 3 (1, 3, 2, 5, 4, 6), (1, 3, 5, 2, 4, 6) }

1

[[��

[[�� ��

[[ ��

Рис. 3.25. Ч.у множество 2× 3 и его 5-элементное множество Гёльдера

где Bn и En — числа Бернулли и Эйлера соответственно в обозначениях [21].
Например, e(Z5) = 2

15
· 5! = 16.

Значение e(Zn) , впервые установлено в статье [59] как мощность множества Гёльде-
ра для Zn: в данном случае его элементами будут т.н. up-down перестановки. Такие
перестановки, называемые ещё пилообразными, образуют первые n натуральных
чисел, переставленные так, что каждый элемент либо больше, ибо меньше обоих
своих соседей.

• Легко устанавливается, что e(Sn) = (n + 1)!(n − 1)! [20]. Соотношение для e(sn)

будет приведено в разделе 4.4 (теорема 4.16).

• Формула для числа линеаризаций единичного куба Bn получена в [61]:

log(e(Bn))

2n
= log

(
n

bn/2c

)
− 3

2
log e+ o(1) .

В общем случае для числа линейных продолжений ч. у. множества справедлива фор-
мула [99]:

lim
m→∞

|mP |
mn

=
e(P )

n!
.

Вычисление значения e(P ) для данного ч. у. множества P — сложная комбинаторная
задача (в [65] показана её #P-полнота). Один из методов определения e(P ) использует
вероятностный подход. Пусть P = { v1, . . . , vn } — носитель ч. у. множества 〈P, v〉.
В n-мерном евклидовом пространстве Rn определим многогранник P :

P =
{

(x1, . . . , xn) ∈ Rn | 0 6 xi 6 1, vi v vj ⇒ xi 6 xj
}
.

Показано, что e(P ) = n! · vol(P), где vol(P) — объём многогранника P .

Пример 3.14. Рассмотрим ч. у. множество P = { v1, v2, v3 } ∼= Z ]
3 в котором v1 v v2,

v1 v v3 и v2 � v3 . Тогда вышеопределённый многогранник P есть четырёхугольная
пирамида, основанием которой служит квадрат (000), (001), (011), (010), вершиной —
точка (111), а высота совпадает с боковым ребром (111)− (011) (см. рис. 3.26).

Таким образом, vol(P) = 1
3
. Отсюда e(P ) = 3!

3
= 2 и множество линейных продол-

жений P состоит из двух цепей [ v1, v2, v3 ] и [ v1, v3, v2 ].
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Рис. 3.26. Многогранник P(Z ]
3 )

Понятно, что в общем случае P есть многогранное множество в Rn, ограниченное
гиперплоскостями вида xi = xj (для каждых i, j таких, что vi непосредственно пред-
шествует vj или наоборот) и заключённое в единичный куб. Задача, таким образом,
сводится к вычислению объёма указанного многогранника. Для этого возможно, напри-
мер, применение метода Монте-Карло с получением оценок vol(P) вероятностного типа.

Для практических целей (решение задач комбинаторики, дискретной оптимизации
и др.) часто рассматривают связанное с ч. у. множеством 〈P, v〉 вероятностное про-
странство на множестве всех e(P ) его линеаризаций, в котором каждая линеаризация
равновероятна. В этом пространстве для элементов x, y, z, . . . данного ч. у. множества
рассматривают события E вида x v y, (x v y) N (x v z) и т.д. Вероятность Pr [E] та-
кого события определяют как отношение числа линеаризаций, в которых имеет место E,
к e(P ).

Важным результатом здесь является (см., например, [3])

Теорема 3.15 (XYZ-теорема). Пусть 〈P, v〉 — ч. у. множество и x, y, z ∈ P . Тогда

Pr [x v y ] · Pr [x v z ] 6 Pr [ (x v y) N (x v z) ] .

Пример 3.15. Изоморфное Z4 ч. у. множество, представленное на рис. 3.27 имеет пять
линейных расширений: [ a, b, c, d ], [ a, b, d, c ], [ b, a, c, d ], [ b, a, d, c ], [ b, d, a, c ]. Для
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c d

a b
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[[

Рис. 3.27. К примеру 3.15

него Pr [ a v b ] = 2/5, Pr [ a v d ] = 4/5 и Pr [ (a v b) N (a v d) ] = 2/5. По XYZ-
теореме должно быть 8/25 6 2/5, что, безусловно, справедливо.

Иногда утверждение XYZ-теоремы записывают в виде

Pr [x v y ] 6 Pr [x v y | x v z ] .

Классическая проблема сортировки состоит в определении некоторого линейного по-
рядка L с помощью минимального количества вопросов «верно ли, что x < y в L?».
Обобщением этой проблемы является задача восстановлении некоторой зафиксирован-
ной, но неизвестной линеаризации L ч. у. множества P с помощью минимального ко-
личества таких вопросов. Ясно, что оптимальная процедура поиска L включает в себя
нахождение элементов x и y, для которых Pr [x < y ] наиболее близка к 1

2
.

В 1968 г. советский исследователь С.С. Кислицын высказал (в собственной термино-
логии [23]) т.н. «1/3 – 2/3 предположение», по которому любое не являющееся цепью
ч. у. множество содержит пару несравнимых элементов x и y, для которых

1

3
6 Pr [x @ y ] 6

2

3
.

Позднее вышеприведённое утверждение независимо выдвинули американские учёные
М. Фредман и Н. Линал (M. Ferdman, N. Linal). Пример 2+1 показывает, что указанные
границы несужаемы (имеется и пример десятиэлементного ч. у. множества со связанной
диаграммой Хассе). Данное предположение до сих пор успешно противостоит всем по-
пыткам его доказать и, как пишут известные специалисты С. Фелснер (S. Felsner) и
У.Т. Троттер, представляет собой одну из наиболее интригующих проблем комбинатор-
ной теории ч. у. множеств. На сегодняшний день наиболее сильным результатом здесь
является является двойное неравенство

0, 2764 ≈ 5−
√

5

10
6 Pr[x @ y] 6

5 +
√

5

10
≈ 0, 7236 .

для некоторых несравнимых элементов x и y из произвольного ч. у. множества [67].

Для ч. у. множества 〈P, v〉 совокупность {Pr [ a v b ] | a, b ∈ P, a 6= b } всех
значений вероятностей вида Pr [x < y] называют спектром P . Например, для всех
неодноэлементных тривиально упорядоченных множеств спектр есть

{
1
2

}
. Поскольку

Pr [ a v b ] = 1 − Pr [ b v a ], спектр симметричен относительно 1
2
. Поэтому, например,
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{
0, 1

2
, 1
}

— единственный трёхэлементный спектр, а все четырёхэлементные спектры
должны иметь вид { 0, α, 1 − α, 1 }, где 0 < α < 1

2
. Для последнего случая норвеж-

ский математик Э. Халвожен (E.B. Halvorsen) в 2002 г. высказал недоказанное до сих
пор предположение, что всегда α = 1

3
.

3.6 Размерность ч. у. множеств

Перейдём теперь к важному понятию размерности ч. у. множества. По теореме 3.14
ч. у. множество P совпадает с пересечением всех e(P ) своих линеаризаций. Однако тот
же результат можно получить, взяв значительно меньшее число линейных продолжений.
Например, ч. у. множество

b c d

a

[
[
[

�
�
�

имеющее шесть линеаризаций, может быть представлено в виде пересечения двух цепей
[ a, b, c, d ] и [ a, d, c, b ].

Пусть P — ч. у. множество и R = {C1, . . . , Ck } — совокупность цепей такая, что

P =
k⋂
i=1

Ci. Тогда говорят, что R реализует ч. у. множество P .

Пример 3.16. R = {C1, C2, C3 } реализует ч. у. множество P , изображённое на рис. 3.28.

C1 = [ 13, 2, 10, 8, 1, 3, 11, 12, 9, 6, 4, 5, 7 ] ,

C2 = [ 13, 6, 7, 12, 11, 10, 9, 8, 4, 1, 5, 2, 3 ] ,

C3 = [ 6, 7, 10, 11, 12, 8, 9, 1, 13, 2, 4, 3, 5 ] .

Было бы полезным иметь простой критерий для определения того, что данный набор
R линеаризаций ч. у. множества P реализует его. Ясно, что это произойдёт, если и
только если для каждой пары (x, y) несравнимых элементов P найдутся два линейных
расширения L1, L2 ∈ R такие, что x < y в L1 и x > y в L2. Данный простой тест
можно усилить, введя введя понятия критической пары элементов.

Определение 3.13. Упорядоченную пару (x, y) несравнимых элементов x и y ч. у. мно-
жества P называют критической, если u < x ⇒ u < y и y < v ⇒ x < v для всех
u, v ∈ P .

Приведённые условия, заметим, всегда выполняются при x < y. Для ч. у. множе-
ства, изображённого на рис. 3.28, например, пары (10, 2), (11, 12), (12, 11), (10, 12) суть
критические. Множество всех критических пар ч. у. множества P обозначают crit(P ).
Пример 3.17.

1) для тривиального ч. у. множества все упорядоченные пары его элементов — крити-
ческие.

2) crit(Z3) = { (a1, a2), (a2, a1) };
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3) crit(Sn) = { (ai, bi) | i = 1, n }

(см. определение забора и полной короны на с. 106).

Важнейшее свойство критической пары состоит в том что её, очевидно, нельзя пре-
вратить в сравнимую, дополнив заданный частичный порядок сравнимостью какой-либо
другой несравнимой пары с продолжением этой сравнимости по транзитивности. Поэто-
му семейство R линейных продолжений ч. у. множества P реализует его, если и только
если для каждой критической пары (x, y) ∈ crit(P ) найдётся линейное продолжение
L ∈ R, в котором y < x; в таком случае говорят, что линейный порядок L переставля-
ет данную критическую пару элементов.

Определение 3.14. Наименьшее число линейных порядков, дающих в пересечении дан-
ное ч. у. множество P называется его (порядковой) размерностью последнего и обозна-
чается dim(P ).

Ясно, что для ч. у. множества, изображённого на рис. 3.28 dim(P ) 6 3 и вообще
dim(P ) 6 | crit(P )| (если, конечно, P — не цепь).

Справедлива

Теорема 3.16 (Оре [38]). Порядковая и мультипликативная размерности ч. у. мно-
жества совпадают.

На рис. 3.29 представлено ч. у. множество P и его вложение в (выделено жирным
шрифтом) в произведение двух цепей [ a, b, c ] и [ d, e ]. В то же время P представляется
в виде пересечения цепей [ 1, 2, 3, 4, 5 ] и [ 2, 4, 1, 3, 5 ].

Приведённая теорема Оре позволяет не различать указанные виды размерности и
пользоваться для её обозначения единым символом dim(P ). Значение dim(P ) является

3 5
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Рис. 3.29. Ч.у. множество P (a) и его вложение в [ a, b, c ] × [ d, e ] (b)

более тонкой оценкой сложности ч. у. множества P , чем e(P ); в некотором смысле оно
играет ту же роль, что и хроматическое число для графов.

Размерность один имеют только цепи, а размерность тривиально упорядоченных мно-
жеств равна двум (они могут быть представлены в виде пересечения любого линейного
упорядочения своих элементов с двойственным упорядочиванием). Последнее показыва-
ет, что размерность не может интерпретироваться как мера отличия данного ч. у. множе-
ства от линейного. Размерность всех (отличных от цепей) ч. у. множеств, имеющих не бо-
лее пяти элементов, также равна двум. Легко показывается, что dim(Zn) = 2 (например,
пара цепей [a, b, c, d] и [b, a, d, c] реализует ч. у. множество, представленное на рис. 3.27).
Размерность не более двух имеют также все последовательно-параллельные множества
[62]. Вообще, ч. у. множество P имеет размерность два, если существует сопряжённое
ему ч. у. множество Q определённое на том же носителе со следующем свойством: любые
два элемента сравнимы в точности в одном из данных множеств.

Размерность два имеют и все шестиэлементные (кроме цепи 6) ч. у. множества, не
изоморфные т.н. «короне» s3, «шеврону» sh и sh ] (см. рис. 3.30), имеющих размер-
ность три. Приведём разложение s3 (обозначение элементов — на указанном рисунке) в
пересечение цепей:

[ a, b, d, c, e, f ] ∩ [ c, a, e, b, f, d ] ∩ [ c, b, f, a, e, d ].

Легко установить, что dim(s3) = 3. Приведённое для примера на рис. 3.31 ч. у. мно-
жество P также имеет размерность три.

Рассмотрим n-элементное, n > 3, множество и совокупность Sn(1, n − 1) из его од-
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Рис. 3.30. 6-элементные ч. у. множества размерности 3
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Рис. 3.31. Ч.у. множество P размерности 3

ноэлементных и (n− 1)-элементных подмножеств. Тогда множество Sn(1, n− 1), упоря-
доченное по включению, изоморфно Sn.

Легко показывается, что dim(Sn) = n (установлено ещё в классической для теории
размерности ч. у. множеств работе [75]). Действительно, с одной стороны n линейных
расширений Sn достаточно, чтобы переставить все пары из crit(Sn), а с другой — ни
одно из таких линейных расширений не может переставлять более одной критической
пары. Отметим, что нахождение размерности некоторого множества часто включает в
себя анализ числа критических пар, которые могут быть переставлены одной линеариза-
цией. Корона Sn считается стандартным примером ч. у. множества размерности n.
Например, пять цепей

[ a5, a4, a3, a2, b1, a1, b2, b3, b4, b5 ], [ a1, a5, a4, a3, b2, a2, b3, b4, b5, b1 ]

[ a2, a1, a5, a4, b3, a3, b4, b5, b1, b2 ], [ a3, a2, a1, a5, b4, a4, b5, b1, b2, b3 ]

[ a4, a3, a2, a1, b5, a5, b1, b2, b3, b4 ]

реализуют представленную на рис. 3.24 корону S5. В теории размерности ч. у. множеств
стандартный пример занимает место аналогичное полным графам в задачах о хромати-
ческом числе графа.

Стандартный пример показывает, что существуют ч. у. множества сколь угодно боль-
шой размерности. Показано, что задача распознавания свойства dim(P ) 6 t полино-
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миальна при t = 1, 2 и является NP-полной при 3 6 t [107]. В тоже время показано
существование границ

n

4

(
1− c1

log n

)
6 dim(P ) 6

n

4

(
1− c2

log n

)
,

где c1 и c2 — некоторые константы, для почти всех n-элементных ч. у. множеств P [76].
Алгоритм определения размерности конечного ч. у. множества дан в [106].

Будем далее пользоваться обозначением π(X) для мощность множества Парето (чис-
ла максимальных элементов) ч. у. множества P . Для ч. у. множеств P и Q справедливы
следующие соотношения (см., например, [104]).

1. ∅ 6= Q ⊆ P ⇒ dim(Q) 6 dim(P ) (монотонность размерности по мощности вло-
женных ч.у. подмножеств); при этом при удалении из ч. у. множества одного эле-
мента его размерность уменьшается не более, чем на 1 (теорема об удалении одного
элемента [85]).

2. dim(P +Q) = max { dim(P ), dim(Q) }, если хотя бы одно из множеств не является
цепью и dim(P +Q) = 2, иначе.

3. dim(P ×Q) 6 dim(P ) + dim(Q), причём равенство достигается, например, когда и
P , и Q — конечные неодноэлементные множества. В частности:

• размерность декартова произведения n цепей (напомним, мы не считаем од-
ноэлементные множества цепями) есть n; отсюда следует, что размерность
n-мерного евклидова пространства Rn, рассмотренного как декартово произ-
ведение линейных порядков R (т.е. для x = (x1, . . . , xn) и y = (y1, . . . , yn)

из Rn полагаем x 6 y, если xi 6 yi для всех i = 1, n ) равна n;
• dim(2n) = n, поскольку Sn ⊂ 2n;
• dim(Sn × Sn) = 2n− 2.

4. dim(P ) 6 |P |/2 при |P | > 4 (теорема Хирагучи [85]).

5. dim(P ) 6 2 · dim(P − C) + 1 , где C — подцепь в P и C = P .

6. dim(P ) 6 |P−A|, где A — антицепь в P такая, что |P−A| > 2. Таким образом, для
ч. у. множеств с двудольной диаграммой Хассе размерность не превышает мощности
наименьшей доли, если доли не одноэлементны.

7. dim(P ) 6 w(P ).

8. dim(P ) 6 w(X − π(X)) + 1.

Ясно, что наличие у ч. у. множества короны Sn в качестве подмножества означает,
что его размерность уже не менее n. Однако ч. у. множество большой размерности может
и не содержать стандартного примера в качестве подмножества. Например, размерность
совокупности Sn(1, 2) одно- и двухэлементных подмножеств n-элементного множества,
упорядоченной по включению, неограниченно растёт при n→∞ [105].
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Теорема 3.17. Если P — ч. у. множество, в котором число элементов, сравнимых с
данным не превосходит k, то dim(P ) 6 2k2 + 2.

Для бесконечных ч. у. множеств справедлива «теорема компактности»:
Теорема 3.18. Пусть P — такое ч. у. множество, что любое его конечное ч.у. под-
множество имеет размерность, не превосходящую d. Тогда dim(P ) 6 d.

Доказательство может быть найдено в [81] или [83]. �

Ч.у. множество P называется d-несводимым для некоторого d > 2, если dim(P ) = d

и dim(P ′) < d для любого собственного ч.у. подмножества P ′ ⊂ P . Единственное 2-
несводимое множество есть двухэлементная антицепь.

Ч.у. множества, представленные на рис. 3.30 являются 3-несводимыми. Они далеко не
исчерпывают всех 3-несводимых ч. у. множеств: среди них них, кроме указанных, имеет-
ся, в частности, 21 семиэлементных [86, 64, 104]. Общепринятой является точка зрения,
что если 3-несводимые множества редки, хорошо изучены и регулярны, то 4-несводимые
ч. у. множества достаточно часто встречаются и весьма причудливы. На рис. 3.32 приве-
дён пример 4-несводимого ч. у. множества.
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Рис. 3.32. 4-несводимое ч. у. множество

Установлено, что для любого натурального w и d > 6 существует d-несводимое
ч. у. множество ширины w [87]. Для d = 3 это не так, а для d = 4 и d = 5 ответ
неизвестен.

Единственное t-несводимое 2t-элементное множество есть корона St. Показано, что
для t > 4 не существует t-несводимого множества с числом элементов 2t+ 1. Также из-
вестно, что каждое t-несводимое ч. у. множество является ч.у. подмножеством некоторого
(t+1)-несводимого ч. у. множества [97] и если ч. у. множество является t-несводимым для
некоторого t > 2, то оно неразложимо в лексикографическую сумму [104].

В 1990 г. ленинградским исследователем В.Д. Ногиным поставлена проблема [35]:
Каково наибольшее значение π(d, n) мощности множества Парето d-несводимых n-
элементных ч. у. множеств при d > 4?

Данная проблема до сих пор остаётся открытой. Почти очевидно только
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Утверждение 3.6 ([20]). π(d, n) 6 n− d.

Доказательство. Пусть A — максимальная антицепь в d-несводимом n-элементном
ч. у. множестве P . Тогда |A| = w(P ) и |P − A| > 2. Поэтому, d = dim(P ) 6 n− w(P )

и w(P ) 6 n− dim(P ) . Но, очевидно, π(P ) 6 w(P ), откуда π(P ) 6 n− dim(P ). �

Легко показать, что указанная верхняя граница достижима, если снять условие d-
несводимости. C другой стороны, из результатов [103] следуют некоторые оценки для
нижней границы π(d, n): что n 6 π(d, 2n) для некоторых d, причём пример короны Sn

обеспечивает эту оценку при d = n.

3.7 Вполне упорядоченные множества и смежные вопросы

Зададимся теперь вопросом: когда можно гарантировать существование максималь-
ных или минимальных элементов у бесконечного ч. у. множества? В ходе изучения
ч. у. множеств были сформулированы следующие утверждения.

Лемма Куратовского-Цорна (принцип максимальности). Если в ч. у. множестве
все цепи имеют верхние грани, то любой его элемент содержится в некотором мак-
симальном.

Принцип Хаусдорфа. Всякая цепь ч. у. множества может быть вложена в некоторую
максимальную цепь.

Данные утверждения часто применяют при исследовании свойств ч. у. множеств. На-
пример, для доказательства теоремы 3.14 в общем случае нужно рассмотреть семей-
ство всех продолжений порядка, упорядоченных по включению и с помощью леммы
Куратовского-Цорна вывести существование максимального элемента.

Оказалось, что приведённые утверждения эквивалентны, т.е. одно из них может быть
выведено из другого. Более того, они также эквивалентны приводимым ниже фундамен-
тальным теоретико-множественным аксиомам выбора и о полном упорядочении.

Аксиома выбора (AC)14. Существует отображение, сопоставляющее каждому непу-
стому подмножеству B множества A элемент из B.

Таким образом, аксиома выбора обеспечивает существование для каждого непустого мно-
жества A функции fA такой, что fA(B) ∈ B для любого B ∈ P∗(A), т.е. фактически
утверждается, что для любого всюду определённого соответствия можно построить вло-
женное в него функциональное.

Для формулировки следующей аксиомы нам потребуются новое понятие.

Определение 3.15. Линейно упорядоченное множество называют вполне упорядочен-
ным, если каждое его непустое подмножество содержит наименьший элемент.
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Ч.у. множество также называют фундированным когда в нём не существует бесконеч-
ных строго убывающих последовательностей элементов (условие минимальности). По-
нятно, что выполнение условия минимальности есть критерий для ч. у. множества быть
вполне упорядоченным; элементы вполне упорядоченного множества иногда называют
трансфинитами. Рассматриваемые понятия введены Г. Кантором в 1883 г. и встрети-
ли со стороны современников резкое сопротивление15, но впоследствии утвердились и
оказали большое влияние на развитие математики.

Элементы вполне упорядоченного множества традиционно обозначают строчными
греческими булавами α, β, . . .. Ясно, что вполне упорядоченное множество всегда со-
держит наименьший элемент. Во вполне упорядоченном множестве каждый элемент α,
(1) если только он не является наибольшим, имеет единственный непосредственно следу-
ющий, обозначаемый α + 1, и (2) если только он не наименьший, может иметь не более
одного непосредственно предшествующего. В последнем случае, если α не имеет непо-
средственно предшествующего элемента, он называется предельным.
Пример 3.18. 1. Очевидно, вполне упорядочены все конечные цепи, а так же цепь N

с естественным порядком. В этих цепях нет предельных элементов.
Множество целых чисел Z не является вполне упорядоченным относительно есте-
ственного порядка, поскольку оно не имеет наименьшего элемента. Интервал [ 0, 1 ]
действительных чисел с обычным порядком — также не есть вполне упорядоченное
множество.
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с естественным порядком является вполне упорядоченным. Его предельные элемен-
ты суть натуральные числа.

3. Линейное расширение бесконечного казуального множества 〈N, | 〉 , рассмотренное
в примере 3.13 является, очевидно, вполне упорядоченным.

Теорема Цермело (принцип полного упорядочения). Любое непустое множество
можно вполне упорядочить.

Отметим, что применение принципа продолжения порядка к тривиально упорядочен-
ному множеству превращает его в линейный порядок. Это утверждение является ослаб-
ленной формой данного принципа полного упорядочения.
Пример 3.19. Множество целых чисел Z можно вполне упорядочить считая, например,
что

0 < 1 < −1 < 2 < −2 < 3 . . . или 1 < 2 < . . . < 0 < −1 < −2 < . . .

(в последнем случае 0 — предельный элемент).
15 А. Пуанкаре называл идеи Кантора тяжёлой болезнью, поражающей математическую науку, в

публичных заявлениях в его адрес Л. Кронекер употреблял такие эпитеты, как научный шарлатан,
отступник и развратитель молодёжи, а десятилетия спустя Л. Витгенштейн отмечал, что математика
истоптана вдоль и поперёк разрушительными идиомами теории множеств, которое он отвергает как
шутовство, смехотворное и ошибочное.
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Покажем, к примеру, как аксиому выбора можно получить из теоремы Цермело.
Пусть M — непустое множество, причём по аксиоме о полном упорядочении его можно
считать вполне упорядоченным. Тогда в определено отображение, ставящее в соответ-
ствие каждому непустому подмножеству A ⊆ M его элемент, а именно — наименьший
в A.

Отметим, что известны и другие утверждения, эквивалентные приведённым: напри-
мер, о равномощности множеств X и X × X или о непустоте декартова произведения
произвольной совокупности непустых множеств. Доказательство эквивалентности упо-
мянутых утверждений можно найти, например, в [48].

Таким образом, истинными или ложными все эти утверждения могут быть только од-
новременно. Что же имеет место “в действительности”? Ответ на поставленный вопрос
зависит от того, какими свойствами мы наделяем понятие множества при той или иной
аксиоматике. В наиболее общей форме проблема выражена в аксиоме выбора, предложен-
ной Э. Цермело в 1904 г. при разработке аксиоматической теории множеств. Для ко-
нечных множеств её справедливость очевидна. Однако при рассмотрении бесконечных
совокупностей бесконечных множеств эта очевидность теряется. Все же попытки све-
сти AC к другим фундаментальным принципам оказались безуспешными: не выводимы
ни отрицание аксиомы выбора (в аксиоматике Неймана-Бернайса-Гёделя Σ; К. Гёдель,
1939), ни она сама (в аксиоматике Цермело-Френкеля ZF ; П. Коэн (P.J. Cohen), 1963).
Таким образом, AC является независимым от остальных аксиом утверждением, и добав-
ление к ним как самой этой аксиомы, так и её отрицания порождает две равноправные
непротиворечивые аксиоматики теории множеств (естественно, при условии непротиво-
речивости самих аксиоматических системы теории множеств, что, как известно, является
открытым вопросом; при этом системы Σ и ZF равнонепротиворечивы)16. Поэтому при
практических, не связанных с вопросами оснований математики и теории множеств ис-
следованиях, можно как принять аксиому выбора, так и отказаться от неё. Последствия
же такого решения суть следующие.

Отклонение аксиомы выбора обедняет содержание конкретных математических тео-
рий. Например, без привлечения АС, кроме условия существования максимальных эле-
ментов ч. у. множеств, не удается доказать ни наличия базиса у произвольного векторно-
го пространства, ни эквивалентности двух определений непрерывности функции в точке
(на языке ε–δ и через пределы последовательностей), ни некоторых других важных и
привычных свойств различных математических объектов.

Принятие аксиомы выбора имеет свои “отрицательные” последствия в виде существо-
вания объектов с парадоксальными свойствами: неизмеримого по Лебегу множества дей-
ствительных чисел; такого разбиения шара на четыре части, что из них движениями в
пространстве оказывается возможным составить два таких же шара и др. Однако все

16 Отметим, что результаты Гёделя и Коэна об АС имеют место и относительно т.н. континуум-
гипотезы. Подробнее см., например, Френкель А., Бар-Хиллел И. Основания теории множеств. — М.,
1966 и Гильберт Д., Бернайс П. Основания математики. Теория доказательств. — М., 1982.
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эти объекты неконструктивны и их существование обосновывается теоремами чистого
существования17. Кроме того, за принятие аксиомы выбора говорит и следующий, весь-
ма сильный, аргумент. Как отмечалось выше, Гёдель показал, что присоединение АС к
системе аксиом теории множеств не увеличивает опасности впасть в противоречие, т.е.
если в полученной расширенной системе встретилось противоречие, то причина его в
исходной системе, а не в аксиоме выбора. Из результата Гёделя также вытекает, что вся-
кое свойство натуральных чисел, доказываемое с помощью аксиомы выбора, может быть
доказано и без неё. В силу этого, по крайней мере в теории натуральных чисел, аксио-
му выбора можно рассматривать лишь как вспомогательное средство, нужное лишь для
упрощения доказательств.

Последние из приведённых соображений обычно перевешивают, и при конкретных
математических исследованиях аксиому выбора, как правило, принимают18. При этом
доказательства, не использующие аксиому выбора (или эквивалентные ей утверждения)
называют эффективными.

Заметим, что изложение в данной монографии остаётся в рамках т.н. наивной тео-
рии множеств, которая позволяет рассматривать множества, задаваемые произвольным
свойством. Неограниченное применение этого принципа, как известно, может привести
к противоречиям (парадоксам). Приведём здесь парадокс Рассела19: множество Рассела
R = {x | x 6∈ x }, корректно заданное в рамках наивной теории множеств, характеризу-
ется справедливостью соотношения z ∈ R ⇔ z 6∈ z для любого множества z, что при
z = R приводит к противоречию R ∈ R ⇔ R 6∈ R. Приведём для примера множество,
содержащее себя: зафиксируем некоторый объект a и рассмотрим совокупность Na всех
множеств, не содержащих a; тогда получается, что Na ∈ Na, т.е Na есть собственный
элемент. В современных аксиоматических (не “экзотических”) теориях множеств ZF и
Σ ни R, ни множество, содержащее себя в качестве своего элемента, не могут быть по-
строены.

Для вполне упорядоченного множества определяют множество [ o, α ) , αO r {α},
которое называют начальным отрезком α. Символ [ o, o ) понимается как пустое множе-
ство. Предельный элемент α вполне упорядоченного множества 〈C, 6 〉 определяется
условиями α 6= o и отсутствием в [ o, α ) наибольшего элемента. Следующий за α эле-
мент α + 1 — наименьший во множестве αM r {α}.

Отметим важнейшие свойства вполне упорядоченных множеств 〈C, 6 〉.

Теорема 3.19. Пусть C — вполне упорядоченное множество. Тогда
17 Обычно используемое выражение чистая теорема существования является неточным переводом с

немецкого.
18 Д. Гильберт назвал аксиому выбора общим, необходимым и неоценимым для математики принци-

пом. С другой стороны, её применение вызвало негодование многих ведущих математиков начала XX в.
19 Парадокс был обнаружен Б. Расселом и сообщён в 1902 г. в письме к математику и логику Г. Фреге,

что привело последнего к умственному расстройству.
Одна из неформальных интерпретаций парадокса Рассела: «В одной стране вышел указ: “Мэры всех

городов должны жить не в своем городе, а в специальном Городе мэров”; спрашивается, где должен жить
мэр Города мэров?».
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1) если C ] также вполне упорядочено, то C — конечная цепь.
2) если α — предельный элемент вполне упорядоченного множества, то

[ o, α ) =
⋃
β<α

[ o, β ) .

Доказательство.

1. Поскольку C и C ] вполне упорядочены, то C содержит универсальные грани o

и ι , каждый её элемент, отличный от ι имеет последующий, а каждый элемент,
отличный от o — предшествующий. Таким образом, в C отсутствуют предельные
элементы, все её сечения — скачки, что вместе с наличием универсальных граней
означает конечность C.

2. Если γ ∈ [ o, α ), то поскольку между γ и γ + 1 элементов нет,
γ + 1 6 α. Однако в силу предельности α, равенство невозможно. Таким обра-
зом, γ ∈ [ o, γ + 1 ) ⊆

⋃
β<α[ o, β ), т.е. [ o, α ) ⊆

⋃
β<α[ o, β ). Обратное включение

очевидно.

�

Решающим моментом, обеспечивающим возможность сравнивать произвольные мно-
жеств является

Теорема 3.20 (о сравнении вполне упорядоченных множеств). Пусть A и B —
два вполне упорядоченных множества. Тогда имеется лишь одна из следующих воз-
можностей:

1) A ∼= B;
2) A изоморфно начальному отрезку B;
3) B изоморфно начальному отрезку A.

Доказательство этой теоремы имеется, например, в [49].
Факт равномощности множеств A и B будем обозначать A = B, а неравномощ-

ности — A 6= B. Здесь под X понимается новый объект, связанный с множеством X,
называемый кардинальным числом X или кардиналом. Определение такого объекта воз-
можно по принципу абстракции, согласно которому эквивалентным множествам можно
сопоставить некоторый абстрактный объект (кардинальное число) — то общее, что дела-
ет их эквивалентными.

Теорема 3.21 (о сравнении множеств — закон трихотомии). Для любых множеств
A и B имеется лишь одна из следующих возможностей:

1) A = B (A эквивалентно B);

2) A = B ′ для некоторого B ′ ⊆ B, но A′ 6= B для любого A′ ⊆ A;

3) B = A′ для некоторого A′ ⊆ A, но B ′ 6= A для любого B ′ ⊆ B.
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Доказательство. Отметим, что утверждения теоремы попарно несовместимы. Далее, ис-
пользуя аксиому о полном упорядочении заключаем, что для A и B справедлива тео-
рема 3.20. Отсюда либо справедливы утверждения 2)–3) данной теоремы, либо выполня-
ются условия теоремы 2.22 Кантора-Шрёдера-Бернштейна. Последнее же влечёт выпол-
нение условия 1). �

Данная теорема лежит в основе учения о мощности множеств. Она позволяет ввести
порядок на множестве кардинальных чисел, а именно считать, что A < B и A > B

соответственно в случаях 2) и 3) данной теоремы (понятно, что если A ⊆ B, то A 6 B,
при этом возможен случай A = B).

Теорема 3.22 (Кантор). A < P(A).

Доказательство. Сопоставив каждому элементу a ∈ A одноэлементное подмножество {a}
множества A, получим вложение A в P(A), и поэтому A 6 P(A).

Допустим теперь, что существует взаимно-однозначное отображение ϕ множества A

в P(A). Во множестве A определим подмножество M :

M = {a ∈ A | a 6∈ ϕ(a)} ∈ P(A).

По определению ϕ, должен существовать элемент m ∈ A такой, что ϕ(m) = M . При
попытке выяснить, принадлежит ли m множеству M , получаем противоречие: действи-
тельно, если предположить m ∈ M , то получим m 6∈ ϕ(m) = M , а если m 6∈ M — то
m ∈ ϕ(m) = M . �

Понятно, что справедливость данной теоремы прямо следует из свойства канторово-
сти однородных на A отношений, того факта, что отношения из R(A) можно предста-
вить отображениями A→ P(A) и принципа Дирихле (см. пп. 2.2 и 2.6). Доказательства
более общего факта см. в [9].

Заметим, что из теоремы Кантора сразу следует парадокс Кантора, показывающий,
что множества всех множеств не существует. Действительно, для множества всех мно-
жеств V справедливо P(V ) ⊆ V и, следовательно, P(V ) 6 V , что противоречит теореме
Кантора. Множество V можно формально определить как V = {x | x = x }, и мы ещё
раз, как и в случае с множеством Рассела, убеждаемся, что не всякое свойство, вообще
говоря, определяет множество.

Далее в теории множеств показывается, что множество кардинальных чисел вполне
упорядочено, откуда получают много важных и интересных следствий.

Важность вполне упорядоченных множеств определяется главным образом тем, что
для них справедлива

Теорема 3.23 (принцип трансфинитной индукции). Пусть C — вполне упорядо-
ченное множество с каждым элементом α которого связано утверждение Sα, обра-
зующие совокупность S. Тогда, если из справедливости Sβ для всех β ∈ [o, α) следует
справедливость Sα, то верны все утверждения из S.
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Доказательство. Пусть среди S имеется неверное утверждение. Тогда непусто множество
E неверных утверждений. Пусть α — наименьший элемент E, который всегда существу-
ет в силу полного порядка на C. Но тогда, поскольку Sβ справедливо для всех β ∈ [o, α),
то справедливо и Sα. Противоречие. �

При доказательстве свойств ч. у. множеств метод трансфинитной индукции является
альтернативным использованию леммы Куратовского-Цорна. С его помощью докажем
теорему 2.13, утверждающую, что для всякой толерантной пары элементов существует
класс толерантности, её содержащий.

Лемма 3.1. Пусть 〈A, '〉 — пространство толерантности, а 〈C, 6 〉 — вполне упо-
рядоченное множество, каждому элементу α которого сопоставлен предкласс толе-
рантности Eα ⊆ A так, что из α1 < α2 следует Eα1 ⊆ Eα2. Тогда объединение⋃
Eα = E является предклассом толерантности в A.

Доказательство. Пусть x, и y — произвольные элементы множества E =
⋃
Eα. Опре-

делим подмножество C(x) ⊆ C правилом

C(x) = {ω ∈ C | x ∈ Eα } .

Очевидно, что из α ∈ C(x) и α < β следует β ∈ C(x).
Обозначим через α(x) наименьший элемент множества C(x). Пусть для определён-

ности α(y) 6 α(x). Так как y ∈ Eα(y), а Eα(y) ⊆ Eα(x), то y ∈ Eα(x). Следовательно, x и
y входят в общий предкласс, а значит x ' y . �

Доказательство теоремы 2.13 проведём с помощью трансфинитной индукции.
1◦. Базис индукции. Возьмём E1 = {x}. В силу рефлексивности ' , E1 есть пред-

класс. Если нет y 6= x таких, что x 6= y, то E1 есть класс толерантности. Если же такой
y существует, то выполняем шаг индукции.

2◦. Шаг индукции. Если α не является предельным элементом C, то, поскольку Eα−1

определено, получаем, что либо Eα−1 уже есть класс, либо существует y ∈ Eα−1, толе-
рантный ко всем x ∈ Eα−1 и тогда полагаем Eα = Eα−1 ∪ {y}. Если α — предельный
элемент C, то, поскольку Eβ определены при всех β < α, полагаем Eα =

⋃
β<α

Eβ. Со-

гласно лемме 3.1 Eα есть предкласс.
Для завершения доказательства достаточно положить K =

⋃
Eα, где объединение

берётся по всем элементам ч.у. множества α, для которых Eα определено. Очевидно, K
есть максимальный предкласс, содержащий элемент x. �

Из этого доказательства выводятся две леммы.

Лемма 3.2. Для того, чтобы выполнялось x ' y , необходимо и достаточно существо-
вание класса толерантности K, одновременно содержащего и x, и y.

Доказательство. Достаточность следует из определения класса, а необходимость получа-
ется из приведённого доказательства теоремы 2.13, если на этапе базиса индукции взять
элемент x, а на втором присоединить y. �
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Лемма 3.3 (о классах толерантности). Для всякого предкласса существует содер-
жащий его класс.

Доказательство сводится к замечанию, что базис индукции может быть начат с любого
класса. �

3.8 Системы Туэ

Напомним, что полугруппой называется АС 〈H, ◦ 〉, где ◦ — ассоциативная бинар-
ная операция. Указанный инфексный символ полугрупповой операции будем, как пра-
вило,пускать. Моноидом (полугруппой с единицей) называется АС 〈H, ◦, e, 〉, где e —
элемент носителя, называемый единицей: для произвольного элемента x ∈ H справед-
ливо xe = ex = x. Пусть на моноиде задано такое отношение частичного порядка v ,
что для произвольных его элементов x, y и z выполняется соотношение

x v y ⇒ (xz v yz) N (zx v zy).

Полученная структура называется упорядоченным моноидом или полугруппой Туэ. Ясно,
например, что “просто” моноид — полугруппа Туэ с тривиальным порядком.

Легко видеть, что для непустого множества X полугруппой Туэ будет АС
SymmX = 〈R(X), �, ⊆, MX 〉 с множеством всех бинарных отношений на X в каче-
стве носителя, операцией произведения отношений в качестве полугрупповой, теоретико-
множественным включением в качестве порядка и диагональным отношением на X в
качестве единицы. Её называют симметрической полугруппой Туэ на X.

На полугруппы Туэ обычным образом переносятся понятия гомоморфизма, изомор-
физма, вложения и т.д. Так, изотонное отображение ϕ : T → T ′ полугрупп Туэ T и T ′

как ч. у. множеств называют их гомоморфизмом, если оно, согласованно с операциями в
T и T ′, т.е. для произвольных элементов x, y ∈ T справедлив закон

ϕ(xy) = ϕ(x)ϕ(y).

Заметим, что преобразование ϕ может и не сохранять единицу. Также изоморфизм и
вложение (мономорфизм) полугрупп Туэ определяются как соответствующие порядко-
вые отображения, согласованные с операциями.

Имеет место замечательная

Теорема 3.24 (представление полугрупп Туэ). Всякая полугруппа Туэ вложима в
подходящую симметрическую.

Доказательство. Для подмножества A некоторого ч. у. множества множество
⋃
a∈A

aM на-

зовём (верхней) тенью A.
Пусть T — полугруппа Туэ, порядок на которой будем обозначать v , а знак опе-

рации — опускать. Рассмотрим множество S(T ) всех теней на T . Понятно, что S(T )
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является ч. у. множеством, упорядоченным по включению. Сопоставим каждому a ∈ T
бинарное отношение ϕ(a) на S(T ) по правилу Xϕ(a)Y , aY ⊆ X (мы обозначаем,
как обычно, aY = {ay | y ∈ Y } ). Ясно, что ϕ ∈ R(S(T )) и поэтому ϕ ∈ SymmS(T ).

Установим свойства отношения ϕ.

1. Удостоверимся сначала, что ϕ — вложение T в SymmS(T ) как ч. у. множеств.

Во-первых, легко проверяется, что a v b ⇒ ϕ(a) ⊆ ϕ(b), т.е. ϕ изотонно.

Покажем, что, во-вторых, отображение ϕ обратно изотонно. Если Y — тень еди-
ничного элемента e, а X — тень некоторого элемента рассматриваемой полугруп-
пы Туэ T , то aY ⊆ X и bY ⊆ X для произвольного b из b ∈ Y , откуда b ∈ X.
Следовательно, ϕ(a) ⊆ ϕ(b) ⇒ a v b.

В третьих, очевидно, ϕ есть инъекция.

2. Покажем теперь, что ϕ согласованно с полугрупповыми операциями на T и
SymmS(T ).

Пусть X(ϕ(a) � ϕ(b))Z, т.е. существует такая тень Y , что Xϕ(a)Y и Y ϕ(b)Z. Это
означает, что aY ⊆ X и bZ ⊆ Y . Отсюда (ab)Z ⊆ X, т.е. Xϕ(ab)Z.

Пусть теперь Xϕ(ab)Z. Рассмотрим в качестве Y тень множества bZ. Поскольку
из z ∈ Z и bz v y вытекает abz v ay , то (ay) ∈ X и aY ⊆ X. С другой стороны,
bZ ⊆ Y и, следовательно, X(ϕ(a) � ϕ(b))Z.

Таким образом, при любых X, Z ∈ S(T ) справедливо Xϕ(ab)Z = X(ϕ(a) �ϕ(b))Z.

Таким образом, ϕ является мономорфизмом рассматриваемых полугрупп Туэ. �

Замечание. Для случая групп (т.е. тривиального порядка) данная теорема есть класси-
ческая теорема Кэли.

Подобно группам и полугруппам, полугруппы Туэ можно задавать при помощи об-
разующих элементов и определяющих соотношений. По историческим причинам такие
представления называют полусистемами Туэ. Полусистемы Туэ (как и логические исчис-
ления) являются примерами канонических систем Поста20, а тезис Поста утверждает,
что произвольная полусистема Туэ может быть представлена как машина Тьюринга и
наоборот.

Напомним, что под алфавитом подразумевают непустое не более чем счётное мно-
жество, при этом его элементы называют буквами. С помощью операции конкатенации
(◦, часто опускается) или соединения элементов, образуют конечные цепочки букв или
слова в алфавите. К ним относят и пустое слово (не содержащее букв). Слова будем обо-
значать буквами A, B, . . . , Z. Множество всех, включая пустое Λ , слов в алфавите A
называют его рефлексивным замыканием и обозначают A∗.

20 См., например, П.Мартин-Лёф. Очерки по конструктивной математике — М.: Мир, 197.
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Определение 3.16. Пусть A — алфавит. Упорядоченную пару слов в A назовём пра-
вилом в A. Полусистемой Туэ T в A называется множество правил в A.

Правила вывода, задаваемые парой слов 〈XAY, XBY 〉 (возможно X и/или Y —
пустые слова) принято записывать в виде

XAY → XBY.

Это означает, что слово XAY может быть заменено на слово XBY , или что возможна
замена слов A 7→ B в контексте X–Y .

Понятно, что правило есть отношение на A∗. Если пара слов 〈U, V 〉 принадлежит
транзитивному замыканию полусистемы Туэ, то говорят, что V выводится из U с по-
мощью правил T . Это записывают как U `T V . Ясно, что `T есть частичный порядок
на множестве слов в алфавите A. Если рассмотреть некоторое множество W слов в A
и обозначить через [W ] множество всех слов, выводимых из W , то оператор [·] будет
оператором замыкания на A∗ (см. c. 42).

В случае U `T V и V `T U пишут U ∼=T V . Нетрудно заметить, что ∼=T есть
отношение эквивалентности на A∗. На фактормножестве A∗/∼=T естественным образом
вводится структура 〈A∗/∼=T , ◦, `T 〉 полугруппы Туэ. Её называют полугруппой Туэ в
алфавите A, задаваемой полусистемой Туэ T 21.

Ссылки на различные приложения теории ч. у. множеств можно найти, например, в
[69, 77].

21Полусистемы Туэ (как и логические исчисления) являются примерами канонических систем Поста
(см., например, П.Мартин-Лёф. Очерки по конструктивной математике — М.: Мир, 1976). Тезис По-
ста утверждает, что произвольная полусистема Туэ может быть представлена как машина Тьюринга и
наоборот.
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Глава 4

Решётки

Красота теории решёток отчасти объясняется исключительной про-
стотой её основных понятий: упорядочения, точной верхней и точ-
ной нижней граней. В этом отношении она очень напоминает тео-
рию групп. Теоретико-решёточными понятиями пронизана вся со-
временная алгебра, хотя во многих учебниках это обстоятельство
явным образом не отмечается.

С.С. Гончаров. Счётные булевы алгебры.

4.1 Решёточно упорядоченные множества и решётки

Определение 4.1. Ч.у. множество, в котором для любых элементов a и b существуют
inf {a, b} и sup {a, b} называют решёточно упорядоченным или бинаправленным.

Ясно, что в решёточно упорядоченном множестве точные верхние и нижние грани
существуют для любого конечного подмножества элементов.
Пример 4.1. 1. Любая цепь решёточно упорядочена. Модели 〈R, 6 〉, 〈N, | 〉

и 〈 P(A), ⊆〉 суть решёточно упорядоченные множества: парами (инфи-
нум, супремум) для них будут (min, max), (НОД,НОК) и (∩, ∪) соответственно.

2. На рис. 4.1 представлены два ч. у. множества, причем лишь первое из них является
решёточно упорядоченным, т.к. во втором не существуют sup {a, b} и inf {c, d}.
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Рис. 4.1. 6-элементные ч. у. множества

3. Ч.у. множество Π(n) всех разбиений числа n при n > 5 не является решёточно
упорядоченным.

Четырёхэлементное ч. у. множество с диаграммой, изображённой на рис. 4.2 обозна-
чим K2. Пусть в некотором ч. у. множестве с диаграммой H за элементом a непосред-
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Рис. 4.2. Ч.у. множество K2

ственно следует элемент b. Модифицируем данное множество, добавив между элемента-
ми a и b новые элементы a1, . . . , ak, образовав подцепь [ a, a1, . . . , ak, b ]. Обозначим
диаграмму полученного ч. у. множества через H ′. Диаграммы H и H ′ называют го-
меоморфными. Очевидно диаграмма H не определяет решётку, если она содержит под-
диаграмму, гомеоморфную диаграмме K2.

Мы ввели понятие решёточно упорядоченного множества, отталкиваясь от отношения
порядка. Однако возможен другой, эквивалентный данному подход, опирающийся на
алгебраические операции.

Определение 4.2. Решёткой L называется множество L с заданными на нём двумя
бинарными операциями: t (объединения) и u (пересечения), подчиняющимися двой-
ственным парам законов Ass, Com, Id и Abs (см. п. 1.1).

Ясно, что в решётке объединения и пресечения существуют для любого конечного
подмножества её элементов. Отметим, что раньше вместо термина «решётка» часто упо-
треблялся термин структура. Теперь под структурой обычно понимают алгебраическую
систему. При этом часто удобно считать решёткой пустое множество.

Приведённое выше определение утверждает, что решётка есть AC 〈L, t, u 〉, двух-
местные операции t и u которой удовлетворяют указанным законам. Ранее было пока-
зано, что законы идемпотентности вытекают из законов поглощения, и поэтому приве-
дённая система аксиом избыточна. Использование именно такой системы аксиом тради-
ционно. Следствием её двойственности является

Принцип двойственности (для решёток). Любое утверждение, истинное для любых
произвольных элементов решётки, остаётся таковым при замене u ↔ t.

Ясно, что бесконечная решётка может содержать, а может и не содержать универсаль-
ные грани; при этом конечная решётка их обязательно содержит: o есть пересечение, а
ι — объединение всех элементов конечной решётки.

На рис. 4.3 изображены все, за исключением линейного порядка, решётки с пятью
элементами. Последние две решётки традиционно называют «пятиугольник» и «ромб» и
обозначают соответственно N5 и M3.
Пример 4.2. 1. Очевидно, любая булева алгебра есть решётка. С другой стороны, лю-

бая цепь есть решётка, являясь булевой алгеброй лишь при числе элементов, равном
2.
Пример N5 показывает, что решётка не обязательно есть ранжированное множе-
ство.
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Рис. 4.3. Все, кроме линейного порядка, 5-элементные решётки
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2. Ч.у. множество D(N) есть решётка: объединение двух его элементов есть их НОК,
а пересечение — НОД.

3. Ч.у. множество 〈 E(A), ⊆〉 всех отношений эквивалентности на множестве A, рас-
смотренное в примере 3.4.4, есть решётка с универсальными гранями o =MA и
ι = OA. Здесь для эквивалентностей α и β в качестве объединения выступает
{α, β}e, а в качестве пересечения — обычное теоретико-множественное пересечение
α∩β, поскольку оно всегда есть эквивалентность. Эту решётку называют также ре-
шёткой всех разбиений множества. Решётку всех разбиений множества { 1, . . . , n }
обозначают Πn.

Пусть, например, на множестве { 1, . . . , 11 } заданы эквивалентности α и β, опре-
деляющие разбиения

Dα = ( 1, 2 | 3, 4, 5 | 6, 7, 8 | 9, 10, 11 ) и Dβ = ( 1, 3, 4 | 2, 5 | 6, 7, 11 | 8 | 9, 10 ) .

Тогда эквивалентность α t β задаётся разбиением ( 1, 2, 3, 4, 5 | 6, 7, 8, 9, 10, 11 ), а
эквивалентность α u β — разбиением ( 1 | 2 | 3, 4 | 5 | 6 | 7 | 8 | 9, 10 | 11 ).

Решётка Π4 показана на рис. 4.4.

Рис. 4.4. Решётка Π4 всех разбиений множества { 1, . . . , 4 }

Число элементов решётки Πn , очевидно, есть число Белла B(n) всевозможных
эквивалентностей на { 1, . . . , n }. Поэтому Πn иногда называют беллианом n-
элементного множества. Числом Стирлинга второго рода S(n, k) для n, k > 1
называется число разбиений n-элементного множества на k блоков. Для них
S(n, k) = 0 при n < k, S(n, 0) = 0 при n 6= 0 и формально полагают S(0, k) = 0,
n, k ∈ N0.
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Ясно, что в решётке всех разбиений n-элементного множества Wk = S(n, k) и

B(n) =
n∑
k=0

S(n, k) .

Для чисел Стирлинга второго рода при k > 2 справедливо соотношение

S(n, k) =
n−1∑
i=k−1

(
n− 1

i

)
S(i, k − 1) .

Числа Стирлинга второго рода достаточно быстро растут: так, например,
S(10, 5) = 42 525.
Отметим, что решётка Πn как ч. у. множество обладает LYM-свойством только
при n < 20, а при больших n теряет и свойство Шпернера (теорема Кенфилда, см.
например, [1]).

4. Множество Sub G всех подгрупп группы G с операциями xty = 〈x, y〉 (подгруп-
па порожденная объединением подгрупп x и y ) и x u y = x ∩ y (это множество,
как известно, всегда является группой) есть решётка. Здесь o = E (единичная
группа) и ι = G.

Ясно, что для любых элементов x и y решётки в силу п. 1.1 леммы (1.1) остаётся
справедливым свойство

x t y = y ⇔ x u y = x .

Если L и M — решётки, то таковыми же являются L ], L⊕M и L×M (в частности,
произведение любых цепей есть решётка). При этом L+M никогда не будет решёткой,
если только одно из множеств L и M непусто. Однако если к L + M добавить уни-
версальные грани, то полученное множество станет решёткой. Например, N5 = 1̂ + 2 и
M3 = 3̂1.

Рассмотрим решёточно упорядоченное множество 〈N, | 〉. В нём для любой пары на-
туральных чисел m и n существуют наименьшее общее кратное m ∨ n и наибольший
общий делитель m ∧ n, из определений которых следует, что m ∨ n = sup {m, n} и
m ∧ n = inf {m, n}. Таким образом, рассматриваемое ч. у. множество решёточно упоря-
доченно. С другой стороны, операции ∨ и ∧ удовлетворяют законам коммутативности,
ассоциативности, поглощения и идемпотентности, и поэтому 〈N, ∨, ∧ 〉 — решётка. На-
конец, если в данной решётке ввести отношение δ по правилу mδn , m ∧ n = m, то
оказывается δ = | и, таким образом, 〈N, δ 〉 — решёточно упорядоченное множество.

Данное рассмотрение наводит на мысль, что решётки и решёточно упорядоченные
множества тесно связаны. Это действительно так, и данная связь устанавливается ниже-
следующей теоремой.

Теорема 4.1 (эквивалентность решёточно упорядоченных множеств и решё-
ток).

1. Пусть 〈P, v〉 — решёточно упорядоченное множество. Если для любых элемен-
тов x и y из P положить

x t y , sup {x, y} , x u y , inf {x, y} ,
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то структура 〈P, t, u 〉 будет решёткой.

2. Пусть 〈L, t, u 〉 — решётка. Если для любых элементов x и y из L положить

x v y , x u y = x (или x v y , x t y = y), (4.1)

то структура 〈L, v〉 будет решёточно упорядоченным множеством.

Доказательство.

1. Необходимо проверить справедливость аксиом решётки для введённых операций t
и u в решёточно упорядоченном множестве P . Выполнение законов коммутатив-
ности и ассоциативности очевидно. Покажем справедливость законов поглощения.

Пусть x и y — произвольные элементы P .

Abs1: x u (x t y) = inf {x, sup{x, y}}; имеем x v sup {x, y} = z и поэтому
inf {x, z} = x.

Abs2: По двойственности.

2. Удостоверимся в справедливости свойств рефлексивности, антисимметричности и
транзитивности у введённого отношения v в решётке L. Для произвольных эле-
ментов x, y, z ∈ L имеем

R: x v x ⇔ x u x = x ;

AS:

{
x v y

y v x
⇔

{
x u y = x

y u x = y
⇔ x = y ;

T: {
x v y

y v z
⇔

{
x t y = y

y t z = z
⇒ x t (y t z) = y t z ⇔ x v (y t z) ⇔ x v z .

Таким образом, 〈L, v〉 есть ч. у. множество. Убедимся, что оно решёточно упоря-
дочено. Пусть z — верхняя грань элементов x и y. Тогда{

x v z

y v z
⇔

{
x t z = z

y t z = z
⇒ (x t y) t z = z ⇔ (x t y) v z .

Поэтому супремум множества {x, y } существует и sup{x, y} = x t y.

Аналогично показывается, что inf{x, y} = x u y. Следовательно, 〈L, v〉 — решё-
точно упорядоченное множество.

Заметим, что следование ⇒ может быть заменено на равносильность ⇔ в доказатель-
стве (T) — на основании свойства 2 теоремы 2.3, а в последнем выводе — на основании
теоремы 4.1. �

Следствие. Для x, y ∈ 〈P, v〉 справедливо x u y v x v x t y, причём x t y —
наименьший, а x u y — наибольший элементы, содержащие как x, так и y.
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Теорема 4.1 устанавливает взаимно-однозначное соответствие между решёточно упо-
рядоченными множествами и решётками: из одной АС всегда можно получить другую.
Поэтому термин «решётка» применяют для обоих понятий, имея в виду, что любую ре-
шётку можно представить либо как ч. у. множество, либо как алгебру. Например, решё-
точно упорядоченные множества 〈R, 6 〉, 〈N, | 〉 и 〈 P(A), ⊆〉 примера 4.1 можно за-
писать в виде решёток 〈R, max, min 〉, 〈N, ∨, ∧ 〉 и 〈 P(A), ∪, ∩ 〉 соответственно. Воз-
можность такого рассмотрения решёток позволяет вводить в них как порядковые, так и
алгебраические операции, что приводит к богатой и многообразной в приложениях тео-
рии. Следует сказать, что эквивалентность соотношений X ⊆ Y и X ∩ Y = X для
множеств X и Y впервые была замечена и использовалась Г.Лейбницем.

Атомы [ коатомы ] решётки есть её атомы [ коатомы ] как ч. у. множества.
Решётка называется полной, если любое подмножество её элементов имеет точные

верхнюю и нижнюю грани (ср. с определением полной булевой алгебры на с. 25). Напри-
мер, отрезок [ 0, 1 ] с обычным порядком и произвольная тотальная алгебра множеств
являются полными решётками, а решётки 〈N, | 〉 и 〈Z, 6 〉 не являются полными, т.к.
ни одно бесконечное подмножество в первой них не имеет точной верхней грани, а во вто-
рой — не имеет хотя бы одной из точных граней. Ясно также, что все полные решётки
должны иметь универсальные грани.

В приложениях часто используется следующая
Теорема 4.2. Частично упорядоченное множество является полной решёткой, если и
только если
1) оно имеет наибольший элемент ι ;
2) для любого его непустого подмножества A существует точная нижняя грань

inf A.

Доказательство. (⇐) Пусть 〈P, v〉 — полная решётка. Тогда каждое о непустое подмно-
жество A ⊆ P имеет и точную нижнюю грань inf A , и точную верхнюю грань sup A.
В частности, существует sup P = ι.

(⇒) Покажем, что в условиях теоремы каждое непустое подмножество A ⊆ P имеет
точную верхнюю грань. Рассмотрим AM — совокупность всех верхних граней A.

Очевидно, ι ∈ AM, так что AM 6= ∅. По условию, существует элемент b = inf AM.
Этот элемент, по определению, и будет точной верхней гранью подмножества A, откуда
заключаем, что рассматриваемая решётка полная. �

Следствие. Конечное ч. у. множество является решёткой, если и только если:
1) оно имеет наибольший элемент;
2) для любых двух его элементов существует точная нижняя грань.

В практических ситуациях проверка наличия точных нижних граней у подмножеств
ч. у. множества обычно не вызывает затруднений, в то время как отыскание точных верх-
них граней, как правило, требует значительных усилий. Теорема 4.2 и следствие из неё
являются эффективными критериями решёточности порядков.

В частности, справедливо
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Утверждение 4.1. Решётка всех разбиений множества является полной.

Доказательство. Точной нижней гранью любой совокупности эквивалентностей являет-
ся их пересечение (всегда эквивалентность), а единицей решётки всех эквивалентностей
(разбиений) множества служит универсальная эквивалентность O, называемая также
аморфной. Осталось применить теорему 4.2. �

4.2 Основные свойства решёток. Решёточные гомоморфизмы,
идеалы и фильтры

Легко показываются нижеследующее элементарное свойство решёток.

Утверждение 4.2. Для любых элементов x, y, u, v решётки 〈L, t, u 〉 справедливо{
x v y
u v v

⇒
{
x t u v y t v
x u u v y u v ;

Доказательство. Имеем{
x v y

u v v
⇔

{
x u y = x

u u v = u
⇒ x u y u u u v = x u u ⇔

⇔ (y u v) u (x u u) = x u u ⇔ x u u v y u v .

Справедливость x t y v u t v следует по двойственности. �

Следствия. 1. x v y ⇒
{
x t u v y t u
x u u v y u u ;

2.
{
x v z
y v z

⇔ x t y v z ;

{
x v y
x v z

⇔ x v y u z .

Понятно также, что в решётке из x t z = y t z (или из x u z = y u z ) не следует
x = y, т.е. неприменимы «правила сокращения».

Теорема 4.3. Элементы x, y и z любой решётки удовлетворяют следующим нера-
венствам полудистрибутивности

Dtr1 w : (x t y) u z w (x u z) t (y u z);
Dtr2 v : (x u y) t z v (x t z) u (y t z)

и полумодулярности

Mod v : x v y ⇒ x t (y u z) v y u (x t z) = (x u y) t (y u z);
Mod w : x w y ⇒ x u (y t z) w y t (x u z) = (x t y) u (y t z).

Доказательство. Для произвольных элементов x, y и z решётки имеем

x u z v x v x t y
x u z v z

}
⇒ x u z v (x t y) u z
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и
y u z v y v x t y
y u z v z

}
⇒ y u x v (x t y) u z.

Таким образом, (x t y) u z есть верхняя грань для x u z и y u z. Это означает, что

(x u z) t (y u z) v (x t y) u z,

и следование Dtr1 w доказано. Второе неравенство полудистрибутивности следует из
только что доказанного по принципу двойственности.

Неравенства полумодулярности есть частный случай неравенств полудистрибутивно-
сти, в которых равенства проверяются непосредственно. �

Используя неравенства полудистрибутивности, можно усилить свойства порядка, при-
ведённые в утверждении 4.2.
Лемма 4.1 (о четырёх элементах). Для любых элементов x, y, u, v решётки
〈L, t, u 〉 справедливо соотношение

x, y v u, v ⇒ x t y v u u v .

Доказательство. По Dtr2 v получим

(u u v) t x v (u t x) u (v t x) ,

а поскольку u t x = u, v t x = v и y v u u v, то получаем требуемое. �

Определение 4.3. Отображение ϕ решётки L в решётку L ′ называется алгебраиче-
ским или решёточным гомоморфизмом, если для любых x, y ∈ L справедливы равен-
ства

ϕ(x t y) = ϕ(x) t ϕ(y) и ϕ(x u y) = ϕ(x) u ϕ(y).

Биективный решёточный гомоморфизм есть решёточный изоморфизм. Изоморфизм
решётки в себя называется автоморфизмом.

Инъективные и сюръективные решёточные гомоморфизмы называют решёточны-
ми (или алгебраическими) мономорфизмами (вложениями) и эпиморфизмами соответ-
ственно.

Порядковые гомоморфизмы решёток как ч. у. множеств, вообще говоря, не являются
алгебраическими. Действительно, для упорядоченных по включению конечных подмно-
жеств множества M отображение ϕ : P0(M) → N0 такое, что ϕ(X) = |X| для X ⊆ M ,
являясь изотонным, не сохраняет ни одну из решёточных операций, поскольку, например,
для произвольных подмножеств A и B

ϕ(A ∪B) = |A ∪B| 6= max {|A|, |B|} = max {ϕ(A), ϕ(B)} .

Напротив, любое отображение одной решётки на другую, сохраняющее хотя бы одну из
решёточных операций, изотонно, т.е. является порядковым гомоморфизмом. Действи-
тельно, если ϕ сохраняет пересечение, то для любых x, y ∈ L имеем

x v y ⇔ x = x u y (∗)⇒ ϕ(x) = ϕ(x u y) = ϕ(x) u ϕ(y) ⇔ ϕ(x) v ϕ(y), (4.2)
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и, значит, ϕ изотонно. Аналогично изотонность ϕ следует и из сохранения объединения.
В случае изоморфизма проблемы снимаются.

Теорема 4.4 (об эквивалентности двух видов изоморфизма решёток). Две ре-
шётки алгебраически изоморфны, если и только если они изоморфны как ч. у. множе-
ства.

Доказательство. (⇐) Пусть ϕ — алгебраический изоморфизм решётки L на некоторую
другую решётку. Так как отображение ϕ взаимно-однозначно и изотонно, остаётся убе-
дится в его обратной изотонности. Это устанавливается обращением следования

(∗)⇒ в
(4.2), что можно сделать в силу взаимно-однозначности ϕ.

(⇒) Пусть L1 и L2 — две решётки, изоморфные как порядки. Докажем
согласованность операции u относительно порядкового изоморфизма ϕ, т.е. что
ϕ(x u y) = ϕ(x) u ϕ(y) при условии x v y ⇔ ϕ(x) v ϕ(y) и биективности ϕ.

Для произвольных элементов x, y ∈ L1 в силу изотонности ϕ в решётке L2 элемент
ϕ(x u y) будет нижней гранью и элемента ϕ(x), и элемента ϕ(y) : ϕ(x u y) v ϕ(x) и
ϕ(x u y) v ϕ(y). Пусть b также есть нижняя грань этих элементов в L2. Тогда, в силу
сюръективности ϕ, в L1 найдется прообраз b — элемент a и{

b = ϕ(a) v ϕ(x)

b = ϕ(a) v ϕ(y)
⇔

{
a v x

a v y
.

Отсюда далее имеем
a v x u y ⇔ b = ϕ(a) v ϕ(x u y).

Таким образом, ϕ(x u y) будет наибольшей нижней гранью для {ϕ(x), ϕ(y) }, или, что
то же, ϕ(x u y) = ϕ(x) u ϕ(y).

Согласованность операции t относительно ϕ справедлива по двойственности. �

Данная теорема позволяет не различать типы изоморфизма решёток и использовать
для них единый ∼= или

ϕ∼=, когда надо указать изоморфизм ϕ.

Теорема 4.5 (о неподвижной точке). Если ϕ — автоморфизм полной решётки
〈L, t, u 〉, то ϕ(x) = x для некоторого x ∈ L.

Доказательство. Пусть Y — множество всех таких элементов y ∈ L, что y v ϕ(y). Ясно,
что Y 6= ∅, поскольку Y содержит, например, нуль решётки x ∈ L. Тогда существует
элемент x = sup Y и для всякого y ∈ Y имеем y v ϕ(y) v ϕ(x), откуда x v ϕ(x).
Но тогда ϕ(x) v ϕ(ϕ(x)), что влечёт ϕ(x) ∈ Y , и значит, ϕ(x) v x = sup Y . Таким
образом, x v ϕ(x) v x, т.е. ϕ(x) = x. �

Доказанная теорема не допускает обращения: ч. у. множество Z3 не является не толь-
ко полной решёткой, но даже и просто решёткой, однако все его автоморфизмы, очевидно
имеют неподвижную точку.

Следующая теорема показывает, как пополнить произвольное ч. у. множество до (пол-
ной) решётки.
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Теорема 4.6 (Макнил). Всякое ч. у. множество можно вложить в подходящую пол-
ную решётку с сохранением всех точных граней.

Доказательство. Напомним, что через R̂ мы обозначаем ч. у. множество R пополненное
максимальным и/или минимальным элементами, если оно не имеет таковых.

Пусть дано ч. у. множество P . Для X ⊆ P̂ обозначим G(X) = X̂M и L(X) = X̂O.
Ясно, что они непусты, если X 6= ∅. Образуем множество Q = {L(G(X)) | X ∈ P∗(P̂ ) }
с порядком по включению. Нетрудно установить, что Q есть искомая решётка. �

При построении решётки Q с указанным свойством по данному ч. у. множеству P го-
ворят, что последнее пополняется сечениями Макнила, а Q является замыканием (Мак-
нила) ч. у. множества P (символически Q = comp(P ) ). Понятно, что в обозначениях

теоремы 4.6 P
f
↪→ comp(P ), где f(x) = L(G({x})).

Доказано [95], что dim(P ) = dim(comp(P )).
Пример замыкания показан на рис. 4.5 и 4.6. На последней диаграмме универсальные

грани и элементы, отмеченные знаком • суть сечения Макнила.
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Рис. 4.5. Ч.у. множество P

Теорема 4.6 показывает, что знаменитое построение Р. Дедекиндом действительных
чисел «сечениями» на самом деле применимо для любого ч. у. множества.

Определение 4.4. Непустое подмножество L ′ решётки 〈L, t, u 〉 называется её подре-
шёткой (символически L ′ 6 L), если L ′ устойчиво относительно сужений t и u .

Из определения следует, что подмножество элементов решётки L может быть решёт-
кой относительно сужения частичного порядка, но не подрешёткой L.

Пример 4.3. 1. Любое одноэлементное подмножество решётки есть её подрешётка.
Каждое подмножество решётки L является подрешёткой, если и только если L —
цепь.

2. Решётка L ′ ∼= N5, образованная элементами o, a, c, d, e (выделены жирным) не
является подрешёткой решётки L (см. рис. 4.7), поскольку c u d в L есть b, а в
L ′ — o.

3. Если L — решётка, то совокупность её подрешёток Sub L — ч. у. множество, упо-
рядоченное по включению.
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Рис. 4.6. Замыкание Макнила comp(P ) ч. у. множества P с рис. 4.5
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Рис. 4.7. Ч.у. подмножество (выделено жирным) — решётка, но не подрешётка исходной

4. Любой интервал решётки есть её подрешётка, но не любая подрешётка есть интер-
вал.

Пересечение подрешёток либо пусто, либо является подрешёткой. В силу этого,
оказывается удобным считать подрешёткой и пустое множество. Тогда пересечение
любой совокупности подрешёток и любой интервал решётки оказываются подре-
шётками.
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5. Пусть 〈L, t, u 〉 — решётка. Тогда совокупность её интервалов Si(L) — также
решётка относительно операций

[a, b] ∪ [c, d] , [a u c, b t d] и [a, b] ∩ [c, d] , [a t c, b u d] , a, b, c, d ∈ L .

Очевидно, Si(L) — решётка с универсальными гранями: её единицей служит L, а
нулём — пустой интервал (который может быть записан [a, b] при a > b).

6. Если ϕ — гомоморфизм решётки L в решётку L ′, то Imϕ 6 L ′.
7. Обозначим через N◦ множество натуральных чисел, свободных от квадратов

(см. пример 1.6.4), включая в него и 1. Тогда 〈N◦, ∨, ∧ 〉 6 〈N, ∨, ∧ 〉.
8. С помощью теоремы 4.4 устанавливается, что введённая выше решётка N◦ изо-

морфна решётке P0(A) всех конечных подмножеств счётного множества A.
Положим сначала ϕ(1) = ∅. Затем построим биекцию ϕ между множеством про-
стых чисел и A. Для этого пронумеруем элементы A в произвольном порядке:
A = { a1, a2, . . . } и положим ϕ(pi) = ai, где pi — i-е простое число. Таким обра-
зом, определено частичное инъективное отображение для простых чисел из N◦ в
A. Для остальных элементов n = p1 · . . . ·pk из N◦, где p1, . . . , pk — различные про-
стые числа, положим ϕ(n) = {ϕ(p1), . . . , ϕ(pk)}. Понятно, что N◦

ϕ∼= P0(A), если
A — счётно.

9. Если G — группа, то множество всех её подгрупп Sub G является, как известно,
решёткой, однако Sub G 
 P(G).

Элемент e решётки L с универсальными гранями называют центральным, если при
любом представлении L = A×B (A и B — решётки) имеет место либо e = (o, ι), либо
e = (ι, o). Совокупность всех центральных элементов решётки называется её центром.
Центр любой решётки оказывается её подрешёткой, и более того, булевой алгеброй.

Определение 4.5. Пусть 〈L, t, u 〉 — решётка. Непустое подмножество I элементов
L называется её (решёточным) идеалом, если

1) (x ∈ I) N (y v x) ⇒ y ∈ I и 2) x, y ∈ I ⇒ x t y ∈ I .

Двойственно, непустое подмножество F элементов L называется её решёточным филь-
тром, если

1) (x ∈ F ) N (x v y) ⇒ y ∈ F и 2) x, y ∈ F ⇒ x u y ∈ F .

Мы видим, что решёточные идеалы [фильтры ] суть непустые и устойчивые относи-
тельно операции t [u ] порядковые идеалы [фильтры ] решёток. Условия для решёточ-
ных идеалов и фильтров в приведённом определении часто заменяют на эквивалентные

x ∈ I N y ∈ L ⇒ x u y ∈ I и x ∈ F N y ∈ L ⇒ x t y ∈ F

соответственно. Непустое подмножество I [F ] оказывается решёточным идеалом
[фильтром ], если и только если для любых её элементов x и y справедлива эквива-
лентность

x, y ∈ I ⇔ x t y ∈ I [x, y ∈ F ⇔ x u y ∈ F ].

Если решётка имеет наименьший [ наибольший ] элемент, то он будет её идеалом
[фильтром ]. Пусть a — элемент решётки L, тогда её главные порядковые идеал
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J(a) = aO и фильтр aM являются, очевидно, также и (главными) решёточными идеалом
и фильтром. Легко видеть, что в конечной решётке все идеалы и фильтры — главные.
Действительно, если I — идеал конечной решётки, то рассмотрим элемент x =

⊔
a∈I a,

для которого будем иметь x ∈ I и I = xO (аналогично для фильтров). Для бесконеч-
ных решёток построить элемент a, как это было сделано выше, вообще говоря, нельзя.
Поэтому могут существовать и неглавные решёточные идеалы и фильтры.

Пример 4.4. 1. Если A — бесконечное множество, то совокупность P0(A) всех его
конечных подмножеств будет неглавным идеалом решётки P(A).

2. Рассмотрим цепь
[

0, 1
2
, 2

3
, 3

4
, . . . , 1

]
, а [ 0, 1 ) — её неглавный идеал.

Сама решётка L всегда будет своим идеалом и фильтром. Все другие идеалы и филь-
тры L называют собственными. Понятно, что для решётки с единицей [ нулём ] идеал
[фильр ] собственный, если и только если он не содержит единицу и [ нуль ]. Так, идеал
I, построенный в п. 2 примера 4.4 собственный.

Множество всех собственных решёточных идеалов обозначим J∗(L). Ясно, что это
ч. у. множество, упорядоченное по включению. Если решётка содержит нуль o, то мно-
жество {o} является наименьшим решёточным идеалом, в противном случае в число
идеалов договариваются включать пустое множество. Поэтому J∗(L) всегда имеет наи-
меньший элемент. Максимальные элементы J∗(L) называют максимальными идеалами
решётки L; таким образом максимальный идеал решётки не содержится ни в каком
другом её собственном идеале. Существование максимальных решёточных идеалов и их
связь с другими идеалами решётки определяет следующая

Теорема 4.7 (о собственных идеалах решётки с единицей). Всякий собственный
идеал решётки с единицей содержится в некотором её максимальном идеале.

Доказательство. Пусть 〈L, v〉 — решётка с единицей ι. Покажем, что в ч. у. множестве
〈 J∗(L), ⊆〉 всех собственных решёточных идеалов L каждая цепь имеет верхнюю грань
и сошлёмся затем на лемму Куратовского-Цорна1.

Пусть C = [ J1, J2, . . . ] — некоторая (конечная или бесконечная) цепь собственных
идеалов L. Обозначим J =

⋃
Jk∈C Jk и удостоверимся, что J ∈ J∗(L), т.е. J является

собственным идеалом решётки L.
Действительно, если x ∈ J , то x ∈ Jk ∈ C для некоторого k. Для любого y v x

имеем y ∈ Jk ⊆ J . Пусть далее x, y ∈ J . Тогда x ∈ Jk ∈ C и y ∈ Jl ∈ C для некоторых
k, l. Поскольку C — цепь, то Jk и Jl сравнимы в J∗(L). Без ограничения общности
считаем, что Jk ⊆ Jl. Тогда x, y ∈ Jl и, поскольку Jl — идеал, то x t y ∈ Jl ⊆ J .

Таким образом, J — идеал решётки L. Более того, он собственный, поскольку
ι 6∈ Jk ∈ C влечёт ι 6∈ J . С другой стороны, поскольку Jk ⊆ J для всех Jk ∈ C, то
J будет верхней гранью цепи C. �

Например, идеал I, построенный в п. 2 примера 4.4 максимальный.

1 Эффективное доказательства данного факта неизвестно.
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Если имеется гомоморфизм ϕ решётки L на решётку с нулём 0, то прообраз нуля
ϕ ](0) является идеалом L. Такой идеал называется ядерным. Решётки могут иметь и
неядерные идеалы: например, идеал 〈b〉 = {o, a, b, e} решётки, изображённой на рис. 4.8,
как можно показать, ядерным не является.
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Рис. 4.8. Решётка с неядерным идеалом 〈b〉

Двойственно, полный прообраз единицы гомоморфизма решётки L на решётку с еди-
ницей является фильтром L, и фильтры указанного вида называют ядерными. Понятно,
что существуют и неядерные фильтры.

Диаграммы Хассе остаются удобным способом описания решёток. Однако если решёт-
ка устроена слишком сложно, такие диаграммы становятся мало наглядными. Другие
возможности представления решёток даёт следующая

Теорема 4.8 (о представлении решёток). Всякая решётка может быть вложена в
булеан подходящего множества с сохранением всех точных нижних граней.

Доказательство. Пусть L — решётка. По теореме 3.10 о представлении ч. у. множеств
отображение ϕ(x) = xO осуществляет вложение L в P(L) как ч. у. множество. Оста-
лось удостовериться, что ϕ сохраняет пересечения, т.е. ϕ(x u y) = ϕ(x) ∩ ϕ(y) или
(x u y)O = xO ∩ yO. Имеем

z ∈ (x u y)O ⇔ z v (x u y) ⇒

{
z v x

z v y
⇔

{
z ∈ xO

z ∈ yO
⇔ z ∈ (xO ∩ yO).

Поэтому ϕ — искомое вложение. �

Данная теорема позволяет представлять элементы любой решётки подмножествами
некоторого множества A, пользуясь аналогами диаграмм Эйлера-Венна. В таких диа-
граммах результат операции пересечения отождествляют с теоретико-множественным
пересечением в A, наибольшему элементу решётки (если он существует) соответствует
само множество A, а наименьшему (если он есть) договариваются сопоставлять пустое
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множество (хотя по теореме 4.8 о представлении решёток имеем ϕ(o) = oO = {o}, но точ-
ка, соответствующая o, содержится во всех идеалах решётки, и её можно удалить без
нарушения отношения включения идеалов).

Выясним, как следует обозначать результат объединения (точные верхние грани) на
таких диаграммах. Имеем

z ∈ ϕ(x) ∪ ϕ(y) = xO ∪ yO ⇔

[
z ∈ xO

z ∈ yO
⇔

[
z v x

z v y
⇒

⇒ z v x t y ⇔ z ∈ (x t y)O = ϕ(x t y).

Таким образом, ϕ(x)∪ϕ(y) ⊆ ϕ(xty), причём равенство в этом выражении, как нетрудно
видеть, будет лишь в случае сравнимости x и y. Поэтому при обозначении объединения
элементов, изображаемых в виде связных выпуклых областей, необходимо рисовать вы-
пуклую область, покрывающую “с запасом” области, соответствующие данным элементам
(см. рис. 4.9).

��
��
x

&%
'$

y

'

&

$

%x t y
ι

Рис. 4.9. Обозначение объединения элементов решётки

Приведём ещё одно утверждение относительно вложимости решёток.

Теорема 4.9 (Макнил). Всякую решётку можно вложить в подходящую полную ре-
шётку с сохранением всех точных граней.

Доказательство. Для произвольного ч. у. множеств R, если оно не имеет максимального
и/или минимального элемента, добавим их к R, обозначив полученное ч. у. множество
R̂.

Пусть дано ч. у. множество P . Для подмножеств X ч. у. множества P̂ образуем мно-
жества G(X) = X̂M и L(X) = X̂O элементов P̂ . Ясно, что они непусты, если X 6= ∅.
Образуем множество Q = {L(G(X)) | X ∈ P∗(P̂ ) } с порядком по включению. Нетрудно
установить, что Q есть искомая решётка. �

Теорема 4.10. Всякую конечную решётку можно вложить в конечную решётку раз-
биений.

Далее мы рассмотрим специальные типы решёток.
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4.3 Модулярные решётки

Определение 4.6. Решётка 〈L, t, u 〉 называется модулярной, если для любых
x, y, z ∈ L в ней выполняется следующий модулярный закон

Mod : x v y ⇒ x t (y u z) = y u (x t z) .

Ясно, что смысл модулярного закона состоит в выполнении следования, обратного
утверждаемому в Mod v. Двойственный к модулярному закон

x w y ⇒ x u (y t z) = y t (x u z)

ему эквивалентен. Поэтому для модулярных решёток принцип двойственности остается
справедливым.

Пример 4.5. 1. Модулярными являются все цепи, решётка 〈N, | 〉, булевы алгебры и
их подрешётки. Впоследствии мы увидим, что для этих решёток справедливо более
сильное условие дистрибутивности.

2. Решётка NSub G всех нормальных подгрупп группы G образует модулярную
решётку. Действительно, пусть X, Y, Z — произвольные нормальные подгруппы
группы G и X ⊆ Y . Известно, что объединение X ∪Z двух нормальных подгрупп
X и Z группы G совпадает с их произведением XZ , { g ∈ G | ∃

X

x∃
Z

z ( g = xz ) },
а пересечение подгрупп всегда есть подгруппа. Поэтому нам нужно показать спра-
ведливость включения Y ∩XZ ⊆ X(Z ∩ Y ) при условии X ⊆ Y . В самом деле,
всегда найдутся такие x ∈ X и z ∈ Z, что

t ∈ Y ∩XZ ⇒
{
t ∈ Y
t = xz

z=x−1t∈Y
=⇒

{
z ∈ Y ∩ Z
t = xz

⇒ t ∈ X(Z ∩ Y ) .

Модулярные решётки часто называют дедекиндовыми, поскольку указанное свой-
ство нормальных подгрупп обнаружил в 1900 г. Р. Дедекинд.

3. Другим важным примером модулярной решётки является решётка всех подпро-
странств векторного пространства. Под объединением подпространств понимается
наименьшее подпространство, их содержащее. Доказательство этого факта полно-
стью аналогично доказательству модулярности решётки NSub G. Точно так же до-
казывают, что решётка всех идеалов любого кольца модулярна.

Решётка всех эквивалентностей на данном множестве в общем случае не модуляр-
на. Действительно, рассмотрим множество M = { 1, 2, 3, 4 }. Среди E(M) имеют-
ся эквивалентности α, β и γ со соответствующими разбиениями на смежные классы
Dα = ( 1 | 2 | 3, 4 ), Dβ = ( 1 | 2, 3 | 4 ) и Dγ = ( 1, 2 | 3, 4 ) соответственно. Вместе
с диагональным отношением в качестве o и аморфной эквивалентностью в качестве ι

они образуют решётку N5. Однако она немодулярна, поскольку α v γ, но

α t (γ u β) = α t o = α 6= γ u (α t β) = γ u ι = γ.

Таким образом, решётка 〈 E(M), ⊆〉 может содержать немодулярную подрешётку, и,
следовательно, в общем случае немодулярна сама.

Немодулярность N5 оказывается ключевой: справедлива
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Теорема 4.11 (критерий модулярности решётки). Решётка модулярна, если и
только если никакая её подрешётка не изоморфна пятиугольнику N5.

Доказательство. (⇐) Поскольку пятиугольник не модулярен, то никакая решётка, содер-
жащая изоморфную ему подрешётку, не может быть модулярной.

(⇒) Покажем, что немодулярная решётка L содержит подрешётку, изоморфную пя-
тиугольнику N5.

Немодулярность L означает существование таких её элементов x, y и z , что x v y ,
но xt (yu z) @ yu (xt z). Покажем, что элементы yu z, xt (yu z), yu (xt z), z, xt z
образуют подрешётку в L, изоморфную N5.

В самом деле, должны иметь место соотношения

y u z @ z @ x t z и y u z @ x t (y u z) @ y u (x t z) @ x t z,

поскольку, заменив первый, второй, третий или пятый знак @ на =, получим x v z или
z v y, откуда сразу следует модулярный закон.

Далее

x t z = (x t z) t z v (x t (y u z)) t z v (y u (x t z)) t z v (x t y) t z = x t z.

Это означает, что элементы xt (yu z) и yu (xt z) оба дают в объединении с z элемент
x t z.

Кроме того,

y u z = (y u z) u z v (x t (y u z)) u z v (y u (x t z)) u z = y u ((x t z) u z) = y u z.

Это означает, что элементы xt (y u z) и y u (xt z) оба дают в пересечении с z элемент
y u z. �

Ясно, что невыполнение цепного условия Жордана–Дедекинда (3.2) для некоторой
решётки означает существование у неё подрешётки, изоморфной N5, и, по доказанному
критерию, её немодулярность. При этом выполнение указанного условия, очевидно, ещё
не означает модулярности решётки.

Пример 4.6. 1. Для решётки, изображённой на рис. 4.10.1) цепное условия Жордана–
Дедекинда не выполняется: длины её максимальных цепей между универсальными
гранями не совпадают, и, как следствие, она содержит подрешётку, изоморфную
N5, что влечёт её немодулярность.

2. Для решётки, изображённой на рис. 4.10.2) цепное условия Жордана–Дедекинда
выполняется, однако она немодулярна, т.к. содержит подрешётку изоморфную N5.

В заключении раздела приведём ещё два критерия модулярности решёток.

Теорема 4.12. Решётка 〈L, t, u 〉 модулярна, если и только если для любых её эле-
ментов x, y и z имеет место соотношение

x t ((x t y) u z)) = (x t y) u (x t z)
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Рис. 4.10. Немодулярные решётки c 1) невыполненным и 2) выполненным условием
Жордана–Дедекинда

или эквивалентное двойственное ему

x u ((x u y) t z)) = (x u y) t (x u z).

Доказательство. Если решётка L модулярна, то первое тождество следует из отношения
x v x t y, если в модулярном законе заменить y на x t y. Обратно, при x v y, т.е. при
x t y = y, первое тождество превращается в x t (y u z) = y u (x t z), что является
заключением модулярного закона.

Справедливость второго тождества следует из принципа двойственности. �

Можно показать, что решётка модулярна, если для любых двух её элементов x и y

справедливо соотношение

x u y l x, y ⇔ x, y l x t y .

Пусть x, y и z — элементы решётки 〈L, t, u 〉. Правило

Abbr(x, y) :

{
x t z = y t z
x u z = y u z

⇒ x = y . (4.3)

называется правилом сокращения для x и y. В общем случае данное правило, конеч-
но, несправедливо: например, для пятиугольника N5 в обозначениях рис. 4.3 имеем
a t b = c t b = ι и a u b = c u b = o, но a 6= c.

Теорема 4.13 (правило сокращения для модулярных решёток). Решётка моду-
лярна, если и только если при сравнимости её элементов x и y справедливо правило
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их сокращения.

Доказательство.
(⇒) Пусть для некоторых элементов x, y, z модулярной решётки справедливы и ра-

венства x t z = y t z, x u z = y u z, и следование x v y. Тогда

x
Abs
= x t (x u z) = x t (y u z)

Mod
= y u (x t z) = y u (y t z)

Abs
= y .

(⇐) Доказательство достаточности может быть найдено в [48]. �

Также может быть показано, что гомоморфный образ и любая подрешётка модуляр-
ной решётки модулярны и прямое произведение модулярных решёток есть модулярная
решётка.

4.4 Дистрибутивные решётки

Определение 4.7. Решётка 〈L, t, u 〉 называется дистрибутивной, если в ней выпол-
няются дистрибутивные законы

Dtr1 : (x t y) u z = (x u z) t (y u z);
Dtr2 : (x u y) t z = (x t z) u (y t z).

Ясно, что смысл дистрибутивных законов состоит в выполнении следований, обрат-
ных утверждаемым в соответствующих неравенствах полудистрибутивности. Так же по-
нятно, что для дистрибутивных решёток принцип двойственности остается справедли-
вым. В п. 1.1 было показано, что законы поглощения обеспечивают эквивалентность
дистрибутивных законов. Так что рассматриваемая система аксиом для дистрибутивных
решёток избыточна, и достаточно было потребовать выполнения лишь одного из дистри-
бутивных законов (обычно в таком случае постулируют выполнение Dtr1).
Пример 4.7. 1. Все цепи — дистрибутивные решётки: истинность тождества

min {max {x, y }, z } = max {min {x, z }, min { y, z } }

для них проверяется непосредственно.
Все булевы алгебры и максиминная алгебра (см. п. 2 примера 2) суть дистрибутив-
ные решётки.

2. Покажем дистрибутивность решётки 〈N, ∨, ∧ 〉, т.е. справедливость для любых на-
туральных чисел x, y и z соотношения

x ∧ (y ∨ z) = (x ∧ y) ∨ (x ∧ z) ,

где x ∧ y — наибольший общий делитель, а x ∨ y — наименьшее общее кратное
x и y. Воспользуемся каноническим представлением натуральных чисел в виде
произведений их простых сомножителей

x =
s∏
i=1

pαii , y =
s∏
i=1

pβii , z =
s∏
i=1

p γii ,

считая, что некоторые показатели могут быть нулевыми. Тогда



4.4. Дистрибутивные решётки 147

x ∧ (y ∨ z) =
s∏
i=1

p
min{αi,max{βi, γi}}
i ,

(x ∧ y) ∨ (x ∧ z) =
s∏
i=1

p
max{min{αi, βi},min{αi, γi}}
i ,

и требуемое равенство

min {α, max {β, γ}} = max {min{α, β}, min{α, γ}}

представляет собой дистрибутивный закон для цепи N0.
Впоследствии будет показано, что любая конечная дистрибутивная решётка вло-
жима в 〈N, ∨, ∧ 〉.

3. Решётка всех подпространств векторного пространства, упомянутая выше в каче-
стве примера модулярной решётки, не является дистрибутивной.
Для n > 3 решётка Πn всех разбиений n-элементного множества не дистрибутив-
на.

4. Непустая совокупность подмножеств некоторого множества, содержащая вместе с
двумя подмножествами их объединение и пересечение называется решёткой или
кольцом множеств (ср. с определением поля множеств на с. 11). Всякая решёт-
ка множеств дистрибутивна, поскольку дистрибутивны теоретико-множественные
операции объединения и пересечения.

5. Решётка Sub C всех подгрупп циклической группы C дистрибутивна. Заме-
тим, что, однако, Sub C не является решёткой множеств, поскольку объедине-
ние её элементов-подгрупп не совпадает (в отличие от пересечения) с теоретико-
множественным.

Можно показать, что решётка дистрибутивна, если и только если она может быть
представлена как подрешётка Bn для некоторого n . Пятиугольник N5 недистрибутивен:
действительно (см. рис. 4.3), a v c, но

(a t b) u c = ι u c = c 6= (a u c) t (b u c) = a t o = a.

Поэтому справедливо

Утверждение 4.3. Всякая дистрибутивная решётка модулярна.

Этот факт так же следует из того, что модулярный закон представляет собой ослаб-
ленную форму второго дистрибутивного закона: если x v y, то x t y = y и

x t (y u z)
Dtr2
= (x t y) u (x t z) = y u (x t z) .

Решётка NSub G всех нормальных подгрупп группы G модулярна (см. пример 4.5.2),
но в общем случае не дистрибутивна. Действительно, рассмотрим четверную группу
Клейна V4 = {e, x, y, xy} с определяющими соотношениями x2 = y2 = e, xy = yx.
Собственные её подгруппы суть a = {e, x}, b = {e, y} и c = {e, xy}. Все они нормаль-
ны, поскольку V4 абелева. Решётка Sub V4 её подгрупп (см. рис. 4.11) изоморфна M3 и
модулярна, но не дистрибутивна, т.к. не дистрибутивен ромб M3:
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Рис. 4.11. Решётка Sub V4

(a t b) u c = ι u c = c 6= (a u c) t (b u c) = o t o = o.

Недистрибутивность M3, оказывается ключевой: справедлива

Теорема 4.14. Модулярная решётка является дистрибутивной, если и только если
никакая её подрешётка не изоморфна ромбу M3.

Доказательство. (⇐) Поскольку ромб M3 не дистрибутивен, то никакая решётка, содер-
жащая изоморфную ему подрешётку, не может быть дистрибутивной.

(⇒) Пусть решётка L модулярна и не содержит M3 в качестве подрешётки. Для про-
извольных x, y, z ∈ L рассмотрим следующие пять элементов

a = (z u (x t y)) t (x u y); b = (y u (x t z)) t (x u z);

c = (x u (y t z)) t (y u z);

u = (x u y) t (y u z) t (z u x); v = (x t y) u (y t z) u (z t x).

Покажем сначала, что

a t b = b t c = c t a = v и a u b = b u c = c u a = u.

Имеем

(z u (x t y)) t (y u (x t z)) = (x t y) u ((y u (x t z)) t z) =

= (x t y) u ((x t z) u (y t z)) = v.

Вывод сделан с учётом модулярного закона, а также следований y u (x t z) v x t y
и z v x t z для первого и второго равенств соответственно. Отсюда получаем, что
a t b = v, и в силу симметрии, что b t c = c t a = v.

Учитывая модулярный закон и очевидное соотношение xuy v xty получаем другое,
двойственное к исходному, выражение для a:

a = (z t (x u y)) u (x t y).
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Аналогично
b = (y t (z u x)) u (z t x), c = (x t (y u z)) u (y t z).

Используя теперь принцип двойственности для модулярных решёток и учитывая, что
u двойственно v, получим a u b = b u c = c u a = u.

Таким образом, если все элементы a, b и c попарно различны, то подрешётка
{u, a, b, c, v} в L изоморфна ромбу M3 (u v a, b, c v v) . Это невозможно, и, значит,
u = a = b = c = u, но тогда

(x t y) u z v a = u v (x u z) t (y u z),

и, следовательно, в L выполняется дистрибутивный закон. �

Следствие (Критерий дистрибутивности решётки). Решётка дистрибутивна, ес-
ли и только если никакая её подрешётка не изоморфна ни пятиугольнику N5, ни ромбу
M3.

В дистрибутивных решётках и только в них справедливо следующее правило.

Теорема 4.15 (правило сокращения для дистрибутивных решёток). Решётка
дистрибутивна, если и только если в ней справедливо правило сокращения Abbr (4.3).

Доказательство необходимости совпадает с соответствующим в теореме 4.13, поскольку
дистрибутивная решётка модулярна, а доказательство достаточности может быть найде-
но в [48]. �

Отметим, что любая дистрибутивная решётка 〈L, t, u 〉 является коммутативным
полукольцом: обе операции ассоциативны и коммутативны, а пересечение дистрибутивно
относительно объединения.

В дальнейшем нам понадобятся некоторые леммы, которые, впрочем, представляют
и самостоятельный интерес.

Лемма 4.2. Порядковые идеалы ч. у. множества P образуют подрешётку решётки
〈 P(P ), ∪, ∩ 〉.

Доказательство. Достаточно показать, что совокупность J(P ) устойчива относительно
теоретико-множественных операций объединения и пресечения.

Пусть I1, I2 ∈ J(P ). Тогда для всех элементов a, x ∈ P имеем

(x v a) N (a ∈ I1 ∪ I2) ⇒

[
(x v a) N (a ∈ I1)
(x v a) N (a ∈ I2)

⇒

[
x ∈ I1
x ∈ I2

⇒ x ∈ I1 ∪ I2

и аналогично для I1 ∩ I2. Следовательно, и I1 ∪ I2, и I1 ∩ I2 являются порядковыми
идеалами. �

Следствие. Решётка 〈 J(P ), ∪, ∩ 〉 дистрибутивна.
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Понятно, что J(P ) — пример кольца множеств. В соответствии с данной леммой, ре-
шётка J(P ), построенная в примере 3.11 (рис. 3.12), дистрибутивна. Там она строилась
“снизу вверх”, считая что если имеются два порядковых идеала, то должно существо-
вать и их объединение. Ниже будет описан алгоритм построения диаграммы J(P ) по
диаграмме конечного ч. у. множества P . Заметим, что установлена [72] справедливость
соотношения

J(LP ) ∼= (J(L))P

для произвольных решётки L и ч. у. множества P .
В конечных дистрибутивных решётках атомы не играют такой роли, как в булевых

алгебрах. Например, в конечной цепи всего один атом. Здесь гораздо большее значение
имеют определяемые ниже неразложимые в объединение элементы.

Определение 4.8. Ненулевой элемент z решётки назовём неразложимым (в объедине-
ние), если из z = x t y следует либо z = x, либо z = y.

Очевидно, неразложимый элемент нельзя записать в виде объединения содержащихся
в нём и отличных от него элементов.
Пример 4.8. 1. Атомы любой решётки неразложимы, и в атомной булевой алгебре нет

других неразложимых элементов.
2. В решётке 〈N, | 〉 неразложимы в точности степени простых чисел.
3. В цепи ни один элемент не является разложимым.

Ранее мы строили ч. у. множество J(P ) для некоторого ч. у. множества P , рассматри-
вая все порядковые идеалы последнего и их взаимные включения. Теперь можно указать
более эффективный алгоритм построения диаграммы Хассе для решётки порядковых
идеалов конечного ч. у. множества по данной его диаграмме Хассе. Подробно алгоритм
описан в монографии [50], вкратце он изложен ниже.

Пусть множество M минимальных элементов конечного ч. у. множества P имеет
мощность m.

1. Построим диаграмму конечной булевой алгебры, изоморфной J(M).

2. Выберем некоторый минимальный элемент x множества P r M и присоединим
к J(M) неразложимый в объединение элемент, содержащий порядковый идеал
J(x)r {x}.

3. Добавим все необходимые объединения элементов, содержащих идеал J(x) r {x},
чтобы они образовывали булеву алгебру.

4. Если существуют элементы, содержащие множество J(x) r {x} и покрывающие
элементы которых не имеют объединений, то изобразим последние так, чтобы об-
разовалась булева алгебра.

Продолжая таким образом до тех пор, пока каждое множество элементов, содер-
жащее данный элемент не будет иметь объединения, получим диаграмму дистри-
бутивной решётки J(M ∪ {x}).
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5. Выберем некоторый минимальный элемент y множества {PrM}r{x} и присоеди-
ним к J(M ∪{x}) неразложимый в объединение элемент, содержащий порядковый
идеал J(x)r {y}.

6. Повторяя шаги 3 и 4, получим диаграмму дистрибутивной решётки J(M ∪ {x, y}).

7. Продолжаем аналогично, пока не получим диаграмму решётки J(P ).

Построим по приведённому алгоритму решётку порядковых идеалов ч. у. множества
Z5 изображённого на рис. 4.12. Полученная решётка изображена на рис. 4.13.
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Рис. 4.12. Ч.у. множество Z5
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Рис. 4.13. Решётка J(Z5). |J(Z5)| = 13.

Продемонстрируем на построенной решётке вычисление некоторых характеристиче-
ских чисел исходного ч. у. множества Z5. Известно, что зигзаг Zn имеет Fn+2 ((n+ 2)-е
число Фибоначчи) порядковых идеалов. Например, в нашем случае |J(Z5)| = F7 = 13.
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Кроме того, доказано, что мощность e(P ) множества всех линеаризации конечного
ч. у. множества P есть число максимальных восходящих от наименьшего элемента ∅ к
наибольшему PO цепей в решётке J(P ) . Для нашего примера можно подсчитать, что
таких путей 16: проходящих через 〈a, b, c〉 — 6 · 2 = 12, а через 〈d〉 и 〈e〉 — по 2.
С другой стороны, из формулы (3.6) следует, что e(Z5) есть 5! умноженное на пятое
число тангенса — коэффициент при x5 в разложении tg x в ряд Маклорена. Поскольку
данный коэффициент есть 2

15
, получим e(Z5) = 5! 2

15
= 16.

Для примера, построим решётку порядковых идеалов ч. у. множества Z6 изображён-
ного на рис. 4.14. Полученная решётка изображена на рис. 4.15.
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Рис. 4.14. Зигзаг Z6

Теорема 4.16 ([20]). ∑
n>1

e(sn)

n!
xn =

x

cos2 x
.

Доказательство. Для подсчёта числа максимальных цепей в J(sn) применим т.н. метод
выделенного элемента, за который возмём некоторый минимальный элемент Zn. За-
дача сведётся к подсчёту числа bn максимальных цепей в J(Zn), проходящих через
данный минимальный элемент, т.к. e(sn) = n · en. Но bn есть число максимальных
цепей в J(Z2n−1). Значение bn известно — это n-е число тангенса 22n(22n−1)

2n
Bn (см.

(3.6) ). Здесь Bn — n-е число Бернулли в обозначениях [21]. Таким образом, имеем
e(sn) = 22n−1 · (22n − 1) ·Bn.

Утверждение теоремы следует из того, что n · en — коэффициент при xn−1 в разло-
жении по степеням x функции tg′(x) = 1/ cos2 x. �

Числа e(sn) и, для сравнения, числа секанса e(Z2n) для первых значений n приве-
дены в нижеследующей таблице.

n 2 3 4 5 6 7
e(sn) 4 48 1 088 39 680 2 122 752 156 577 855
e(Z2n) 5 61 1 385 50 521 2 702 765 199 360 981

На рис. 4.16 показана решётка порядковых идеалов для короны s3 с рис. 3.30. По
нему легко подсчитать, что число e(s3) максимальных путей в J(s3) равно 48 (через
вершину 〈a, b, c〉 проходит (3!)2 = 36 путей и через каждую из вершин 〈d〉, 〈e〉 и
〈f〉 — по (2!)2 = 4), так же и по вышеприведённой таблице.
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Рис. 4.15. Решётка J(Z6)

Заметим, что очевидно J(B3) ∼= 1 ⊕ J(s3) ⊕ 1 и |J(B3)| = 1 + 18 + 1 = 20. Зна-
чения |J(Bn)| для n = 1, . . . , 8 приведены в нижеследующей таблице; для других n

соответствующие значения неизвестны.

n 1 2 3 4 5 6 7
|J(Bn)| 3 6 20 168 7 581 7 828 354 2 414 682 040 998

Лемма 4.3. В конечной решётке каждый ненулевой элемент может быть представлен
в виде объединения неразложимых элементов.

Доказательство. Если элемент b неразложим, то b = bt b. Пусть b = b1t b2 и b1 6= b 6= b2.
Если и b1, и b2 неразложимы, то лемма доказана. В противном случае представляем b1
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Рис. 4.16. Решётка J(s3)

и/или b2 в виде объединения строго содержащихся в них элементов, и т.д. В силу конеч-
ности решётки указанный процесс закончится, и исходный элемент b будет представлен
в виде объединения неразложимых элементов. �

Множество неразложимых в объединение элементов (дистрибутивной) решёт-
ки L будем обозначать Irr L. Для элемента x решётки конечной L обозначим
Irr(a) = {x ∈ Irr L | x v a } — множество неразложимых элементов L, содержащихся в
x. Формально считаем, что Irr(o) = ∅.

Символически, доказанная лемма утверждает, что в конечной решётке для каждого
ненулевого элемента x справедливо представление (ср. с (1.7) ):

x =
⊔

a∈ Irr(x)

a , (4.4)

предполагая формально его справедливость и в случаях одноэлементности Irr(x).
Ясно, что множество Irr L, наследуя порядок от решётки L, является ч. у. множе-

ством.
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Лемма 4.4. Если P — ч. у. множество, то Irr J(P ) ∼= P .

Доказательство. Пусть P — ч. у. множество и тогда J(P ) — дистрибутивная решётка его
порядковых идеалов. Ясно, что порядковый идеал решётки неразложим, если и только
если он является главным, вида xO, и, таким образом, Irr J(P ) ∼= J0(P ) (ясно, что
J0(P ) решёткой не является). Ранее (при доказательстве теоремы 3.10 о представлении
ч. у. множеств) был установлен изоморфизм между ч. у. множеством и совокупностью его
главных идеалов, поэтому P ∼= J0(P ) = Irr J(P ). �

Следствие. J(P ) ∼= J(Q) ⇔ P ∼= Q.

Пример 4.9. 1. Для ч. у. множества P , заданного диаграммой на рис. 4.17.a множество
порядковых идеалов J(P ) с выделенным множеством главных идеалов (элементы
xO ∈ J0(P ) ) представлено на на рис. 4.17.b.
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Рис. 4.17. Ч.у. множество P , дистрибутивная решётка J(P ) и ч. у. множество J0(P )

2. См. рис. 3.12.

Нижеследующая теорема усиливает для дистрибутивных решёток теорему 4.8 и яв-
ляется аналогом теоремы Стоуна для булевых алгебр.

Теорема 4.17 (Биркгоф). Всякая дистрибутивная решётка вложима в булеан под-
ходящего множества с сохранением всех точных граней.

Важным практическим следствием из данной теоремы является то, что при изучении
дистрибутивных решёток можно пользоваться диаграммами Эйлера-Венна, интерпрети-
руя элементы решёток подмножествами некоторого множества и отождествляя решёточ-
ные операции с соответствующими теоретико-множественными.

Доказательство данной теоремы можно найти, например, в [46]. Мы докажем эту тео-
рему для конечных решёток, где она допускает важное усиление. Оно выражается в том,
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что утверждение следствия из леммы 4.2 «совокупность порядковых идеалов ч. у. мно-
жества есть дистрибутивная решётка» можно обратить, если решётка конечна. Следуя
[50], назовём нижеприведённую теорему «фундаментальной теоремой для конечных дис-
трибутивных решёток (ФТКДР)».

Теорема 4.18 (ФТКДР, Биркгоф). Всякая конечная дистрибутивная решётка изо-
морфна решётке порядковых идеалов ч. у. множества её неразложимых элементов.

Доказательство. Пусть 〈L, t, u 〉 — конечная дистрибутивная решётка с нулём o и
J(Irr L) — решётка порядковых идеалов ч. у. множества Irr L.

Рассмотрим отображение

ψ : L→ J(Irr L) , ψ(x) = Irr(x) ,

ставящее в соответствие каждому элементу x решётки множество её неразложимых в

объединение элементов, содержащихся в x и покажем, что L
ψ∼= J(Irr L). При этом,

согласно теореме 4.4, достаточно установить изоморфизм между L и J(Irr L), рассмат-
риваемыми как ч. у. множества. Для доказательства будем пользоваться соотношени-
ем (4.4).

Во-первых, отображение ψ инъективно:

ψ(x) = ψ(y) ⇔ Irr(x) = Irr(y) ⇒ x =
⊔

a∈ Irr(x)

a =
⊔

a∈ Irr(y)

a = y .

Покажем, во-вторых, что оно сюръективно. Пусть I = {x1, . . . , xk } — порядковый

идеал ч. у. множества Irr L. Положим x =
k⊔
i=1

xi и покажем, что I = Irr(x). Действи-

тельно, с одной стороны, xi v x для любого элемента xi интервала I, откуда I ⊆ Irr(x).
С другой, для произвольного z ∈ Irr(x) имеем

z = z u x = z u

(
k⊔
i=1

xi

)
=

k⊔
i=1

(z u xi) .

Но z неразложим, откуда z = z u xi для подходящего i и z v xi ∈ I. Поскольку I —
порядковый идеал, получаем, z ∈ I, откуда Irr(x) ⊆ I и равенство I = Irr(x) доказано.

Кроме того, по свойствам взаимосвязанных операции объединения t и отношения
порядка v, имеем

x v y ⇔ Irr(x) ⊆ Irr(y) ⇔ ψ(x) ⊆ ψ(y) .

Это означает, что ψ — (порядковый) изоморфизм между L и J(Irr L). �

Следствие. Если L1 и L2 — конечные дистрибутивные решётки, то L1
∼= L2, если

только если Irr L1
∼= IrrL2.

Отметим, что J(Irr L) = comp(Irr L) , т.е. решётка J(Irr L) есть пополнение Макни-
ла ч. у. множества Irr L (см. с. 137).
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Рис. 4.18. Дистрибутивная решётка L и ч. у. множество Irr L

Доказанная теорема играет большую роль в перечислительной комбинаторике, где
конкретной задаче обычно неявно соответствует некоторое ч. у. множество2.
Пример 4.10. 1. Рассмотрим диаграмму на рис. 4.17.b как диаграмму Хассе некото-

рой исходной конечной дистрибутивной решётки L. Тогда на рис. 4.17.a изобра-
жено ч. у. множество Irr L, и решётка всех порядковых идеалов которого J(Irr L)
совпадает изображённой на рис. 4.17.b.

2. На рис. 4.18 представлены диаграммы конечной дистрибутивной решётки L и
ч. у. множества Irr L.
Диаграмма Хассе решётки порядковых идеалов J(Irr L) повторяет диаграмму L
с заменой x 7→ ψ(x), x ∈ L. При этом

ψ(o) =∅ , ψ(a) = 〈a〉 , ψ(b) = 〈b〉 , ψ(c) = 〈a, b〉 ,
ψ(d) = 〈d〉 , ψ(e) = 〈a, d〉 , ψ(ι) = 〈ι〉 .

3. Ясно, что если снять условие дистрибутивности исходной решётки, то теорема 4.18
перестаёт быть справедливой, ведь решётка порядковых идеалов любого ч. у. мно-
жества всегда дистрибутивна. Для иллюстрации, что получится при формальном
применении данной теоремы к недистрибутивной решётке, возьмём решётку M3:
её неразложимые элементы образуют трехэлементное тривиально упорядоченное
множество, решётка порядковых идеалов которого изоморфна B3 — см. рис. 4.19.

Теорема Биркгофа позволяет представлять элементы любой дистрибутивной решёт-
ки подмножествами некоторого множества и пользоваться диаграммами Эйлера-Венна.
Из неё также вытекает интересное

2В упомянутой монографии [50] даже замечено, что «для комбинаторных целей было бы лучше всего
определить конечную дистрибутивную решётку, как произвольное ч. у. множество вида J(P ), P конеч-
но».
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Рис. 4.19. M3 6∼= J(IrrM3)

Следствие. Всякая конечная дистрибутивная решётка вложима в упорядоченную де-
лимостью решётку натуральных чисел.

Доказательство. Из теоремы Биркгофа следует, что конечная дистрибутивная решётка
L вкладывается в булеан P(A) некоторого конечного множества A. С другой стороны,
пример 4.3.8 показывает, что P(A) вкладывается в 〈N◦, | 〉, а следовательно и в 〈N, | 〉.
�

Покажем, как конечная дистрибутивная решётка L может быть вложена в 〈N, ∨, ∧ 〉.
Наименьшему элементу o решётки L сопоставляется число 1, а n > 1 её атомам — пер-
вые n простых чисел p1, . . . , pn. Пусть состоялось приписывание всем элементам множе-
ства xO r {x} элемента x решётки L. Если элементу x непосредственно предшествует
единственный элемент, которому сопоставлено число k, то сопоставляем x число kp, где
p — первое из ещё не использованных простых чисел. Если элементу x непосредствен-
но предшествуют несколько элементов, то сопоставляем x наименьшее общее кратное
всех чисел, им соответствующих. Такое сопоставление для некоторых решёток приведе-
но на рис. 4.20.

Приведём без доказательства ещё одну характеризацию дистрибутивных решёток.

Теорема 4.19. Решётка L дистрибутивна, если и только если найдётся такое
ч. у. множество P , что L ∼= 2P .

Аналогично модулярным решёткам, может быть показано, что гомоморфный образ
и любая подрешётка дистрибутивной решётки дистрибутивны и прямое произведение
дистрибутивных решёток есть дистрибутивная решётка.
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Рис. 4.20. Вложения конечных дистрибутивных решёток в решётку 〈N, | 〉

4.5 Факторрешётки. Решётки с дополнениями

Пусть L — решётка и на ней, как на множестве, имеется отношение эквивалентности
∼ , сохраняющее объединения и пересечения, т.е.{

a ∼ c

b ∼ d
⇒

{
(a t b) ∼ (c t d)

(a u b) ∼ (c u d)
. (4.5)

Такие эквивалентности называют конгруэнциями. Условия (4.5) позволяют рассмат-
ривать фактормножество L/∼ с операциями объединения и пересечения, применённые
к его элементам (классам эквивалентности), т.е. факторрешётку L по конгруэнции ∼
(символическое обозначение такое же, L/ ∼).

Например, для гомоморфизма решёток ϕ : L → L ′ по (2.12) определяется ядерная
эквивалентность Kerϕ:

a(Kerϕ)b ⇔ ϕ(a) = ϕ(b) .

Далее имеем{
a(Kerϕ)c

b(Kerϕ)d
⇔

{
ϕ(a t b) = ϕ(a) t ϕ(b) = ϕ(c) t ϕ(d) = ϕ(c t d) ,

ϕ(a u b) = ϕ(a) u ϕ(b) = ϕ(c) u ϕ(d) = ϕ(c u d) .

Следовательно, (a t b) (Kerϕ) (c t d) и (a u b) (Kerϕ) (c u d), т.е. Kerϕ оказывается
конгруэнцией. Эта конгруэнция называется ядром гомоморфизма ϕ.

Расстроим другой важный частный случай конгруэнций на решётках. Пусть I —
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идеал дистрибутивной решётки L. Рассмотрим бинарное отношение ∼I на L, вводимое
по правилу

a ∼I b ⇔ ∃
I

x (a t x = b t x) . (4.6)

Легко видеть, что это отношение есть эквивалентность. Действительно, его рефлек-
сивность и симметричность очевидны; покажем транзитивность. Пусть a ∼I b и b ∼I c.
Это означает существование x, y ∈ I таких, что a t x = b t x и b t y = c t y. Далее
(объединяя левые и правые части первого равенства с y, а второго — с x), получим{

a t x = b t x
b t y = c t y

⇒ a t (x t y) = b t (x t y) = c t (x t y)

и a ∼I c, поскольку x t y ∈ I.

Фактормножество по эквивалентности ∼I обозначают L/I , соответствующие смеж-
ные классы — [·]I , причём, как легко установить, [a]I = at I для элемента a ∈ L. Когда
это не приводит к недоразумениям, индекс I у обозначения классов эквивалентности
опускают.

Покажем теперь, что ∼I — конгруэнция. Имеем{
a ∼ c

b ∼ d
⇔

 ∃I x (a t x = c t x)

∃
I

y (b t y = d t y)
. (4.7)

Тогда, во-первых, для объединения получим

∃
I

x, y [(a t b) t (x t y) = (c t d) t (x t y)] ,

и, поскольку x t y ∈ I, то (a t b) ∼I (c t d). И, во-вторых, для пересечения —

∃
I

x, y [(a t x) u (b t y) = (c t x) u (d t y)] .

Раскрывая по дистрибутивности равенство в данном соотношении, имеем

(a u b) t (a u y) t (x u b) t (x u y) = (c u d) t (c u y) t (x u d) t (x u y) ,

где все члены объединений в обеих частях равенства, кроме, быть может, a u b и c u d,
и, следовательно, и их объединения суть элементы идеала I. Осталось показать, что

(a u y) t (x u b) t (x u y) = (c u y) t (x u d) t (x u y) .

Для этого берём пересечения с y первого и с x — второго равенства из правой части
соотношения (4.7). Получим{

(a t x) u y = (c t x) u y
(b t y) u x = (d t y) u x

⇔

{
(a u y) t (x u y) = (c u y) t (x u y)

(b u x) t (x u y) = (d u y) t (x u y)
,



4.5. Факторрешётки. Решётки с дополнениями 161

и, производя объединение соответствующих левых и правых частей — требуемое равен-
ство. Отсюда следует, что для любого идеала I эквивалентность ∼I , заданная по (4.6)
является конгруэнцией.

Это позволяет корректно определить операции объединения и пересечения классов
на L/I, поскольку их результат не будет зависеть от выбранных элементов в соответ-
ствующих классах. Таким образом, L/I есть факторрешётка (с нулём), а гомоморфизм
ϕ : L→ L/I есть отображение ϕ(x) = [x]I , имеющее своим ядром данный идеал I.
Пример 4.11. Рассмотрим решётку, представленную на рис. 4.21.1). Множество
I = {o, a, b, c} является, очевидно, её идеалом. При этом e ∼I d, поскольку для c ∈ I
получим e t c = d t c, и, следовательно, элементы e и d находятся в одном классе
эквивалентности по I.
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Рис. 4.21. Решётка L и факторрешётка L/I по идеалу I = { o, a, b, c }

Факторрешётка L/I изображена на рис. 4.21.2). Гомоморфизм ϕ : L → L/I, есть
отображение ϕ(x) = [x]I и идеал I есть нуль решётки L/I.

Решётка дистрибутивна, если и только если каждый её идеал ядерный. Заметим, что
два разных гомоморфизма дистрибутивной решётки на одну и ту же решётку могут
иметь совпадающие ядерные идеалы.

Определение 4.9. Если в решётке 〈L, t, u 〉 с универсальными гранями для элемента
x существует элемент y такой, что x u y = o и x t y = ι, то последний называется
дополнением элемента x.

Решётка называется решёткой с дополнениями, если в ней каждый элемент имеет
хотя бы одно дополнение. Если каждый элемент решётки обладает в точности одним
дополнением, то её называют решёткой с единственными дополнениями.

Ясно, что если y — дополнение x, то и x — дополнение y, и что в любой ограниченной
решётке o и ι являются единственными дополнениями друг для друга.
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Пример 4.12. 1. В решётке алгебры подмножеств множества A каждый элемент
X ⊆ A имеет единственное дополнение X = A r {X}. Это классический пример
решётки с единственными дополнениями.

2. В решётке, представленной на рис. 4.20.a элемент 2 не имеет дополнения.
3. Пятиугольник N5 — решётка с дополнениями. В ней (см. рис. 4.3) дополнениями
a и c будет элемент b, а дополнениями b — элементы a и c.

Отметим, что критерий модулярности (терема 4.11) для атомных решёток с дополне-
ниями существенно упрощается, а именно, справедлива

Теорема 4.20 (Маклафлин). Если атомная решётка с дополнениями не содержит в
качестве подрешётки пятиугольник N5, наименьший и наибольший элементы которо-
го совпадают с нулём и единицей решётки, то она модулярна.

Доказательство имеется, например, в [46]. Из теоремы Маклафлина следует, что атом-
ная решётка с единственными дополнениями модулярна. Более того, можно показать, что
такая решётка дистрибутивна (теорема Биркгофа-Уорда).

Следствием того, что в дистрибутивной решётке справедливо правило сокращения
Abbr (см. теорему 4.15) является

Теорема 4.21. Если ограниченная решётка дистрибутивна, то каждый её элемент
имеет не более одного дополнения.

Доказательство. Допустим, что элемент x дистрибутивной решётки имеет два дополне-
ния — y1 и y2. Тогда {

x t y1 = x t y2 = ι

x u y1 = x u y2 = o

Abbr⇒ y1 = y2 .

�

Из теоремы Биркгофа 4.17 следует, что каждая дистрибутивная решётка вложима в
дистрибутивную решётку с единственными дополнениями.

Вопрос о связи свойств дистрибутивности и наличия единственного дополнения у ре-
шёток является, как оказалось, достаточно глубоким и трудным. В начале XX века при
формулировке систем аксиом для булевой алгебры естественной была попытка опреде-
лить её как решётку с единственными дополнениями. Это стало бы возможным, если
единственность дополнения у элементов решётки влекла бы её дистрибутивность. В свя-
зи с этим Э. Хантингтоном было высказано предположение о том, что все решётки с
единственными дополнениями дистрибутивны. Вопрос о том, верна ли эта гипотеза и
составлял знаменитую проблему Хантингтона.

К концу 30-х годов XX в. было исследовано значительное количество конкретных
решёток с единственными дополнениями. Все они оказались дистрибутивными, в силу
чего справедливость указанного предположения практически не вызывала сомнений у
математиков. Поэтому большой неожиданностью было появление в 1945 г. работы аме-
риканского математика Р. Дилуорса в которой была доказана

Теорема 4.22. Всякая решётка может быть вложена в подходящую решётку с един-
ственными дополнениями.
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В частности, можно взять пятиугольник N5, и тогда эта теорема даст немодуляр-
ную и, тем более, недистрибутивную решётку с единственными дополнениями. Таким
образом было доказано, что существуют недистрибутивные решётки с единственными
дополнениями. Отметим однако, что данный объект в доказательстве появляется лишь
в результате некоторого предельного перехода, и до настоящего времени нет ни одно-
го явного примера недистрибутивной решётки с единственными дополнениями. В классе
полных решёток проблема Хантингтона до сих пор не имеет разрешения3.

Определение 4.10. Если [ a, b ] — интервал решётки L, x ∈ [ a, b ] и элемент y решётки
L таков, что x u y = a и x t y = b. То y называется относительным дополнением
элемента x в интервале [ a, b ].

Если в некоторой решётке все интервалы суть решётки с дополнениями, то она назы-
вается решёткой с относительными дополнениями.

Легко видеть, что если y — относительное дополнение элемента x в интервале [ a, b ],
то y ∈ [ a, b ], и x, в свою очередь, также будет относительным дополнением элемента y

в интервале [ a, b ].
Пример 4.13. Решётка, изображенная ниже (мы повторяем рис. 4.8) не является решёт-
кой с дополнениями, т.к., например, элемент b не имеет дополнения. B тоже время в
ней имеются относительные дополнения для элементов любых интервалов, кроме [ o, ι ] :
дополнениями элемента b в интервале [ e, ι ] являются элементы c и d, элементы a и
e служат друг для друга единственными дополнениями в интервале [ o, b ]; в том же
интервале дополнение b есть o.
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Теорема 4.23 (Дилуорс). Любые две конгруэнции на решётке с относительными до-
полнениями перестановочны.

Доказательство. Пусть α и β — конгруэнции на на решётке L, a, b, x ∈ L, причём
справедливо aα x и x β b.

Предварительно покажем, что если a v x v b, то для некоторого y ∈ [ a, b ] справед-
ливо aβ y и yα b . Действительно, пусть y — дополнение элемента x в интервале [ a, b ].
Тогда

y = (b u y) β (x u y) = a и y = (a t y)α (x t y) = b .

3 Данная пробематика подробно рассмотрена в [46]. Там же имеются все ссылки и приведено совре-
менное доказательство теоремы 4.22.
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Теперь, отказавшись от ограничений a v x v b и y ∈ [ a, b ], получим

a = (a t a)α (a t x) = (a t x t x) β (a t b t x)α (x t b t x) = (b t x) β (b t b) = b

(для краткости, здесь и далее мы пишем xαyβz вместо xαyN yβz). Применяя получен-
ное соотношение, будем иметь

a β uα (a t b t x) и (a t b t x) β v α b ,

где a v u v a t b t x и b v v v a t b t x. Отсюда

u = (u u a t b t x) β (u u v)α (a t b t x) u v = v

и, следовательно, a β (u u v) и (u u v)α b. �

Теорема 4.24. Модулярная решётка с дополнениями является решёткой с относи-
тельными дополнениями.

Доказательство. Пусть 〈L, t, u, ′, o, ι 〉 — модулярная решётка с дополнениями и a, b, x

и y — такие её элементы, что a v x v b, x t y = ι и x u y = o, т.е. y есть (какое-то)
дополнение x. С учётом модулярного закона получаем

x t (a t (y u b)) = x t ((b u (a t y)) = b u (x t a t y) = b u ι = b и

x u (a t (y u b)) = a t (x u y u b) = a t o = a .

Поэтому a t (y u b) есть относительное дополнение x в интервале [ a, b ]. �

Приведём ещё одно важное свойство решёток.
Теорема 4.25. Если 〈L, t, u 〉 — решётка, а P — ч. у. множество, то LP — решётка.
При этом если L модулярна или дистрибутивна, то соответственно модулярной или
дистрибутивной будет LP .

Доказательство. Пусть f(x) и g(x) — два изотонных отображение из P в L. Для любого
x ∈ P положим h(x) = f(x) t g(x) ∈ P . Тогда h(x) — также изотонное отображение из
P в L, являющееся при этом точной верхней гранью для f(x) и g(x) в LP . Двойственно,
изотонное отображение h∗(x) = f(x) u g(x) ∈ P является точной нижней гранью для
f(x) и g(x).

Этим доказано первое утверждение. Доказательство второго утверждения сводится
к проверке выполнимости соответствующих тождеств для каждого x ∈ P . �

Отметим, что дистрибутивная решетка с нулем и относительными дополнениями на-
зывается алгеброй Ершова.

4.6 Связи Галуа для бинарных отношений

Определение 4.11. Пусть P и Q — два ч. у. множества. Отображения

ϕ : P → Q, ψ : Q→ P
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называют парой соответствий Галуа между P и Q и говорят, что между этими мно-
жествами существует связь Галуа, если

1) ϕ и ψ антиизотонны;
2) x v ψ(ϕ(x)) и y v ϕ(ψ(y)) для любых x ∈ P и y ∈ Q.

Понятие соответствия Галуа введено Г. Биркгофом в 1940 г.
Пример 4.14. 1. В группе G для каждого подмножества X определён централизатор

C(X) — подмножество, состоящие из всех элементов c, коммутирующих с каждым
элементом x ∈ X: cx = xc. Между множествами X и C(X) существует связь
Галуа.

2. В кольце R для каждого подмножества X определён аннулятор N(X) — подмно-
жество, состоящие из всех элементов n таких, что nx = 0. Между множествами
X и N(X) существует связь Галуа.

3. Пара отображений
ϕ(A) = AM, ψ(A) = AO

задают соответствия Галуа для любого подмножества A ч. у. множества P .
Действительно, п. 1) теоремы 3.9 утверждает антимонотонность верхнего и нижнего
конусов подмножеств по включению, а п. 2) — что A ⊆ AMO, A ⊆ AOM.

4. Если ϕ — соответствие между ч. у. множествами A и B, то можно построить
соответствие ψ между B и A так, чтобы пара (ϕ, ψ) составляла соответствия
Галуа, если для каждого b ∈ B найдётся такой a ∈ A, что

ϕ ](bM) = aO

(прообразом каждого главного фильтра является главный идеал).

Известно, что если ϕ и ψ — пара соответствий Галуа между ч. у. множествами P и
Q , то для их элементов x и y соответственно справедливо

y v ϕ(x) ⇔ x v ψ(y) .

Из определения (4.11) следует, что отображение ϕψϕ должно быть одновременно и
изотонным, и антиизотонным. Поэтому для соответствий Галуа ϕ и ψ справедливо

ϕψϕ = ϕ, ψϕψ = ψ . (4.8)

Заметим, что если ϕ и ψ — соответствия Галуа между ч. у. множествами P и Q, то
ϕ ∗ ψ и ψ ∗ ϕ — преобразования на P и Q соответственно. Их называют операциями
замыкания Галуа, а образы

[x]P = ψ(ϕ(x)), [x]Q = ϕ(ψ(x))

— замыканиями Галуа для x ∈ P и x ∈ Q соответственно.
Легко убедиться, что замыкания Галуа обладают свойствами, указанным в определе-

нии 2.12, т.е. являются замыканиями в алгебраическом смысле.

Определение 4.12. Изотонное отображение ϕ ч. у. множества P в себя называется
оператором замыкания, если x v ϕ(x) и ϕ(ϕ(x)) = x. Если ϕ — оператор замыкания,
то элемент x , для которого ϕ(x) = x называется ϕ-замкнутым.
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Очевидно, элементы [x]P и [x]Q являются, соответственно, ϕ∗ψ- и ψ∗ϕ-замкнутами.

Теорема 4.26. Любая пара ϕ ∗ ψ- и ψ ∗ ϕ-замкнутых элементов в P и Q соответ-
ственно суть образы друг друга

[x]P = ψ([x]Q), [x]Q = ϕ([x]P ) (∗)

и связь Галуа определяет взаимно однозначные отображения для множеств замкну-
тых элементов.

Доказательство. С одной стороны, элементы [x]P вида ψ([x]Q) замкнуты согласно (4.8).
С другой стороны, [x]P является образом отображения ψ:

[x]P = ψ(ϕ(x)) .

Наконец, если в условиях (∗) справедливы равенства

[x]P = x, [y]Q = y ,

то одно из соотношений
[x]P = ψ([y]Q), [y]Q = ϕ([x]Q)

влечёт другое. �

Если ϕ и ψ определяют связь Галуа между ч. у. множествами P и Q, причём каждый
элемент P [Q ] замкнут, то связь называют совершенной в P [Q ]. Связь, совершенная
и в P , и в Q называют просто совершенной. Для свойства связи «быть совершенной»
имеется следующий критерий, который мы приведём без доказательства.

Теорема 4.27. Связь Галуа между P и Q совершенна если и только если любые два
различных элемента имеют различные образы.

Часто связи Галуа применяются к полным решёткам. Однако мы сначала рассмотрим
связи Галуа для бинарных отношений.

Пусть ρ — соответствие между множествами A и B. Оно ставит в соответствию
каждому подмножеству X ⊆ A множества

ρ(X) =
⋃
x∈X

ρ(x) и ρ̂(X) =
⋂
x∈X

ρ(x) ,

содержащиеся в B; первое есть, очевидно, образ X при соответствии ρ — см. п. 2.1).
Данные подмножества соответственно называют срезами первого и второго родов соот-
ветствия ρ по (через) множество X. Поскольку свойства срезов первого рода уже
рассмотрены в п. 2.5, кратко приведём основные свойства срезов второго рода ρ̂(X) и
их связи с ρ̆(X).

Для любых соответствий ρ, α, β ⊆ A×B и σ ⊆ B×C и подмножеств X, X1, X2 ⊆ A,
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Y ⊆ B справедливы следующие утверждения:

ρ̂ (X1 ∪X2) = ρ̂ (X1) ∩ ρ̂ (X2), ρ̂ (X1 ∩X2) ⊇ ρ̂ (X1) ∪ ρ̂ (X2);

X1 ⊆ X2 ⇒ ρ̂ (X1) ⊇ ρ̂ (X2),

̂(α ∩ β) (X) = α̂ (X) ∩ β̂ (X), ̂(α ∪ β) (X) ⊆ α̂ (X) ∪ β̂(X);

α ⊆ β ⇒ α̂ (X) ⊆ β̂ (X);

ρ̂ (X) = ρ̆ (X); X 6= ∅ ⇒ ρ̂ (X) ⊆ ρ(X); σ̂ (ρ(X)) = (̂ρσ) (X);

X ⊆ ρ̂ ] (Y ) ⇔ Y ⊆ ρ̂ (X).

Докажем последнее соотношение (доказательство других могут быть найдены, напри-
мер, в [43]):

X ⊆ ρ̂ ] (Y ) ⇔ X ∩ ρ̂ ] (Y ) = ∅ ⇔ X ∩ ρ ](Y ) = ∅ ⇔

⇔ ρ(X) ∩ Y = ∅ ⇔ ρ̂ (X) ∩ Y = ∅ ⇔ Y ⊆ ρ̂ (X) .

Нетрудно видеть, что совокупность { ρ̂(X) } срезов второго рода по всем подмноже-
ствам X ⊆ A есть ч. у. множество по включению с граничными элементами, на котором
устойчива операция пересечения, т.е. является кольцом пересечений множеств. В силу
существования пересечения произвольного числа множеств, данное кольцо — полное. Его
минимальным элементом будет (возможно пустое) множество ρ̂(A) , а максимальным —
всё множество B, т.к. ρ̂(∅) = B.

Отображение ρ̂(X) является первым в паре соответствий Галуа между множествами
A и B с тривиальным порядком. Вторым отображением в данной паре может служить
ρ̂ ], определяемое для каждого Y ⊆ B соотношением

ρ̂ ](Y ) =
⋂
y∈Y

ρ ](y) .

Подмножества совокупности { ρ̂ ](Y ) } также образуют полное кольцо пересечений мно-
жеств с ρ̂ ](B) и ρ̂ ](∅) в качестве минимального и максимального элементов соответ-
ственно.

Теорема 4.28. Каждое соответствие ρ между множествами A и B определяет
пару соответствий Галуа

( ρ̂(X), ρ̂ ](Y ) )

между подмножествами X ⊆ A и Y ⊆ B.

Доказательство. Справедливость теоремы следует из очевидных соотношений

ρ̂(X1) ⊆ ρ̂(X2) , A ⊇ X1 ⊇ X2 ρ̂ ](Y1) ⊆ ρ̂ ](Y2), B ⊇ Y1 ⊇ Y2 ,

X ⊆ (ρ̂ ]ρ̂)(X) ⊆ A , Y ⊆ (ρ̂ρ̂ ])(Y ) ⊆ B .

�
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Пример 4.15. В математической логике между алгеброй Линденбаума и пространством
моделей для формул устанавливается соответствие Галуа.

Например, между алгеброй An Линденбаума всех n — местных формул исчисления
высказываний и пространством интерпретаций таких формул существует соответствие
Галуа, порождённое отображением, ставящим каждому классу эквивалентных формул
множество верифицирующих его интерпретаций (моделей).

Заметим, что теорема 4.28 допускает обращение. Из рассмотренного выше следует,
что для соответствия ρ ⊆ A×B и любых X ⊆ A и Y ⊆ B справедливы соотношения

ρ̂ρ̂ ]ρ̂(X) = ρ̂(X) , ρ̂ ]ρ̂ρ̂ ](Y ) = ρ̂ ](Y ) .

Теория связей Галуа применяется в анализе формальных понятий — одном из прило-
жений алгебраической теории решёток, используемом при анализе данных, в исследова-
ниях по искусственному интеллекту, распознаванию образов и др.

4.7 Анализ формальных понятий. Приложение к распознаванию
образов

Значительная группа современных методов поиска зависимостей и анализа данных
базируется на теории решёток Галуа. К ним относится анализ формальных понятий
(АФП, англ. Formal Concept Analysis, FCA). АФП представляет собой удобное средство
для формализации моделей машинного обучения, основанных на отношении поглощения
(порядка общности) [93, 28].

С помощью АФП и методов на его основе решают задачи анализа данных и обра-
ботки знаний, в частности, и прикладные задачи классификации по положительным и
отрицательным примерам, или прецедентам. Важной стороной АФП является отсутствие
тех или иных допущений относительно появления объектов в данной задаче. Подобные
допущения, обычно не проверяемые на практике, могут отражаться в построенных распо-
знающих алгоритмах в виде тех или иных условий, в действительности рассматриваемой
задаче не присущих.

Постановка задачи классификации по прецедентам заключается в следующем. Име-
ется множество объектов X , разделенное на несколько подмножеств (классов), однако
информация о таком разбиении содержится только в указании о принадлежности к дан-
ным классам элементов конечной обучающей последовательности (или выборки) из X ,
элементы которой называют прецедентами. Все объекты имеют описание на некотором
формальном языке, указывающем степень обладания объектами некоторыми признака-
ми, называемых обычно структурными, множество которых обозначим M . Обычно ис-
пользуется удобный способ такого описания в виде т. н. объектно-признаковой таблицы
M, в которой объектам соответствуют строки, признакам — столбцы, а элементы таб-
лицы кодируют степень выраженности данного признака в данном объекте. Таким об-
разом, строка M есть описание соответствующего объекта. В частном (и достаточно
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частом) случае M может быть (0, 1)-матрицей, кодирующей наличие/отсутствие при-
знаков у объектов. По таблице M необходимо сформулировать решающее правило, ко-
торое по описанию нового, не описанного в M объекта из X , указывало бы класс, его
содержащий. Многие решающие правила допускают отказ от классификации, когда во-
прос о принадлежности данного объекта к тому или иному классу остаётся открытым.
Решающее правило должно обладать свойством оптимальности по отношению к неко-
торому функционалу, определяющему качество классификации. Таким функционалом в
подавляющем числе случаев является минимум числа ошибок классификации, однако
может также учитываться, например, и доля отказов. Реализующий построенное решаю-
щее правило алгоритм называют классифицирующим. Классификация является частным
случаем более общей проблемы — распознавания образов.

Далее в качестве примера рассмотрена задача, в которых множество X разбито на два
непересекающихся класса X+ (положительный) и X− (отрицательный) относитель-
но обладания их объектами некоторым целевым свойством z 6∈ M . Элементы данных
классов, предъявленные в качестве исходных данных для решения задачи классифика-
ции, называются, соответственно, положительными или отрицательными примерами.

Пусть G и M — непустые множества4, называемые соответственно множествами
объектов и (структурных) признаков, а I — соответствие между G и M , называемое
отношением инцидентности. Для записи этого соответствия принята инфиксная форма:
gIm означает, что объект g ∈ G обладает признаком m ∈M .

Определение 4.13. Тройка K = (G,M, I) называется формальным контекстом.

Понятно, что в конечном случае контекст может быть задан виде объектно-призна-
ковой (0, 1)-матрицы.

Для произвольных A ⊆ G и B ⊆ M вводятся отображения ϕ : 2G → 2M и
ψ : 2M → 2G такие, что

ϕ(A) = {m ∈M | ∀ g ∈ A (gIm) } , ψ(B) = { g ∈ G | ∀m ∈ B (gIm) } ,

т. е. являющиеся, очевидно, срезами второго рода отношений I и I ] между множествами
G и M по их подмножествам A и B соответственно. В соответствии с традицией АФП,
отображения ϕ и ψ обозначаются (·)′, так что приведённые выше множества Aϕ и
Bψ записываются как A′ и B ′ соответственно. Понятно, что в силу теоремы 4.28 пара
отображений (ϕ, ψ) является соответствием Галуа между ч.у. множествами 2G и 2M ,
упорядоченными по включению. Поэтому, например, двойное применение операции (·)′

является оператором замыкания на дизъюнктном объединении множеств 2G и 2M .

Определение 4.14. Пусть дан контекст K. Пара подмножеств (A, B), где A ⊆ G, а
B ⊆ M , и таких, что A′ = B и B ′ = A, называется формальным понятием данного
контекста с формальным объёмом A и формальным содержанием B.

4 от немецких слов Gegenstände (объект) и Merkmale (признак)
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Если контекст K = (G,M, I) представлен в виде объектно-признаковой (0, 1)-
матрицы, то формальному понятию соответствует максимальная её подматрица, запол-
ненная единицами. Считаем далее, что в G отсутствуют элементы g1, g2 такие, что
g′1 = g′2 , поскольку они будут неразличимы.

Очевидно, что объём и содержание произвольного формального понятия являют-
ся замкнутыми множествами. Показывается, что множество всех формальных понятий
{(A, B)} данного контекста K образует полную решётку B(K) относительно операций
∨ (объединение) и ∧ (пересечение):

(A1, B1)∨ (A2, B2) , ( (B1 ∩B2)
′, B1 ∩B2 ) , (A1, B1)∧ (A2, B2) , (A1 ∩ A2, (A1 ∩ A2)

′ ) ,

называемую решёткой формальных понятий или решёткой Галуа. При этом

(A1, B1) 6 (A2, B2) ⇔ A1 6 A2 ⇔ B1 > B2

Нулём решётки B(K) будет, очевидно, формальное понятие (∅, M) с пустым объё-
мом, атомами — формальные понятия вида ({g}′′, {g}′) 5, g ∈ G, а единицей — понятие
(G, G ′). Примеры построения решёток формальных понятий могут быть найдены в [69].

Пусть в задаче классификации даны множества положительных и отрицательных
примеров относительно целевого свойства z, а также множество неопределённых приме-
ров — объектов, для которых неизвестно значение предиката обладания свойством z;
и цель классификации состоит в определении для них значения указанного предиката.
В терминах АФП такие входные данные могут быть описаны с помощью трех контек-
стов по отношению к данному свойству z: положительного K+ = (G+,M, I+), от-
рицательного K− = (G−,M, I−) и недоопределённого Kτ = (Gτ ,M, Iτ ) [93, 28]. Здесь
M — множество структурных признаков, G+, G− и Gτ — совокупности соответствен-
но положительных, отрицательных и недоопределённых примеров, а Iε ⊆ Gε ×M , где
ε ∈ {+, −, τ} , E — соответствия, определяющие их структурные признаки6. Операто-
ры Галуа в этих контекстах обозначаются, соответственно, верхними индексами из E:
например, A+, A−, Aτ . Для краткости обычно пишут g ′, g ′′, g−, gτ , m ′ и т. д., вместо
{g} ′, {g} ′′, {g}−, {g}τ , {m} ′ соответственно.

Теперь могут быть определены положительная и отрицательная гипотезы в пользу
соответственно положительной и отрицательной классификации по отношению к неко-
торому свойству [54].

Определение 4.15. Формальное понятие положительного контекста K+ называется по-
ложительным. Если (A, B) — положительное понятие, то множество A называется его
положительным формальным объёмом, а множество B — положительным формаль-
ным содержанием.

5 Элемент g ∈ G будет формальным объёмом атома решётки B(K) (т.е. атом будет иметь вид
({g}, {g}′) ), если для него не найдётся элемента g1 такого, что g′ ⊂ g′1 и все объекты обладают разными
наборами свойств (иначе объекты неразличимы).

6 Антимонотонность соответствий Галуа в данном случае отражает закон «обратного отношения меж-
ду содержанием и объёмом понятия» в формальной логике (см. например, [25]).
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Аналогично для отрицательных и недоопределённых понятий, формальных объёмов
и содержаний контекстов K− и Kτ .

Определение 4.16. Положительное формальное содержание B+ положительного по-
нятия (A+, B+) ∈ K+ называется

• положительной предгипотезой, если ∀
K−

(A−, B−) (B+ 6= B−), т. е. оно не является

формальным содержанием ни одного отрицательного понятия;
• положительной гипотезой, если ∀

K−

(g, g−) (B+ 6⊆ g−), т. е. оно не является под-

множеством содержания понятия какого-либо отрицательного примера;
• фальсифицированной положительной гипотезой (или фальсифицированным поло-
жительным обобщением), если ∃

K−

(g, g−) (B+ ⊆ g−).

Аналогично для отрицательных предгипотез, гипотез и фальсифицированных ги-
потезы (обобщений).

Из определения непосредственно следует, что гипотеза является также и предгипоте-
зой. Гипотезы используются для классификации недоопределённых примеров из Gτ .

Определение 4.17. Если формальное содержание gτ недоопределённого примера
g ∈ Gτ содержит положительную (отрицательную) гипотезу, то говорят, что послед-
няя является гипотезой в пользу положительной (отрицательной) классификации g
соответственно.

Модель классификации в терминах АФП основана на общем принципе: для задан-
ных положительных и отрицательных примеров целевого понятия необходимо постро-
ить «обобщение» положительных понятий, которое не покрывало бы отрицательных.
Простейшее решающее правило относит неопределённый объект g ∈ Gτ к положитель-
ному классу, если gτ содержит хотя бы одну положительную гипотезу и не содержит
ни одной из отрицательных гипотез; отнесение к отрицательному классу осуществляет-
ся аналогично. Отказ от классификации происходит, если формальное содержание gτ

либо не включает в качестве подмножеств ни положительных, ни отрицательных гипо-
тез (недостаток обобщений), либо содержит как положительные, так и отрицательные
гипотезы (противоречие в гипотезах).

В АФП предполагается обработка двоичной информации о признаках. Для её полу-
чения из количественных и качественных признаков используется процедура шкалиро-
вание, заключающаяся в представлении многозначных контекстов двузначными. При-
мерами шкал являются номинальная, порядковая, межпорядковая, дихотомичная (буле-
ва), контрноминальная и т. д. Результат шкалирования — объектно-признаковую (0, 1)-
матрицу — будем обозначать M̃.

Пример 4.16. Рассмотрим демонстрационную задачу классификации [94].
Пусть множество положительных и отрицательных примеров примеров для целевого

признака z = «быть фруктом» задаётся нижеприведённой объектно-признаковой таб-
лицей M.
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№ G \M цвет жёсткий гладкий форма z
1 яблоко жёлтое нет да круглое +
2 грейпфрут жёлтый нет нет круглый +
3 киви зелёное нет нет овальное +
4 слива синяя нет да овальная +
5 кубик зелёный да да кубический −
6 яйцо белое да да овальное −
7 теннисный мяч белый нет нет круглый −

Построим решётки формальных понятий положительного и отрицательного контекстов
для свойства z.

Выполним сначала операцию шкалирования; её результат представляет матрица M̃.
Имена объектов здесь заменены их порядковыми номерами, а признаки означают: w —
белый, y —жёлтый, g — зелёный, b— синий, f — твёрдый, f — мягкий, s— гладкий, s—
шероховатый, r — круглый, r — некруглый. Признаки цвета (белый, жёлтый, зелёный,
синий) — номинальные, остальные (твёрдый, гладкий, круглый) — дихотомические.

G \M w y g b f f s s r r z
1 × × × × +
2 × × × × +
3 × × × × +
4 × × × × +
5 × × × × −
6 × × × × −
7 × × × × −

Ясно, что G+ = {1, 2, 3, 4}, M = {w, y, g, b, f, f , s, s, r, r}, а соответствие I+ пред-
ставлено верхней частью таблицы M̃.

Для построения решётки понятий положительного контекста сначала определяем
содержания элементарных формальных положительных понятий: {1}+ = {y, f , s, r},
..., {4}+ = {b, f , s, r}. Затем, рассматривая всевозможные попарные пересече-
ния формальных содержаний построенных элементов и соответствующие им множе-
ства объектов, получаем формальные содержания и объёмы новых элементов K+:
({1}, {1}′) ∧ ({2}, {2}′) = ({1, 2}, {y, f , r}), ({1}, {1}′) ∧ ({3}, {3}′) = (G+, {f}) и т. д.7
Построенная решётка B(K+) представлена на рисунке 4.22.

Аналогично для отрицательного контекста имеем G− = {5, 6, 7}, а соответствие I−
представлено нижней частью таблицы M̃. Диаграмма решётки B(K−) показана на ри-
сунке 4.23. Она, в частности показывает, что формальные понятия образуют решётки
самого общего вида (не модулярные и, подавно, не дистрибутивные).

Для рассматриваемого целевого свойства положительными гипотезами оказываются
формальные содержания {y, f , r} = {1, 2}′, {f, s} = {1, 4}′, {f, r} = {3, 4}′; соответ-
ствующие им элементы диаграммы B(K+) подчёркнуты. Надчёркнуты на данной диа-
грамме элементы, соответствующие положительными фальсифицированным гипотезам;
это {f, s} = {2, 3}′ и {f} = G ′, поскольку они являются подмножествами содержания
{w, f, s, r} отрицательного примера {7}. Отрицательными гипотезами будут формаль-
ные содержания {f, s, r} = {5, 6}′ и {w} = {6, 7}′, соответствующие коатомам решётки
отрицательного контекста; на диаграмме B(K−) они подчёркнуты.

В соответствии с приведённым выше простейшим правилом классификации, получим:

7 В интернете на сайте http://sourceforge.net/projects/lattice-miner/ имеется общедоступная програм-
ма для автоматического построения решёток формальных понятий.
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(G+, {f})
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Рис. 4.22. Пример 4.16: решётка B(K+)

(G−,∅)

({6, 7}, {w}) ({5, 6}, {f, s, r})

({7}, {w, f, s, r}) ({6}, {r, f, s, w}) ({5}, {f, r, s, g})
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Рис. 4.23. Пример 4.16: решётка B(K−)

• неопределённый объект со свойствами жёлтый, мягкий, гладкий будет классифи-
цирован как фрукт, поскольку его формальное содержание {y, f , s} содержит по-
ложительную гипотезу {f, s} = {1, 4}′ и не содержит ни одной из отрицательных
гипотез;

• объект с единственным свойством белый будет классифицирован как не-фрукт;
• на неопределённом объекте g со свойством белый, мягкий, некруглый, произойдёт
отказ от классификации, поскольку gτ = {w, f, r} содержит как положительную
гипотезу {f, r} = {3, 4}′, так и отрицательную гипотезу {w} = {6, 7}′.

Если, как принято в последнее время, посчитать, что теннисный мяч — зелёный,
получим другую диаграмму решётки B(K1

−) ; она показана на рисунке 4.24. Нетрудно
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(G−,∅)

({5, 7}, {g}) ({5, 6}, {f, s, r})

({7}, {g, f , s, r}) ({5}, {r, f, s, g}) ({6}, {f, r, s, w})
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Рис. 4.24. Пример 4.16: решётка B(K1
−)

установить, что при таком изменении свойств объекта № 7 положительные и фальсифи-
цированные положительные гипотезы не изменятся, а отрицательными гипотезами будут
формальные содержания {g} = {5, 7}′ и {f, s, r} = {5, 6}′. В силу этого, объекты со
свойствами жёлтый, мягкий, гладкий и белый, мягкий, некруглый будет классифици-
рованы как фрукт, а на объекте с единственным свойством белый произойдёт отказ от
классификации.

Следует иметь в виду, что рассмотренный выше весьма простой классифицирующий
алгоритм обычно даёт значительную, и как правило неприемлемую на практике долю
отказов от классификации, в силу чего он может использоваться лишь при решении
вспомогательных задач [37]. В то же время в литературе можно найти удачные примеры
применения АФП для решения некоторых задач распознавания.

Ссылки на применение теории решёток в различных приложениях можно найти в
[6, 69]. В последнее время теория решёток нашла широкое применение в криптографии.
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Глава 5

Булевы алгебры (продолжение)

Продолжим изучение необыкновенной алгебры, которую мы назва-
ли алгеброй Буля.

И.М. Яглом. Необыкновенная алгебра.

5.1 Булевы алгебры как решётки. Булевы гомоморфизмы и по-
далгебры

Определение 5.1. Дистрибутивная решётка с дополнениями называется булевой алгеб-
рой.

Нетрудно установить, что оба определения булевой алгебры — данное только что
и 1.1 — эквивалентны1. Действительно, согласно первому определению, в булевой алгеб-
ре выполняются законы дистрибутивной решётки с дополнениями, а в последней допол-
нения (по теореме 4.21) единственны и справедливы аксиомы Dtr и Abs вместе с Cmp ′

и Isl ′.

Теорема 5.1. Для любых элементов x и y булевой алгебры (с нулевым и единичным
элементами o и ι соответственно) справедливо

1) x v y ⇔ x u y ′ = o ⇔ x ′ t y = ι ⇔ x u y = x ⇔ x t y = y;
2) x v y ⇔ x ′ w y ′ — закон антиизотонности дополнения.

Доказательство.

1. См. определение отношения v в решётках и лемму 1.1.

2. x v y ⇔ x u y = x ⇔ (x u y) ′ = x ′ ⇔ x ′ t y ′ = x ′ ⇔ y ′ v x ′ ⇔ x ′ w y ′ .

�

Следствие. Из п. 1) следует, что соотношения

x u y = o, x v y ′, y v x ′

эквивалентны, также как и

x t y = ι, x ′ v y, y ′ v x .

Следующую простую теорему приведём без доказательства.

1 Заметим, что дистрибутивную решетку без дополнений называют квазибулевой алгеброй; нефор-
мально это булева алгебра без основных законов дополнения Cmp ′ и Isl ′ .
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Теорема 5.2. Пусть 〈B, t, u, ′, o, ι 〉 — булева алгебра и A — произвольное непустое
множество. Тогда множество BA всех отображений из A в B также будет булевой
алгеброй относительно «поточечных» операций

�
t,

�
u и 8, определяемых как

(f
�
t g)(x) = f(x) t g(x), (f

�
u g)(x) = f(x) u g(x), (f 8)(x) = (f (x)) ′

для любых f, g ∈ BA. Нулём и единицей BA будут постоянные отображения f0(x) ≡ o
и f1(x) ≡ ι соответственно. Везде x — произвольный элемент A.

Взяв в качестве A n -ю декартову степень Bn булевой алгебры B, получим булеву
алгебру BBn всех функций из Bn в B, играющую важную роль в теории булевых мно-
гочленов. B частности, при B = 2 получаем булеву алгебру 22n всех булевых функций
от n переменных.

Приведём без доказательства следующий критерий для атомных булевых алгебр.

Теорема 5.3. Булева алгебра будет атомной если и только если её единичный элемент
представляет собой точную верхнюю грань всех её атомов.

Также справедливо следующее утверждение: всякая полная не атомная булева ал-
гебра будет представима в виде прямого произведения полных атомной и безатомной
булевых алгебр, которые называют дискретной и непрерывной компонентами соответ-
ственно.

В п. 1.4 было введено понятие изоморфизма булевых алгебр. Дадим теперь определе-
ние булева гомоморфизма.

Определение 5.2. Булевым гомоморфизмом называют решёточный гомоморфизм ϕ
между булевыми алгебрами, обеспечивающий равенство ϕ(x ′) = ϕ(x)′.

Инъективные булевы гомоморфизмы называют булевыми мономорфизмами.

Таким образом, булев гомоморфизм — это отображение одной булевой алгебры в дру-
гую, согласованное со всеми пятью булевыми операциями. Ясно, что, в частности, при
любом булевом гомоморфизме ϕ обязательно имеет место ϕ(o) = o, ϕ(ι) = ι. Из опре-
деления видно, что булев гомоморфизм будет булевым изоморфизмом при биективности
соответствующего отображения.
Пример 5.1. Пусть B — атомная булева алгебра и a — её атом. Тогда отображение
ja : B → 2 такое, что

ja(x) =

{
ι , если x содержит a ,
o , иначе ,

есть гомоморфизм. Такие гомоморфизмы булевой алгебры называют двузначными или
характерами.

Понятно, что произвольный решёточный гомоморфизм одной булевой алгебры в дру-
гую может и не быть булевым гомоморфизмом. Например, если A ⊂ B, то естественное
вложение P(A) в P(B) является решёточным мономорфизмом, но не булевым гомомор-
физмом (и подавно, не булевым мономорфизмом), т.к. для произвольного подмножества
A его дополнения в A и B различны.
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Прообраз нуля ϕ ](o) булева гомоморфизма ϕ называют его ядром. Ясно, что ϕ ](o)

есть смежный класс (ядро, см. определение на с. 45) Core(o) ядерной эквивалентности
Kerϕ: для булева гомоморфизма ϕ имеем x ∈ Core(o) ⇔ ϕ(x) = o .

Определение 5.3. Булева алгебра B ′ называется подалгеброй булевой алгебры B (сим-
волически B ′ 6 B ), если B ′ ⊆ B и на B ′ устойчивы сужения всех операций B.

Понятно, что булева алгебра и её подалгебра имеют общие нули и единицы, поскольку
они суть рассматриваться как некоторые нульместные операции на основном множестве.
Пример 5.2. 1. Булева алгебра P n

2 логических функций от n переменных является
подалгеброй алгебры P2 всех логических функций (см. п. 3 примера 1.6).

2. Пусть A ⊂ B. Тогда P(A) 
 P(B), поскольку эти булевы алгебры имеют, например,
разные единичные элементы (что повлечёт и несовпадение дополнений в P(A) и в
P(B) ).

Непосредственно из определений и ранее доказанных фактов следует, что если
ϕ : B1 → B2 — булев гомоморфизм, то ϕ(B1) 6 B2.

5.2 Булевы кольца и структуры

Напомним, что (алгебраическим) кольцом называется АС 〈R, +, ·, 0 〉, где R — мно-
жество, содержащее элемент нуль (0), на котором определены две бинарные операции
сложение (+) и умножение (·) такие, что для любых x, y, z ∈ R справедливы соотноше-
ния

(x+ y) + z = x+ (y + z) , x+ y = y + x , x+ 0 = x

∀x ∃ y : ( x+ y = 0 ) ,

(указанное означает, что редукт 〈R, +, 0 〉 кольца есть абелева группа по сложению, или
модуль) и

(x+ y) · z = x · z + y · z , x · (y + z) = x · y + x · z

(дистрибутивность умножения по отношению к сложению).
Нуль кольца — единственный элемент, обладающий свойством x + 0 = x. Элемент

y такой, что x + y = o называют обратным к x; он единственен, в силу чего его мож-
но обозначить (−x). Заметим, что иногда при определении кольца исключают условие
существования обратного элемента, но добавляют наличие унарной операции (−), обла-
дающей свойством x + (−x) = 0. Тогда все свойства задаются тождествами и кольцо
оказывается многообразием (см. п. 6.1).

Если кольцевая операция умножения обладает свойством ассоциативности

(x · y) · z = x · (y · z)

и/или коммутативности
x · y = x · y ,
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то и кольцо называют соответствующе. Если кольцо содержит единицу (1) — элемент,
для которого

x · 1 = 1 · x = x ,

то говорят о кольце с единицей, его записывают как 〈R, +, ·, 0, 1 〉. Единица 1 — уни-
кальный элемент с указанным свойством2. В выкладках знак умножения обычно пускают
и считают его приоритет выше приоритета сложения.

Определение 5.4. Ассоциативное кольцо, обладающие свойством x2 = x для любого
своего элемента называется булевым кольцом.

Теорема 5.4. Булево кольцо 〈R, +, ·, 0 〉 коммутативно и элементом, обратным к x
есть сам x.

Доказательство. Докажем сначала второе утверждение:

x+ x = (x+ x)2 = x2 + x2 + x2 + x2 = (x+ x) + (x+ x) ⇒ x+ x = 0 .

Отсюда

x+ y = (x+ y)2 = x2 + xy + yx+ y2 = x+ xy + yx+ y ⇒ xy + yx = 0

и далее получаем

xy = xy + 0 = xy + (xy + yx) = (xy + xy) + yx = 0 + yx = yx .

�

Теорема 5.5. Пусть B = 〈B, t, u, ′, o, ι 〉 — булева алгебра. Для любых x, y ∈ B
положим

x+ y = (x u y ′) t (x ′ u y) , x · y = x u y .
Тогда АС B∗ = 〈B, +, ·, o, ι 〉 есть булево кольцо с единицей ι.

Ясно, что так определённая операция сложения — аналог симметрической разности
множеств (см. п. 1.2).

Доказательство. Коммутативность введённых операций сложения (+) и умножения (·),
ассоциативность умножения, справедливость равенства x2 = x и наличие единицы ι с
её свойством x · ι = x для всех x — очевидны.

2Доказательство приведённых свойств уникальности:

• если 01 и 02 — два элемента со свойствами нуля, то 01 = 01 + 02 = 02 ;
• если y1 и y2 — обратные к x элементы, то

y1 = y1 + 0 = y1 + (x+ y2) = (y1 + x) + y2 = 0 + y2 = y2 ;

• если 11 и 12 — два элемента со свойствами единицы, то 11 = 11 · 12 = 12 .
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Условия теоремы позволяют не различать операции умножения и пересечения. С учё-
том этого — x+ y = xy ′ t x ′y. Используя законы булевой алгебры, получим

(x+ y) + z = (xy ′ t x ′y)z ′ t (xy ′ t x ′y) ′z = xy ′z ′ t x ′yz ′ t (x ′ t y)(x t y ′)z =

=xy ′z ′ t x ′yz ′ t x ′y ′z t xyz ,

x+ (y + z) = x(yz ′ t y ′z) ′ t x ′(yz ′ t y ′z) = x(y ′ t z)(y t z′) t x ′yz ′ t x ′ ′y =

=xy ′z ′ t xyz t x ′yz ′ t x ′y ′z .

Таким образом, (x+y)+z = (x+y)+z, и ассоциативность операции + показана. Затем

x+ o = xo ′ t x ′o = xι = x ,

т.е. B∗ оказывается абелевой группой по сложению.

И, наконец, выкладки

(x+ y)z = (xy ′ t x ′y)z = xy ′z t x ′yz .

xz + yz =xz(yz) ′ t (xz) ′(yz) = xz(y ′ t z ′) t (x ′ t z ′)yz = xy ′z t x ′yz

доказывают дистрибутивный закон умножения относительно сложения. �

Основным примером булева кольца и является как раз кольцо 〈 P(A), ⊕, ∩, ∅, A 〉,
получаемое указанным способом из тотальной алгебры множеств.

Теорема 5.6. Пусть R = 〈R, +, ·, 0, 1 〉 — булево кольцо с единицей. Для любых
x, y ∈ R положим

x t y = x+ y + x · y, x u y = x · y , x ′ = x+ 1 .

Тогда АС R∗ = 〈R, t, u, ′, 0, 1 〉 — булева алгебра.

Доказательство. Ассоциативность введённых операций t, u и закон Idt (с учётом
x+ x = 0 по теореме 5.4) проверяются непосредственно, а Idu наследуется из R. Ком-
мутативность булева кольца, установленная теоремой 5.5, обеспечивает коммутативность
t и u . Далее в выкладках без пояснений используются свойства булева кольца.

Установим справедливость законов поглощения:

(x t y) u x = (x+ y + xy)x = x+ xy + xy = x .

x t (x u y) = x t (xy) = x+ xy + xy = x .

Таким образом, B∗ — решётка.

Непосредственно проверяется выполнение пар законов t o, u ι и t ι, u o, описываю-
щих, соответственно, нейтральные и поглощающие свойства элементов 0 и 1 по отноше-
нию к t и u. В силу этого 0 и 1 суть нуль и единица решётки B∗.
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Из равенств

x u x ′ =x(1 + x) = x+ x = 0 и

x t x ′ =x t (1 + x) = x+ 1 + x+ x(1 + x) = 1 + x+ x = 1

вытекает, что B∗ — решётка с дополнениями.
Равенства

(x t y) u z = (x+ y + xy)z = xz + yz + xyz = (x u z) t (x u z)

доказывают справедливость в B∗ первого дистрибутивного закона, а второй доказыва-
ется двойственно. �

Таким образом, любое булево кольцо с единицей может быть задано с помощью бу-
левой алгебры и наоборот. Легко проверяется, что справедливо

Следствие. B∗∗ = B и R∗∗ = R.

Тем самым устанавливается т.н. стоуновская двойственность между булевыми ал-
гебрами и булевыми кольцами.

Определение 5.5. АС 〈B, t, u, ′, v, o, ι 〉 такая, что 〈B, t, u, ′, o, ι 〉 — булева алгеб-
ра, а отношение v задаются по (4.1) называется булевой структурой.

Для многих приложений удобнее рассматривать не булевы алгебры, а сразу буле-
вы структуры3. Заметим, что при этом указанная булева алгебра есть редукт булевой
структуры.

Покажем теперь, что справедливо следующее

Утверждение 5.1. Элемент булевой алгебры является атомом, если и только если он
непосредственно следует за нулём.

Доказательство. С одной стороны, если элемент a непосредственно следует за нулём бу-
левой алгебры, то любой её другой элемент x либо содержит элемент a, либо несравним
с ним. В первом случае a u x = a, а во втором — a u x = o, т.е. a удовлетворяет
определению атома булевой алгебры B.

С другой стороны, если b — элемент B, покрывающий атом a, то au b = a 6= b и b

не является атомом. �

В булевой структуре легко доказываются лемма 1.4 из п. 1.5, утверждающая, что
всякий ненулевой элемент конечной булевой алгебры может быть представлен в виде
объединения содержащихся в нём атомов. Действительно, для конечной булевой алгеб-
ры как дистрибутивной решётки справедливо утверждение леммы 4.3 о представлении
каждого ненулевого элемента в виде объединения неразложимых элементов, а таковыми
в булевой алгебре, по доказанному утверждению, являются исключительно атомы.

3В [58] для булевой структуры приведена (избыточная) система из 37-и аксиом.
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Поскольку булева алгебра 〈B, t, u, ′, o, ι 〉 является модулярной решёткой с допол-
нениями, то для неё справедлива теорема 4.24, т.е. булева структура есть решётка с
относительными дополнениями, и в ней единственное дополнение y элемента x ∈ [ a, b ]

относительно непустого интервала [ a, b ] определяются по формуле

y = a t (b u x ′) = b u (a t x ′) .

Если на интервале [ a, b ], a @ b по данной формуле определить операцию взятия до-
полнения ,̆ то АС 〈 [ a, b ], t, u, ,̆ a, b 〉 оказывается булевой алгеброй. Отметим, что по-
лученная булева алгебра не будет (за исключением “собственного” случая a = o, b = ι )
являться подалгеброй исходной алгебры т.к. эти алгебры имеют, например, различные
универсальные грани.

Отметим, что обычно рассматривают булеву структуру множеств
〈 P(A), ∪, ∩, −, ⊆, ∅, A 〉 дополняя тотальную алгебру множеств отношением включе-
ния ⊆.

5.3 Идеалы, фильтры и конгруэнции в булевой алгебре

Определение 5.6. Идеалом [фильтром] булевой алгебры называют её решёточные иде-
алы [фильтры ]. Если I — идеал булевой алгебры B, то пишут I P B.

В силу данного определения, булевы идеалы и фильтры обладают всеми свойства-
ми решёточных. Кроме того, идеала I и фильтра F булевой алгебры B добавляются
следующие почти очевидные свойства

(x ∈ I) N (x ′ ∈ I) ⇒ I = B и (x ∈ F ) N (x ′ ∈ F ) ⇒ F = B .

Действительно, по определению идеала ι = xt x ′ ∈ I, откуда I = B и аналогично для
фильтров.

На идеалы и фильтры булевой алгебры переносятся понятия, собственных, несоб-
ственных и главных идеалов и фильтров (см. п. 4.2). Так, идеалы и фильтры, описанные
в предыдущем примере в п. 1 — главные, а в п. 2 — не главные. Поскольку булева алгебра
есть решётка, то в конечной булевой алгебре все идеалы и фильтры — главные.
Пример 5.3. Рассмотрим тотальную алгебру множеств P(A) над множеством A.

1. Пусть B ⊆ A. Тогда совокупность всех подмножеств множества A, содержащихся
в B есть идеал булевой алгебры P(A), а содержащих B — фильтр P(A). Это —
главные идеалы и фильтры в бесконечной булевой алгебре.

2. Приведём пример неглавных идеалов и фильтров. Пусть A — бесконечное множе-
ство. Совокупность P0(A) всех конечных подмножеств A есть неглавный идеал,
а совокупность подмножеств, имеющих конечное дополнение до A — неглавный
фильтр булевой алгебры P(A). Фильтр указанного вида называют фильтром Фре-
ше.

То, что I — собственный идеал булевой алгебры B будем записывать I / B.
Справедлива следующая простая
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Теорема 5.7. Пусть B — булева алгебра и X ⊆ B. Тогда множество
X ′ = {x ′ | x ∈ X } будет идеалом B, если X — фильтр B и фильтром B, если
X — идеал B.

Идеалы [фильтры ] указанного вида называются присоединёнными к соответствую-
щим фильтрам [ идеалам ].

Максимальные фильтры булевых алгебр будем называть ультрафильтрами. Точнее,
ультрафильтр булевой алгебры B — это её собственный фильтр F , удовлетворяющий
условию

∀x (x ∈ F ∨ x ′ ∈ F ) .

Однако понятия «ультрафильтр» и «максимальный фильтр» (как собственный фильтр,
не лежащий ни в каком другом собственном фильтре) оказываются эквивалентными
(см. ниже). Это позволяет максимальные фильтры булевых алгебр называть ультрафиль-
трами, что традиционно и делается.

Понятно, что если x — атом [ коатом ] конечной булевой алгебры, то xM [xO ] — её мак-
симальный фильтр [ идеал ]. В конечных булевых алгебрах ультрафильтры других видов,
очевидно, отсутствуют. Существование максимальных идеалов и фильтров в бесконечной
булевой алгебре следует из теоремы 4.7 о собственных идеалах решётки с единицей.

Теорема 5.8 (свойства максимальных булевых идеалов и фильтров).

1. Каждый собственный идеал [ фильтр ] булевой алгебры содержится в некотором
максимальном идеале [ ультрафильтре ].

2. Идеал [ фильтр ] булевой алгебры B является максимальным, если и только если
для любого x ∈ B в нём содержится в точности один из элементов x и x ′.

3. Собственный идеал I [ фильтр F ] булевой алгебры B будет максимальным, если
и только если для любых x, y ∈ B из условия (x u y) ∈ I [ (x t y) ∈ F ] следует,
что либо x, либо y принадлежит I [ F ].

4. Собственный идеал [ фильтр ] булевой алгебры совпадает с пересечением всех мак-
симальных идеалов [ ультрафильтров ], в которых он содержится.

5. Максимальный идеал [ фильтр ] атомной булевой алгебры содержит все атомы
[ коатомы ] булевой алгебры, кроме, быть может, одного.

Доказательство. В силу двойственности достаточно показать справедливость утвержде-
ний относительно идеалов.

1. Доказательство для идеалов совпадает с приведённым для теоремы 4.7 о собствен-
ных идеалах решётки с единицей.

2. Докажем данное утверждение для идеалов. Пусть I — максимальный идеал буле-
вой алгебры 〈B, t, u, ′, o, ι 〉. Он не может содержать ни одной пары элементов x

и x ′, т.к. иначе x t x ′ = ι ∈ I ⇒ I = B, т.е. I — несобственный идеал. Противо-
речие.

Пусть теперь идеал I булевой алгебры B, x ∈ B и I не содержит ни x, ни x ′.
Рассмотрим множество I1 = {xt i | i ∈ I }. Легко видеть, что I1 — идеал и I ⊆ I1,
т.е. I не максимален.
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3. (⇒) Пусть идеал I булевой алгебры B максимален, т.е. B/I ∼=b 2 = { o, ι }. Тогда
для любого x ∈ B его смежный класс [x]I есть либо o, либо ι. В первом случае
x ∈ I, во втором — x ′ ∈ I.

(⇐) Пусть для любого элемента булевой алгебры B либо он, либо его дополнение
содержится в идеале I P B. Пусть I ⊂ I1 P B. Тогда для x ∈ I1r I имеем x ′ ∈ I1,
откуда x t x ′ = ι ∈ I1, т.е. I1 = B и идеал I — максимальный.

Доказательство остальных утверждений можно найти, например, в [32], [40], [48]. �

Замечания.
K п. 1. Данное утверждение для фильтров часто называют теоремой об ультрафиль-

трах булевой алгебры.
K п. 3. Собственный фильтр F булевой алгебры B, удовлетворяющий условию

(x t y) ∈ F ⇒
[
x ∈ F
y ∈ F

называется простым. Таким образом, данное утверждение доказывает эквивалент-
ность понятий «ультрафильтр» и «простой фильтр» булевой алгебры.

Пусть B — булева алгебра, а ∼ — конгруэнция на ней, как на решётке. Если при
этом ещё и

x ∼ y ⇒ x ′ ∼ y ′ ,

то ∼ — конгруэнция на данной булевой алгебре. Конгруэнции булевой алгебры B об-
разуют полную дистрибутивную решётку Con B. Её наименьшим элементом является
тождественная конгруэнция MB, а наибольшим — аморфная конгруэнция OB.

Важным отличаем идеалов булевой алгебры от решёточных является то, что они нахо-
дятся во взаимно-однозначном соответствии с конгруэнциями булевой алгебры. Именно,
если ∼=∼I — конгруэнция на булевой алгебре B и I = [ o ] — класс эквивалентности,
содержащий элемент o, то I — идеал B, причём выполняется соотношение

a ∼I b ⇔ ∃
I

x (a t x = b t x) . (5.1)

И обратно, если I P B, то отношение ∼I на B, определённое условием (5.1), будет кон-
груэнцией на B, причём [ o ] = I. Более того, покажем, что справедливо нижеследующее

Утверждение 5.2. Пусть a и b — элементы булевой алгебры B и I P B.

a ∼I b ⇔ (a u b ′) t (a ′ u b) ∈ I .

Доказательство. (⇒) Пусть существует x ∈ I такой, что a t x = b t x. Тогда, беря
пересечения с b ′ обеих частей равенства, получим (atx)ub ′ = (aub ′)t(xub ′) = xub ′,
т.е. a u b ′ v x u b ′ ∈ I и a u b ′ ∈ I. Аналогично a ′ u b ∈ I и, по свойству идеала,
(a u b ′) t (a ′ u b) ∈ I.

(⇐) Пусть (aub ′)t (a ′ub) = z ∈ I. Тогда aub ′ v z и aub ′ v z , т.е. aub ′ = x ∈ I
и a u b ′ = y ∈ I. Откуда, беря объединения с b обеих частей первого равенства и с
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a — второго равенства, получаем a t b = x t b и a t b = y t b соответственно. Отсюда
x t b = y t a. �

Конгруэнции на булевой алгебре естественным образом порождают факторалгебры.
Пусть ∼ — конгруэнция на булевой алгебре B, а I — идеал, соответствующий дан-
ной конгруэнции в указанном выше смысле. Фактормножество B/ ∼ обозначим B/I.
На классах-элементах B/I могут быть введены булевы операции объединения, пересе-
чения и дополнения, поскольку результат над элементами из фиксированных классов
будет лежать в одном классе эквивалентности, вне зависимости от того, какие элементы
будут выбраны из данных классов, т.к. конгруэнция как раз и обеспечивает это свойство.
Таким образом, АС B/I будет факторалгеброй булевой алгебры B.

Отображение ϕ : B → B/ ∼, ϕ(x) = [x]∼, ставящее в соответствие элементу B

его смежный класс по конгруэнции ∼∈ Con(B), является, очевидно, гомоморфизмом.
Такой гомоморфизм, в соответствии с общим подходом, называется естественным. С
другой стороны, если ϕ — гомоморфизм булевой алгебры B, то ϕ(B) ∼=b B/Ker ϕ и
Ker ϕ ∈ Con(B).

Теорема 5.9 (Тарский). Идеал I булевой алгебры B максимален, если и только если
B/I ∼=b 2.

Пример 5.4. Идеалом приведённого в примере 5.1 двузначного гомоморфизма ja будет
главный идеал (a ′)O, порождённый коатомом a ′.

Для главных идеалов булевых алгебр справедлив изоморфизм B/xO ∼=b [ o, x ′ ].

Пример 5.5. Проиллюстрируем изоморфизм B/xO ∼=b [ o, x ′ ] для булевой алгебры B3.
Её атомы будем обозначать a, b и c, а остальные элементы — указанием содержащихся
в них атомов. Если в качестве идеала I взять aO , то классами эквивалентности по ∼aO
будут

[a] = aO = I = { a, ∅ }, [b] = { ab, b }, [c] = { ac, c }, [bc] = { abc, bc }.

Факторалгеброй булевой алгебры B3 по выбранному идеалу будет изоморфная B2 ал-
гебра из указанных выше классов с нулём I, атомами [b] и [c] и единицей [bc]. Поскольку
bc = a ′ и ∅ ∈ I, то B/aO ∼=b [∅, a ′ ].

На рис. 5.1.1), изображена булева алгебра B3, причём классы эквивалентности по
∼aO выделены двойными линиями, а на рис. 5.1.2) — факторалгебра B3/aO.

Укажем теперь на связь идеалов [фильтров] булевой алгебры с булевыми гомомор-
физмами.

Утверждение 5.3. Ядро булева гомоморфизма есть собственный идеал. Каждый соб-
ственный идеал булевой алгебры представляет собой ядро некоторого её гомоморфизма.

Прообраз единицы булева гомоморфизма есть собственный фильтр.

Доказательство. Докажем утверждения теоремы относительно идеалов, оставив послед-
нее в качестве простого упражнения.

(⇒) Пусть ϕ — гомоморфизм из булевой алгебры B в булеву алгебру B ′. Его ядро
ϕ ](0) непусто, поскольку всегда содержит o ∈ B. Пусть x, y ∈ ϕ ](0). Тогда, во-первых,
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Рис. 5.1. К примеру 5.5

ϕ(x t y) = ϕ(x) t ϕ(y) = o t o = o, а во-вторых, если z v x, то ϕ(z) v ϕ(x) = o, и
поэтому ϕ(z) = 0 и z ∈ ϕ ](0).

(⇐) Если I / B и ϕ : B → B/I — гомоморфизм B на свою факторалгебру по
конгруэнции, задаваемой идеалом I, то I = ϕ ](B/I). �

Мы видим, что для булевых алгебр понятия идеала, конгруэнции, факторалгебры и
гомоморфизма оказываются тесно связанными и каждая из этих алгебраических кон-
струкций определяет другую.

С помощью факторизации могут быть построены безатомные булевы алгебры. Рас-
смотрим 〈 P(Z), ∪, ∩, −, ∅, Z 〉 — тотальную алгебру над множеством целых чисел Z.
Определим отношение ' над элементами P(Z): будем считать, что A ' B, если симмет-
рическая разность множеств A и B конечна. Ясно, что ' есть отношение эквивалент-
ности. Поэтому можно образовать фактормножество P(Z)/'. Все конечные (включая
пустое) подмножества P(Z) будут, очевидно, эквивалентными. Обозначим этот класс эк-
вивалентности [∅]. Также будут эквивалентными все подмножества целых чисел, имею-
щих конечные дополнения до Z, включая само Z; этот класс эквивалентности обозначим
[Z]. Легко проверить, что введенное отношение является также и стабильным относи-
тельно теоретико-множественных операций, т.е. для любых A, B ∈ P(Z) из A ' A ′ и
B ' B ′ следует A ∪ B ' A ′ ∪ B ′, A ∩ B ' A ′ ∩ B ′ и A ' A ′. Это означает, что АС
〈 P(Z)/', ∪, ∩, −, [∅], [Z] 〉 будет являться булевой алгеброй.

Легко убедиться, что данная булева алгебра не имеет атомов. Действительно, любой
отличный от [∅] элемент P(Z)/' есть класс бесконечных множеств. Атом — элемент,
непосредственно следующий за [∅], а таковые отсутствуют в P(Z)/' : действительно, в
любом бесконечном множестве X можно (с помощью аксиомы выбора!) указать подмно-
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жество Y такое, что и оно, его дополнение бесконечны, и поэтому [Y ] строго содержится
в [X]. Понятно, что подобная процедура может быть проведена для любой бесконечной
алгебры множеств: если M — бесконечное множество, то P(M)/P0(M) — безатомная
булева алгебра.

Говорят, что главные ультрафильтры алгебры множеств, поскольку все они имеют вид
aM , фиксированы в точке a множества. Их называют тривиальными ультрафильтрами.
Совместно с фильтрами Фреше они играют важную роль при исследовании сходимости в
анализе (топологическая система окрестностей данной точки является фиксированным в
ней тривиальным ультрафильтром). Главные ультрафильтры также используют, напри-
мер, при исследованиях полноты логических систем в алгебрах Линденбаума–Тарского,
порождённых соответствующей логической теорией (см., например, [40] или [19]).

Пример 5.6. Рассмотрим множество A = {A, B, . . . } формул алгебры логики (формул
над высказываниями). Если A ≡ B есть тождественно истинная формула, то говорят,
что формулы A и B логически эквивалентны или равносильны, что записывают как
A ∼ B. Ясно, что ∼ есть отношение эквивалентности на A. Класс эквивалентности,
порождаемый формулой A будем обозначать [A], классы тождественно истинных фор-
мул — T, а тождественно ложных формул — F.

На фактормножестве A/∼ классов эквивалентности формул алгебры логики можно
задать теоретико множественные операции дополнения (−), объединения (∪) и пересе-
чения (∩), причём

[A] = [¬A], [A] ∪ [B] = [A ∨B], [A] ∩ [B] = [ANB].

Легко установить, что введённые операции над классами эквивалентностей имеют
следующие свойства:

• операции ∪ и ∩ коммутативны и взаимно дистрибутивны;
• выполняются соотношения [A] ∪ F = [A] и [A] ∩T = [A];

• справедливы законы [A] ∪ [A] = T и [A] ∩ [A] = F.

Указанное означает, что АС 〈A/∼, ∪, ∩, −, T, F 〉 является булевой алгеброй. Её назы-
вают факторалгеброй логических формул. Для классической алгебры высказываний она
совпадает с соответствующей алгеброй Линденбаума–Тарского (в последней факториза-
ция проводится по отношению ' такому, что A ' B если и только если из формулы
A выводится формула B и наоборот). С каждым элементом A/∼ связана соответству-
ющая функция алгебры логики.

Обозначим через An множество формул алгебры логики над n элементарными вы-
сказываниями. Очевидно, An бесконечно, а фактормножество An/∼ — конечно (содер-
жит 22n элементов).

Рассмотрим уравнение
a(x̃) NX(x̃) = F,

где a(x̃) и X(x̃) — формулы, реализующие соответственно известную и искомую булевы
функции (для простоты указывают именно формулы, а не порождённые ими классы). То-
гда решением данного уравнения будет любая функция, реализуемая формулами из глав-
ного идеала, порождённого формулой a(x̃) в соответствующей алгебре Линденбаума–
Тарского. Далее знак конъюнкции N будем для простоты опускать.

Например, пусть a(x̃) = x1x2, т.е. дано уравнение

x1x2X(x1, x2) = F. (∗)
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Имеем x1x2 = x1 ∨ x2, и главный идеал алгебры Линденбаума–Тарского, порождённый
классом формул [x1∨x2 ], составляют классы [x1∨x2 ], [x1 ], [x2 ], [x1x2∨x1x2 ], [x1x2 ],
[x1x2 ], [x1x2 ] и F. На рис. 5.2 показан данный идеал. Для каждого класса указан вектор
значений соответствующей функции (подразумевается упорядочение наборов значений
переменных сначала по x, затем по y).
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Рис. 5.2. Главный идеал L∗2, порожденный классом дизъюнкции

Решением уравнения (∗) будет любая булева функция, реализующаяся формулами
из приведённых классов.

В бесконечных булевых алгебрах, могут существовать и неглавные (нетривиальные)
ультрафильтры. Их также называют свободными, поскольку они не фиксированы ни
в какой точке исходного множества. Пересечение всех элементов такого фильтра есть
единичный элемент.
Пример 5.7. Опишем в самом общем виде, как может быть построен неглавный ультра-
фильтр F булеана P(N) . Сначала рассмотрим фильтр Фреше, который обозначим F0.
Он не является максимальным, поскольку, например, ни множество чётных чисел 2N,
ни его дополнение (множество нечётных чисел) не принадлежат F0. Поэтому надо при-
нять решение, отнести 2N к конструируемому ультрафильтру F или нет. Пусть принято
решение о том, что 2N ∈ F . Это будет означать, что некоторые другие множества (все
множества, содержащие 2N ) также будут принадлежать F . Полученный фильтр обозна-
чим F1. Понятно, что он также не будет являться искомым ультрафильтром, поскольку
относительно ряда множеств неопределённость останется: например, ни множество 3N,
ни его дополнение не принадлежат F1. Здесь снова нужно принять решение о вхожде-
нии одного из указанных множеств в F1, построить F2 и т.д. Показано, что в результате
выполнения “трансфинитного числа шагов” будет построен искомый ультрафильтр F .

Хотя мы привели чрезвычайно грубый набросок способа построения фильтра F , на-
деемся, что читателю видна роль аксиомы выбора в данных рассуждениях: никакого
способа указать, какое множество нужно рассматривать на каждом шаге для включения



188 Глава 5. Булевы алгебры (продолжение)

его или его дополнения в F , нет. Кроме того, на каждом шаге можно принять любую
из указанных альтернатив. Мы видим, что процесс построения F существенно неодно-
значен, и, на самом деле, до сих пор не указано ни одного неглавного ультрафильтра в
явном виде, без применения аксиомы выбора.

Неглавные ультрафильтры над P(N) могут быть использованы, например, при по-
строении поля гипердействительных чисел в нестандартном анализе.

Пример 5.8. Множество гипердействительных чисел ∗R, изучаемых в нестандартном ана-
лизе4, представляет собой неархимедово упорядоченное поле, являющееся расширением
поля R действительных чисел. Это означает, что ∗R — цепь, в которую вложено множе-
ство R (образ R — стандартные гипердействительные числа) и содержащее, кроме того,
множество т.н. нестандартных гипердействительных чисел. При этом в ∗R выполняют-
ся все аксиомы поля, однако не выполняется справедливая в R аксиома Архимеда: «для
любых двух положительных чисел a и b существует натуральное n такое, что n ·a > b».

Согласно принципу наследования свойств при расширении, аксиома Архимеда может
нарушаться лишь когда хотя бы одно из чисел a и b нестандартное. Среди нестандарт-
ных чисел выделяют бесконечно большие и бесконечно малые. Так, если числа ε и I
суть положительные соответственно бесконечно малое и бесконечно большое гипердей-
ствительные, а x — положительное действительное, то неравенства n ·ε > x и n ·x > I
не будут выполняться ни для какого натурального n.

Поле гипердействительных чисел ∗R можно построить, используя некоторый неглав-
ный ультрафильтр U в P(N). Рассмотрим всевозможные последовательности обычных
действительных чисел. Будем говорить, что последовательности a = (a1, a2, . . . ) и
b = (b1, b2, . . .) эквивалентны, если равенство ai = bi нарушается на множестве, не
принадлежащем U .

Легко проверяется, что, в силу свойств ультрафильтров введённое отношения дей-
ствительно является отношением эквивалентности и, например, все последовательности,
отличающиеся в конечном числе членов, эквивалентны. Получающиеся классы эквива-
лентности назовём гипердействительными числами; они и будут являться элементами
∗R. Действительному числу a соответствует класс эквивалентности [( a, a, . . . )], это —
стандартное гипердействительное число.

Четыре арифметических действия производятся над последовательностями почлен-
но. Будем считать, что a < b , если неравенство ai > bi выполняется на каком-либо
множестве, не входящем в U .

Нетрудно проверить, что, поскольку U — ультрафильтр, получено упорядоченное
поле. В этом поле, однако, аксиома Архимеда не выполняется: например, [( 1, 1

2
, 1

3
, . . . )]

есть бесконечно малое, а [( 1, 2, 3, . . . )] — бесконечно большое гипердействительные чис-
ла. При проверке этих свойств и требуется, чтобы U был неглавным ультрафильтром.

5.4 Булевы многочлены

Определение 5.7. Пусть Xn = {x1, . . . , xn } — n -элементное множество неизвестных
или переменных, не содержащее символов 0 и 1. Тогда булевы многочлены над Xn суть
строки символов, удовлетворяющие следующим условиям:

4 Создал нестандартный анализ американский математик А. Робинсон (1918–1974). Элементарному
введению в дисциплину посвящена брошюра В.А. Успенского Нестандартный, или неархимедов, анализ,
откуда взяты этот и предыдущий примеры.
Последнее время вместо слова «нестандартный» часто пользуются термином «инфинитезимальный»

(инфинитезималями называют актуально рассматриваемые бесконечно большие и бесконечно малые
величины) в противопоставление анализу бесконечно малых. Для дальнейшего изучения можно реко-
мендовать книгу [13].
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1) x1, . . . , xn, 0, 1 — булевы многочлены;
2) если p и q — булевы многочлены, то таковыми являются и (p)t (q), (p)u (q), (p) ′.

Таким образом, формально булевы многочлены — формулы из переменных и констант
0 и 1 над множеством из символов (двух бинарных и одной унарной) связок {t, u, ′ }.
Множество всех булевых многочленов над Xn обозначим через Pn.

Под записью p = q мы будем понимать, что многочлены p и q совпадают как
строки символов, т.е. их синтаксическое тождество, говоря при этом, что данные мно-
гочлены равны. Далее мы будем пользоваться известными правилами экономии скобок —
вместо (xi)

′, (0) ′ и (1) ′ писать xi
′, 0 ′ и 1 ′ соответственно — и считать, что p = q,

если данные многочлены совпадают при восстановлении всех скобок согласно определе-
нию 5.7. Поскольку любой булев многочлен над n переменными можно рассматривать
как многочлен над n+ 1 переменной, то

P1 ⊂ P2 ⊂ . . . ⊂ Pn ⊂ Pn+1 ⊂ . . . .

Заметим, что Pn нельзя представить как элементы булевой алгебры, имеющий соот-
ветствующие операции и константы, т.к., например, x1tx2 6= x2tx1 и x1ux2 6= x2ux1.
Для отождествления подобных выражений введём понятие полиномиальной функции,
индуцированной многочленом на булевой алгебре B.

Определение 5.8. Пусть B — булева алгебра и p — булев многочлен из Pn. Обозначим
через p̂B(b1, . . . , bn) элемент из B, который получается из p заменой каждого xi на
bi ∈ B, i = 1, . . . , n. Тогда отображение

p̂B : Bn → B, (b1, . . . , bn) 7→ p̂B(b1, . . . , bn) (5.2)

называется полиномиальной функцией, индуцированной булевым многочленом p на B.

Пример 5.9. 1. Пусть B = 2, n = 2, p = x1 t x2 и q = x2 t x1. Тогда p 6= q,
p̂B = a ∨ b, q̂B = b ∨ a и p̂B = q̂B, т.к. при любой замене в этих выражениях букв
a и b элементами {0, 1} ∈ 2 получим один и тот же элемент.

2. Пусть B = P(A), n = 2, p = (x1 t x2) ′ и q = x1
′ u x2 ′. Тогда опять p 6= q, а

p̂B = X ∪ Y , q̂B = X ∩ Y , где X, Y ⊆ A и снова p̂B = q̂B.

Определение 5.9. Два булевых многочлена p, q ∈ Pn называются эквивалентными
(символически p ∼ q ), если равны их полиномиальные функции на 2, т.е.

p ∼ q ⇔ p̂2 = q̂2.

Легко видеть, что ∼ действительно есть отношение эквивалентности на Pn, посколь-
ку его свойства рефлексивности, симметричности и транзитивности наследуются из от-
ношения равенства функций.

Обозначим P n
B = {p̂B | p ∈ Pn} — множество всех полиномиальных функций, инду-

цированных многочленами из Pn на B.

Теорема 5.10. Pn/ ∼ есть булева алгебра, и Pn/ ∼ ∼=b P n
2 (подразумевается, что

операции этих булевых алгебр суть t, u и ′, а выделенные элементы — 0 и 1).
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Доказательство. Определим отображение ϕ : P n
2 → Pn/∼, которое переводит полиноми-

альную функцию P n
2 , индуцированную многочленом p на 2 в класс эквивалентности

[p]∼. Данное определение корректно, т.к. p̂2 = q̂2 ⇒ p ∼ q ⇒ [p]∼ = [q]∼. Легко
проверить, что ϕ и есть искомый булев изоморфизм. �

Теорема 5.11. Для булевой алгебры B множество P n
B — булева алгебра с операциями

t, u, и ′ , причём P n
B 6 BBn.

Доказательство. Необходимо убедиться в устойчивости P n
B относительно операций объ-

единения, пересечения и дополнения, а также, что P n
B содержит указанные в теореме 5.2

постоянные функции f0 ≡ 0 и f1 ≡ 1.
Для t имеем

(p̂B t q̂B)(a) = p̂B(a) t q̂B(a)
(5.2)
= (̂p t q)B(a) ∈ P n

B

для произвольного a ∈ Bn. Для u и ′ доказательство аналогично.
Кроме того, f0 ≡ 0 и f1 ≡ 1 для любой булевой алгебры B и по (5.2) эти функции

содержатся в P n
B. �

С помощью теоремы Стоуна показывается, что полиномиальные функции, соответ-
ствующие эквивалентным многочленам, совпадают на любой булевой алгебре, а не только
на 2, т.е. справедлива

Теорема 5.12. Пусть p, q ∈ Pn и p ∼ q. Тогда для произвольной булевой алгебры B
справедливо p̂B = q̂B.

Доказательство можно найти в [32].
Часто возникает потребность заменить данный многочлен эквивалентным ему более

простым многочленом. Данную проблему решают в два этапа. Сначала вводят т.н. нор-
мальные формы многочленов. Совокупность нормальных форм обеспечивает наличие си-
стемы представителей для каждого класса эквивалентности множества Pn. Тогда задача
сводится к нахождению кратчайшего в том или ином смысле многочлена, эквивалентного
данной нормальной форме.

Определение 5.10. Множество N ⊆ Pn называется системой совершенных нормальных
форм, если

• для любого элемента Pn найдётся эквивалентный ему элемент N ;
• два разных элемента N неэквивалентны.

Будем далее пользоваться обозначением xσ, аналогичным введённому в п. 1.2 для
множеств, а именно, для σ ∈ {0, 1} и x ∈ {x1, . . . , xn, 0, 1} положим

x1i = xi, x0i = xi
′, 01 = 0, 00 = 1, 11 = 1, 10 = 0.

Мы будем далее в рамках данного раздела для простоты пользоваться символами 0 и 1
для обозначения нуля и единицы булевой алгебры соответственно. Выражения вида xi,
xi
′, а также 0 и 1 будем называть литералами.
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Пусть B — булева алгебра, p — булев многочлен из Pn. Полиномиальную функцию
p̂B(b1, . . . , bn) : 2n → 2, индуцированную p на B, обозначим fp. Элементы 2n будем
обозначать α̃, β̃, . . .. Таким образом, например, α̃ = (α1, . . . , αn), αi ∈ {0, 1}, i = 1, n.
Функции fp сопоставлены два множества N1

fp
и N0

fp
её единичных и нулевых наборов.

Следующие два булевых многочлена

pd(fp) =
⊔

α̃=(α1, ..., αn)∈N1
fp

(
xα1
1 u . . . u xαnn

)
и

pc(fp) =
d

α̃=(α1, ..., αn)∈N0
fp

(
xα1
1 t . . . t xαnn

)
при N1

fp
6= ∅ и N0

fp
6= ∅ называются соответственно совершенными дизъюнктивной и

конъюнктивной нормальными формами (СДНФ и СКНФ) многочлена p. При N1
fp

= ∅
полагают pd(fp) = 0, а при N0

fp
= ∅ — pc(fp) = 1. Ясно, что данные формы определены

однозначно с точностью до порядка соответствующих членов. Заметим, что СДНФ для
многочлена над {x1} называется разложением Шеннона по x = x1: (a u x) t (b u x ′),
где a и b — известные элементы булевой алгебры B.

В многочисленных пособиях (см., например, [32] или [57]) показывается что совокуп-
ности СДНФ и СКНФ всех p ∈ Pn есть системы совершенных нормальных форм. Как
следствие, имеем

1. P n
2 = 22n и |Pn/∼ | = 22n , т.е. любая функция из 2n в 2 является полиномиальной

булевой функцией. Поэтому говорят, что алгебра 2n полиномиально полна.

2. Если |B| = m > 2, то |P n
B| = |Pn/ ∼ | = 22n < mmn = |BBn|, т.е. 2n —

единственно полиномиально полная булева алгебра.

Полиномиальная полнота означает, что каждую функцию можно представить полино-
мом.
Пример 5.10. Пусть

p = ((x1 t x2) u x1 ′) t ((x2
′) ′ u (x1 t x2 ′)) ∈ P2.

Поскольку p̂B(0, 0) = p̂B(1, 0) = 0 и p̂B(0, 1) = p̂B(1, 1) = 1, имеем

p ∼ (x1
′ u x2) t (x1 u x2 ′) = pd(fp).

Заметим, что применяя законы булевой алгебры, можно получить

pd(fp) ∼ (x1
′ t x1) u x2 ∼ 1 u x2 ∼ x2.

СДНФ булева многочлена p можно получить по следующему алгоритму.

Шаг 1. Применяя законы DeM1, 2 добиваемся, чтобы знаки дополнения относились
только к литералам и константам.

Шаг 2. Применяя законы Dtr1, 2 выражаем p в виде объединения пересечений.
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Шаг 3. Если в некотором пересечении отсутствуют как xi, так и xi
′, в качестве множи-

теля к p добавляем xi t xi ′.
Шаг 4. Применяя (возможно неоднократно)DeM1, пока не будет получено объединение

пересечений. Применяя закон Idu, получаем СДНФ p.

Пример 5.11. Пусть a, b ∈ 2 и

p = ((a u x1) t (b u x2)′)′ t (x1 t b)′.

Шаг 1. p ∼ ((a u x1)′ u (b u x2)′′) t (x1
′ u b ′) ∼ ((a ′ t x1 ′) u (b u x2)) t (x1

′ u b ′).
Шаг 2.

((a ′ t x1 ′) u (b u x2)) t (x1
′ u b ′) ∼

∼ ((a ′ u b u x2) t (x1
′ u b u x2)) t (x1

′ t b ′) ∼
∼ (a ′ u b u x2) t (x1

′ u b u x2) t (x1
′ t b ′).

Шаг 3. (a ′ u b u x2)︸ ︷︷ ︸
1

t (x1
′ u b u x2)︸ ︷︷ ︸

2

t (x1
′ u b ′)︸ ︷︷ ︸
3

= y.

B пересечении 1 отсутствует x1, поэтому в 1 добавляем x1 t x1 ′; в пересечении 2
встречаются как x1, так и x2, поэтому в 2 не добавляем ничего; в пересечении 3
отсутствует x2 — добавляем x2 t x2 ′. Имеем

y ∼ (a ′ u b u (x1 t x1 ′) u x2) t (x1
′ u b u x2) t (b ′ u x1 ′ u (x2 t x2 ′)).

Шаг 4.

(a ′ u b u (x1 t x1 ′) u x2) t (x1
′ u b u x2) t (b ′ u x1 ′ u (x2 t x2 ′)) ∼

∼ ((a ′ u b u x1 t x2) t (a ′ u b u x1 ′ t x2) t (b u x1 ′ u x2)t
t ((b ′ u x1 ′ u x2) t (b ′ u x1 ′ u x2 ′)) ∼

∼ (a ′ u b u x1 t x2) t (a ′ u b u x1 ′ t x2) t (b u x1 ′ u x2)t
t (b ′ u x1 ′ u x2) t (b ′ u x1 ′ u x2 ′).

Рассмотрим отдельно три средних пересечения, содержащие x1
′ t x2:

((a ′ u b) u (x1
′ t x2)) t (b u (ux1 ′ u x2)) t (b ′ u (x1

′ u x2)) ∼
∼ ((a ′ u b) t b t b ′) u (x1

′ u x2) ∼
∼ ((a ′ u b) t 1) u (x1

′ u x2) ∼ u 1 u (x1
′ u x2).

Итак, окончательно получаем искомую СДНФ

p ∼ (a ′ u b u x1 u x2) t (1 u x1 ′ u x2) t (b ′ u x1 ′ u x2 ′).

Методы минимизации булевых многочленов мы не будем их здесь рассматривать, их
можно найти, например, в [57].

5.5 Уравнения в булевых алгебрах

В булевых алгебрах можно решать уравнения. Будем далее рассматривать уравнения
над булевыми многочленами.
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Определить сначала сам термин «булево уравнение», поскольку равенство p = q

говорит просто, что многочлены p и q идентичны.

Определение 5.11. Пусть p и q — булевы многочлены из Pn. Пару (p, q) назовём
(булевым) уравнением.

Пусть B — произвольная булева алгебра. Элемент (b1, . . . , bn) ∈ Bn называется
решением уравнения (p, q) в булевой алгебре B, если p̂B(b1, . . . , bn) = q̂B(b1, . . . , bn).

Множество уравнений { (pi, qi) | i ∈ I ⊆ N } образует систему уравнений. Решением
системы называется общее решение всех уравнений системы.

Если не возникает путаницы, уравнение (p, q) допустимо записывать в виде p = q.
Для дальнейшего удобно преобразовать уравнение p = q к виду r = 0.

Теорема 5.13. Уравнения p = q и (puq ′)t(p ′uq) = 0 имеют одни и те же решения.

Доказательство. Пусть B — булева алгебра и (b1, . . . , bn) ∈ Bn. Положим
a = p̂B(b1, . . . , bn) и b = q̂B(b1, . . . , bn).

Тогда, с одной стороны,

a = b ⇒ (a u b ′) t (a ′ u b) = (a u a ′) t (a ′ u a) = 0 t 0 = 0 ,

а с другой — по пп. 1) и 3) леммы 1.1

(a u b ′) t (a ′ u b) = 0 ⇒

{
a u b ′ = 0

a ′ u b = 0
=⇒

{
a u b ′ = 0

a t b ′ = 1
⇒ a = b ′′ ⇔ a = b .

�

По данной теореме система уравнений

{ (pi, qi) | i = 1, . . . , m } (5.3)

эквивалентна единственному уравнению

(p1 u q ′1) t (p ′1 u q1) t (p2 u q ′2) t (p ′2 u q2) t . . . t (pm u q ′m) t (p ′m u qm) = 0 . (5.4)

Если решение ищется в алгебре 2, то выразив левую часть в конъюнктивной фор-
ме, получим, что приведённое выше уравнение имеет решение, когда хотя бы один из
сомножителей принимает значение 0. Таким образом, получают все решения системы.

Далее в рамках данного раздела будем, следуя традиции, вместо xty и xuy писать
x∨y и xy (xNy) и называть данные выражения суммой и произведением соответственно.
Пример 5.12. Решим заданную в 2 систему { (x1x2, x1x3 ∨ x2), (x1 ∨ x ′2, x3) }
(m = 2, n = 3).

Перепишем систему в привычном виде{
x1x2 = x1x3 ∨ x2 ,
x1 ∨ x ′2 = x3 .

По теореме 5.13 она эквивалентна единственному уравнению

x1x2(x1x3 ∨ x2)′ ∨ (x1x2)
′(x1x3 ∨ x2) ∨ (x1 ∨ x ′2)x ′3 ∨ (x1 ∨ x ′2)′x3 = 0 .
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Преобразуя левую часть в СКНФ, получим уравнение

(x1 ∨ x2 ∨ x ′3)(x ′1 ∨ x ′2 ∨ x ′3) = 0 , (5.5)

которое имеет то же множество решений, что и исходная система. Эти решения являются
нулями сомножителей в (5.5).

Решения системы — элементы (b1, b2, b3) ∈ 23 удовлетворяющие соотношениям

(b1 ∨ b2 ∨ b3)(b1 ∨ b2 ∨ b3) = 0 .

Это две тройки (b1, b2, b3) такие, что

b1 ∨ b2 ∨ b3 = 0 и b1 ∨ b2 ∨ b3 = 0 .

т.е. (001) и (111) .

В общем случае, когда решение ищется не в простейшей, а в произвольной булевой
алгебре B 6= 2, то приведение уравнения (5.4) к конъюнктивной форме приводит к
потере решений в силу того, что B не обладает свойством полиномиальной полноты, и
в ней из a u b = o не следует, что либо a = o, либо b = o

Система уравнений, решённая в примере 5.12, состояла исключительно из неизвест-
ных величин — элементов булевой алгебры B. Рассмотрим метод решения булевых урав-
нений с параметрами относительно одного неизвестного произвольной булевой алгебры.

Пусть дано БУ p = q и многочлены p и q содержат единственный неизвестный
элемент x. Удобно считать, что x есть элемент булевой структуры 〈B, t, u, ′, v, o, ι 〉

Метод состоит в последовательном выполнении следующих шагов.

Шаг 1. Приводим данное уравнение к равносильному уравнению с o в правой части (что
обеспечивается теоремой 5.13).

Шаг 2. Приводим полученное уравнение к равносильному уравнению вида

(a u x) t (b u x ′) = o,

где a и b — известные элементы B. Понятно, что на данном шаге находится раз-
ложение Шеннона (см. 5.4) по переменной x.

Шаг 3. Заменяем полученное уравнение на эквивалентную систему

a u x = o , b u x ′ = o .

Шаг 4. Если b 6v a ′, то исходное уравнение решения не имеет. Иначе (см. следствие из
теоремы 5.1), любой x такой, что

b v x v a ′ или x = (b t u) u a ′ = (a ′ u u) t b ,

где u — произвольный элемент B, есть искомое решение.
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Последний шаг обосновывают следующие выкладки. Имеем

a u x = 0 ⇔ (a u x) t a ′ = a ′ ⇔ (a t a ′) u (x t a ′) = a ′ ⇔

⇔ x t a ′ = a ′ ⇔ x v a ′.

Аналогично b u x ′ = 0 ⇔ b v x. Справедливость формулы для x с использованием
произвольного элемента B следует из{

b v x

x v a ′
⇔

{
x = b t u для некоторого u ∈ B
x u a ′ = x

⇔ x = (b t u) u a ′.

Вторая форма представления x следует из первой по модулярности.
Пример 5.13. Решить булево уравнение x t c = d.

Шаг 1. x t c = d ⇔ ((x t c)′ u d) t ((x t c) u d ′) = 0.

Шаг 2.

((x t c)′ u d) t ((x t c) u d ′) = (x ′ u c ′ u d) t (x u d ′) t (c u d ′) =

= (x ′ u uc ′ u d ′) t (x u d ′) t (x u c u ud ′) t (x ′ u c u d ′) =

= (x u (d ′ t (c u d ′))) t (x ′ u ((c ′ u d) t (c u d ′))) = o .

Шаг 3. Имеем d ′ u x = 0 , (c ′d t cd ′) u x ′ = 0.

Шаг 4. Исходное уравнение имеет решение если и только если (c ′ u d) t (c u d ′) v d.
Покажем, что данное условие эквивалентно c v d:

((c ′ u d) t (c u d ′)) v d ⇔ (c ′ u d) t (c u d ′) t d = d ⇔
⇔ d t (c u d ′) = d ⇔ (d t (c u d ′)) u c = d u c ⇔

⇔ (c u d) t (c u d ′) = d u c ⇔ c = c u d ⇔ c v d .

Общее решение исходного уравнения —

x = (c ′ u d) t (c u d ′) t u) u d = (c ′ u d) t (u u d) = d u (c ′ t u) ,

где u — произвольный элемент булевой структуры, на которой задано рассматри-
ваемое уравнение.
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Глава 6

Алгебраические системы

Теория универсальных алгебр уже оказывает и, нужно ожидать, в
ближайшее десятилетия будет оказывать всё возрастающее влияние
на развитие всей общей алгебры.

А.Г. Курош. Курс общей алгебры.

Как указывалось в предисловии, данная глава является вспомогательной, к материалу
которой можно обращаться, когда имеется необходимость углублённого общего рассмот-
рения вышеописанных конструкций и вовлечения их в более широкий алгебраический
контекст.

6.1 Основные определения. Модели и алгебры

Мы уже пользовались одним из основных понятий современной математики — поня-
тием алгебраической системы (АС). Неформально, АС — множество с определёнными на
нём операциями и отношениями. Для формального задания АС A определим составля-
ющие её элементы.

Пусть Op и Rel — некоторые непустые одновременно и не имеющие общих элемен-
тов совокупности символов произвольных операций и отношений соответственно. Если
оба указанные множества конечны, то соответствующая алгебраическая система назы-
вается АС конечного типа. Мы будем рассматривать только такие системы. Мощности
множеств Op и Rel обозначим N и M соответственно.

(Абстрактная) сигнатура σ есть упорядоченная пара 〈Op, Rel 〉, символически
σ = sgntA. Если Rel = ∅, то АС называют (универсальной) алгеброй, а если Op = ∅ —
то реляционной системой или моделью.

Каждому элементу fi ∈ Op сопоставлено натуральное число ni > 0, i = 1, N , а
элементу rj ∈ Rel — целое число mj > 0, j = 1, M , выражающее «местность» или
«арность» соответствующего функционального или предикатного символа.

Будем считать, что операции с ненулевыми арностями имеют номера с 1 по N ′ 6 N .
Местности сигнатурных символов записывают в виде кортежа

τ = 〈n1, . . . , nN ′ ; m1, . . . , mM ; 0, . . . , 0 〉 ,

который называют типом АС. Если оговаривают, что задается алгебра или модель, то
их типы записывают, перечисляя арности лишь элементов из Op или, соответственно,
из Rel.

При задании типа, последовательности арностей n1, . . . , nN ′ и m1, . . . , mM приня-
то упорядочивать так, чтобы они оказались невозрастающими. Задавая сигнатуру, её
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элементы перечисляют в соответствии с выбранной упорядоченностью. Если необхо-
димо явно указывать арности элементов, их записывают в качестве верхних индексов:
fnii , i = 1, N ′, rmjj , j = 1, M .

Рассмотрим теперь не имеющее общих элементов с Op и Rel непустое множество
A. Оно будет называться носителем или основным множеством АС A, символически
A = SuppA. Если A — конечно, то соответствующая алгебраическая система называется
конечной.

Совокупности всех операций и отношений, которые можно определить на A будем
обозначать OpA и RelA соответственно. Понятно, что это — очень мощные множества,
состоящие из большого числа элементов, даже если A — конечное множество небольшой
мощности.

Определим далее понятие интерпретации данной абстрактной сигнатуры. Интерпре-
тация ω есть пара функций 〈ω1, ω2 〉,

ω1 : Op→ OpA и ω2 : Rel→ RelA,

сопоставляющих каждому символу из Op и Rel соответственно конкретные операции
или отношения на A той же арности.

Окончательно, алгебраическая система A есть пятёрка

A = 〈A, Op, Rel, ω1, ω2 〉 .

Образами интерпретации являются совокупности функций OpA ⊆ OpA и предика-
тов Rel A ⊆ RelA на множестве A. Алгебраические системы с одинаковыми абстракт-
ными сигнатурами называют однотипными. Однотипные АС различаются носителями и
интерпретациями. Операции и отношения однотипных АС, являющиеся образами разных
интерпретаций соответствующих символов сигнатуры называют одноимёнными.

При работе с конкретными АС их записывают короче, либо в общем виде как

A = 〈A, OpA, Rel A 〉,

либо перечислением конкретных операций и отношений

A = 〈A, fn1
1 , . . . , f

nN′
N ′ , r

m1
1 , . . . , rmMM , 0, . . . , 0 〉.

Элементы OpA ненулевой арности называют главными операциями, элементы Rel A —
главными отношениями, а элементы OpA нулевой арности — главными элементами
АС. Элемент носителя A, отмечаемый нульарной операцией f 0

i будем обозначать f 0
i (A0),

опуская, возможно верхний и нижний индексы у символа функции. Пару 〈OpA, Rel A 〉
будем называть сигнатурой на множестве A и обозначать σA.

Приведём примеры алгебраических систем [42].

Пример 6.1. Для сигнатуры σ = 〈 f1, f2, f3, r1, c1, c2 〉 типа 〈 2, 2, 1; 2; 0, 0 〉 построим
различные однотипные АС, выбирая различные носители и по-разному задавая интер-
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претацию символов сигнатуры σ.

A1: suppA1 = N0, а элементы сигнатуры интерпретируются (с переходом к инфексной
записи) следующим образом:

f1 7→ +, f2 7→ ·, f3(n) = n+ 1, r 7→6, c1 7→ 0, c2 7→ 1.

Ясно, что такая АС описывает арифметику неотрицательных целых чисел.

A2: suppA2 = suppA1, но сигнатурные символы интерпретируются по-другому:

f1 7→ 0, f2(m,n) = mn , f3(n) = 2n,

r(m,n) 7→ m и n взаимно просты, c1 7→ 1, c2 7→ 1.

Эта экзотичная АС не имеет специального названия.

A3: suppA3 = P(A). Сигнатурные символы будем трактовать следующим образом:

f1 7→ ∪ , f2 7→ ∩ , f3 7→ − , r 7→ ⊆ , c1 7→ ∅ , c2 7→ A.

Ясно, что мы получили тотальную булеву структуру множеств.

A4: Носитель АС A4 есть множество V всех векторов ~x трёхмерного пространства, а
сигнатурные символы интерпретируются так:

f1(~a,~b) = ~a+~b , f2(~a,~b) = ~a×~b , f3(~a) = −~a
r(~a,~b) 7→ «вектор ~a коллинеарен вектору ~b» , c1, c2 7→ ~0.

До линейного трехмерного пространства этой АС недостаёт требования возможно-
сти умножения векторов из V на элементы некоторого поля с выполнением законов
унитальности, ассоциативности и дистрибутивности (см. с. 214).

Операции и отношения во всех приведённых примерах, соответствующие сигнатур-
ным символам f1, f2, f3 и r1 будут одноимёнными. Везде мы предполагали, что введен-
ные операции и отношения имеют обычный математический смысл.

Приведём примеры конкретных алгебраических систем различной сигнатуры.
Пример 6.2. 1. AC 〈A, f 〉, где f — одноместная операция на множестве A называ-

ется унаром.
2. Поле действительных чисел 〈R, +, ·, −, 0, 1 〉 есть алгебра типа 〈 2, 2, 1, 0, 0 〉. За-

метим, что кортеж 〈+, ·, −, −1, 0, 1 〉 нельзя рассматривать как сигнатуру поля,
т.к. операция −1 не определена для нуля.
Кольцо K с единицей есть алгебра сигнатуры σ = 〈 ·, +, −, 0, 1 〉 типа
〈 2, 2, 1, 0, 0 〉.
Группа есть алгебра типа 〈 2, 1, 0 〉 сигнатуры σ = 〈 ◦, −1, e 〉.

3. Частично предупорядоченное множество 〈P, ≤〉, где ≤ — символ предпорядка
есть модель типа 〈 2 〉.

4. Если одна АС может быть получена из другой удалением некоторых операций, от-
ношений или констант, то первая АС называется редуктом второй. Полугруппа Туэ
есть АС с сигнатурой 〈 ◦, −1, v, M〉 типа 〈2, 1, 2, 0〉. Для неё редукты, задаваемые
сигнатурами 〈◦, −1, M〉 и 〈v 〉, суть моноид и ч. у. множество соответственно. Если
операция ◦ обеспечивает также и существование обратных элементов, то прихо-
дим к понятию упорядоченной группы. При этом, если отношение v задаёт цепь,
то соответствующая группа называется линейно упорядоченной. Примером такой
группы будет структура 〈R, +, −, 6, 0 〉.
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Во всех приведённых выше примерах считалось, что приведённые операции и от-
ношения обладают известными свойствами. В общем случае эти свойства необходимо
задавать.
Пример 6.3. Опишем здесь кратко одно обобщение булевой алгебры, называемое MV-
алгеброй (от англ. multi-valued — многозначная).

MV-алгеброй называется множество M , содержащее по крайней мере элемент — o
(нуль), с заданными на нём бинарной операцией ⊕ (сложения) и унарной операцией ¬
(дополнения). При этом для любых x, y и z из M выполняются следующие аксиомы:

x⊕ y = y ⊕ x ,
x⊕ (y ⊕ z) = (x⊕ y)⊕ z ,
x⊕ o = x ,

¬¬x = x ,

x⊕ ¬o = ¬o
¬(¬x⊕ y)⊕ y = ¬(¬y ⊕ x)⊕ x .

MV-алгебра, таким образом, есть АС 〈A, ⊕, ¬, o 〉. Первые три аксиомы указывают,
что её редукт 〈A, ⊕, o 〉 — коммутативный моноид. Ясно, что множество всех MV-алгебр
включают в себя как частный случай подмножество всех булевых алгебр.

Приведём примеры MV-алгебр.
• Тривиальная MV-алгебра с единственным элементом o и операциями o ⊕ o = o,
¬o = o.

• Интервал действительных чисел [ 0, 1 ] в котором считается o = 0 и с операциями
x⊕ y = min {x+ y, 1} и ¬x = 1− x. В нечёткой логике эта MV-алгебра называют
стандартной, поскольку она является моделью логики Лукасевича.

• Двузначная алгебра логики 2, в которой пересечение соответствует ⊕, а дополне-
ние — ¬.

• n + 1 -элементное множество вида { 0, 1/n, 2/n, . . . , −1/n, 1 } для некоторого на-
турального n с операциями, как у вышеопределённой стандартной MV-алгебры.

Совокупность АС фиксированной сигнатуры называется классом алгебраических си-
стем. Класс M АС сигнатуры σ называется многообразием, если существует множество
Σ тождеств сигнатуры σ такое, что АС сигнатуры σ принадлежит классу M если и
только если в ней выполняются все тождества Σ. Совокупность тождеств Σ называют
аксиоматикой данного класса.
Пример 6.4. 1. Булевы алгебры — многообразие сигнатуры 〈 t, u, ′, o, ι 〉 типа

〈 2, 2, 1, 0, 0 〉, определяемой системой аксиом, приведённой в самом первом опре-
делении этой книги1.

2. Полугруппы — это многообразия сигнатуры, состоящей из единственной бинарной
операции ◦, удовлетворяющие тождеству (x ◦ y) ◦ z = x ◦ (y ◦ z).

3. Ассоциативно-коммутативные кольца с единицей — это многообразия сигнатуры
〈+, ·, −, 0, 1 〉 типа 〈 2, 2, 1, 0, 0 〉, удовлетворяющие следующим тождествам Σ
(знак · опускаем):

(x+ y) + z = x+ (y + z); x+ 0 = 0 + x = x;
x+ (−x) = 0; x+ y = y + x;
(x+ y)z = xz + yz; x(y + z) = xy + xz;
(xy)z = x(yz); x1 = 1x = x;
xy = yx.

1 Фундаментальное описание булевой алгебры как АС дано в [14].
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4. MV-алгебры есть многообразия сигнатуры 〈⊕, ¬, o 〉 типа 〈 2, 1, 0 〉, удовлетворя-
ющие тождествам, указанным в примере 6.3.

Отметим, что произвольной алгебре можно сопоставить адекватную ей модель, если
каждую n-местную операцию fn заменить на такое (n+1)-местное отношение rn+1, что
rn+1(x1, . . . , xn, y) ⇔ fn(x, . . . , xn) = y. Такая модель называется представляющей.

Пример 6.5. Пусть задана группа 〈Z, +, −, 0 〉. Если

r31(m, n, k) ≡ (m+ n = k), r22(m, n) ≡ (m = −n), r13(n) ≡ (n = 0),

то 〈Z, r31, r22, r13 〉 будет представляющей моделью для данной группы.

6.2 Подсистемы. Прямое произведение АС

Напомним, что множество X называется устойчивым относительно отображения
f : Xn → X, если f(x1, . . . , xn) ∈ X. Пусть A = 〈A, OpA, Rel A 〉 — алгебраическая
система и ∅ 6= B ⊆ A. Назовём множество B устойчивым относительно операций из
OpA, если оно устойчиво относительно сужений на B каждой операции из OpA.

Определение 6.1. Пусть A = 〈A, OpA, Rel A 〉 — АС, ∅ 6= B ⊆ A, а OpB и
Rel B — совокупности сужений на B операций из OpA и отношений из Rel A соот-
ветственно. Если множество B устойчиво относительно всех операций из OpA, то АС
B = 〈B, OpB, Rel B 〉 называется подсистемой A (символически B 6 A ).

Подсистему алгебры называют подалгеброй, а подсистему модели — подмоделью. Если
B ⊂ A, то соответствующую подсистему называют собственной (символически B < A ).

Ясно, что любое подмножество носителя определяет подмодель, но не любое — подал-
гебру. Для последнего требуется устойчивость подмножества относительно всех операций
сигнатуры, в том числе и нульарных, т.е. подсистема должна содержать все главные эле-
менты исходной системы, если таковые имеются.

Пример 6.6. 1. Поле рациональных чисел есть подалгебра поля действительных чисел
(см. пример 6.2).

2. Если множество A — собственное подмножество множества B, то алгебра множеств
P(A) не является подалгеброй P(B), поскольку такое сужение не сохраняет в P(A)
единицу B из P(B).

3. Пусть F — множество дифференцируемых действительных функций. Тогда унар
〈F, d

dx
〉, где d

dx
— оператор дифференцирования, есть алгебра. Множество полино-

миальных функций будет её подалгеброй.

Заметим, что АС, носителем которой является множество функций, называют функ-
циональной системой.

4. При любом натуральном n унар 〈Z, + 〉 содержит подалгебру 〈nZ, + 〉.
5. Подалгебрами циклической группы Z6 = 〈 { 0, 1, . . . , 5 }, +6 〉 будут подгруппы
{ 0 } = E, { 0, 3 } ∼= Z2, { 0, 2, 4 } ∼= Z3 и сама Z6.

Совокупность всех подсистем АС A будем обозначать Sub A. Ясно, что это ч. у. мно-
жество, упорядоченное по включению (носителей подсистем).
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Теорема 6.1. Пусть A — АС, I — произвольное множество индексов и {Ai}i∈I —
некоторая совокупность её подсистем. Тогда

⋂
i∈I Ai либо пусто, либо является под-

системой.

Доказательство. Достаточно заметить, что пересечение носителей всех подсистем, если
оно не пусто, устойчиво относительно всех операций любой подсистемы. �

Следствие. Если АС A имеет главные элементы, то пересечение всех её подсистем
непусто.

Справедливость данного следствия вытекает из условия принадлежности главных
элементов АС A любой её подсистеме.

Наименьшую подсистему АС, в случае её существования, называют её главной подси-
стемой. Например, кольцо целых чисел 〈Z, +, ·, 0 〉 и ч. у. множество 〈Z, 6 〉 наимень-
ших подсистем, очевидно, не имеют.

Пусть дана АС A = 〈A, OpA, Rel A 〉 и B ⊆ A. Обозначим через B = [B ] пересече-
ние всех подсистем из Sub A, содержащих B. B называют подсистемой, порождённой
множеством B, а элементы B — порождающими элементами. АС B мы также будем
записывать для простоты в виде B = 〈 [B], OpA, Rel A 〉, подразумевая здесь под OpA

и Rel A соответствующие сужения операций и отношений. Если B — конечное множе-
ство, то B есть конечнопорождённая система. При B = {b}, то вместо [ {b} ] пишут
[ b ].

Пример 6.7. 1. Подкольцо чётных кольца целых чисел порождается элементом 2.
2. Пусть A = 〈 {a1, a1, . . . , an}, f 〉 — унар, где f(ai) = ai+1 для i = 1, 2, . . . , n− 1

и f(an) = a0. Тогда A порождается любым элементом своего носителя.
3. 〈N, + 〉 = [1].
4. АС 〈N, · 〉 не есть конечнопорождённая алгебра.

Итак, непустое пересечение подсистем АС всегда является её подсистемой. Поэтому
часто для удобства рассматривают пустую АС — с пустым носителем и пустой сигнату-
рой, и тогда пересечение любых подсистем АС будет подсистемой.

Объединение подсистем АС, вообще говоря, подсистемой не является, что показывает
нижеследующий

Пример 6.8. 〈nZ, + 〉 и 〈mZ, + 〉 при любых целых n и m суть подсистемы 〈Z, + 〉,
однако при некратных друг другу n и m множество nZ∪mZ неустойчиво по отношению
к сложению, и в этом случае 〈nZ ∪ mZ, + 〉 даже не есть АС. Например, при n = 6 и
m = 10 множество { 0, ±6, ±10, ±12, ±20, . . . } не содержит элемента 4 = 10− 6.

Ниже сформулировано условие, когда объединение подсистем будет являться подси-
стемой.

Определение 6.2. Совокупность S подмножеств A называется локальной, если любое
конечное подмножество A содержится в некотором элементе S.

Примером локальной подсистемы множества R является совокупность интервалов
вида (−n, n), n ∈ N.
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Теорема 6.2 (об объединении подсистем АС). Пусть A = 〈A, OpA, Rel A 〉 —
алгебраическая система и {Ai ⊆ A | i ∈ I} — локальная совокупность подмножеств её
носителя A. Тогда 〈

⋃
i∈I Ai, OpA, Rel A 〉 6 A.

Доказательство. Надо показать устойчивость множества U =
⋃
i∈I Ai относительно опе-

раций из OpA. Рассмотрим произвольную n-местную операцию f из OpA. Для произ-
вольного набора (a1, . . . , an) = a имеем: с одной стороны, a ∈ U , а с другой — найдется
такое множество Ai ⊆ U , что {a∪f(a)} ∈ Ai, что означает устойчивость U относительно
f . �

Таким образом, устойчивость на объединении элементов локальной совокупности сле-
дует из того, что операции определены над конечным множеством аргументов.

Выше мы отмечали, что совокупность Sub A всех подсистем АС A есть ч. у. мно-
жество. Более того, оно решёточно упорядочено, если для АС без главных элементов
пустое множество считать устойчивым относительно произвольных операций. Тогда пе-
ресечение подсистем всегда есть подсистема (возможно пустая), и для A1, A2 ∈ A можно
положить inf {A1, A2 } = A1∩A2. Положим sup {A1, A2 } = [A1∪A2 ]. Поскольку коль-
цо множеств — полная решётка, то и Sub A оказывается полной решёткой (см. с. 133).

Пример 6.9. Продолжая рассмотрение предыдущего примера укажем, что наимень-
шей подсистемой АС 〈Z, + 〉, содержащей её подсистемы 〈nZ, + 〉 и 〈mZ, + 〉 будет
〈 [m ∧ n ], + 〉. Например, для 〈 6Z, + 〉 и 〈 10Z, + 〉 это 〈 2Z, + 〉.

Для двух однотипных АС A1 и A2 абстрактной сигнатуры σ с носителями A1 и A2

соответственно определяют прямое произведение A = A1 × A2, также являющееся АС.
Сигнатура АС A будет состоять из такого же числа тех же символов операций и отно-
шений, что и σ, но их местности удваиваются. Пусть f1 и f2 — одноимённые операции,
а r1 и r2 — одноимённые отношения из A1 и A2 соответственно. Соответствующие им
операция f× и отношение r× в АС A1 × A2 определяются как

f×(a, b) = ( f1(a), f2(b) ) и r×(a, b) = r1(a) N r2(b) .

Здесь a и b — произвольные наборы элементов из A1 и A2 соответственно длины n

(для операций) или m (для отношений). Если c1 и c2 — главные одноимённые элементы
из A1 и A2 соответственно, то

c× = (c1, c2)

— главный элемент из A1 × A2.

Пример 6.10. 1. 〈Z2, +〉 × 〈Z3, +〉 состоит из шести элементов (0, 0), (0, 1), (0, 2),
(1, 0), (1, 1), (1, 2). При этом, например, (1, 1) + (1, 1) = (0, 2).

2. Рассмотрим две однотипные АС сигнатуры 〈 2, 2, 0 〉: A = 〈 {0, 1, 2}, +3, 6, 0 〉
и B = 〈 {0, 1}, max, <, 1 〉, где max — операция взятия максимального из двух
чисел, а отношения 6 и < понимаются в обычном смысле. Тогда

A×B = 〈 { (0, 0), (0, 1), (1, 0), (1, 1), (2, 0), (2, 1) }, ∗, ≤, (0, 1) 〉 ,
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где бинарная операция ∗ и отношение ≤ определены как

(a1, b1) ∗ (a2, b2) = ( (a1 +3 a2), max {b1, b2} ) ,

(a1, b1) ≤ (a2, b2) = (a1 6 a2) N (b1 < b2) ,

где a1, a2 ∈ {0, 1, 2}, b1, b2 ∈ {0, 1}, а (0, 1) — единица АС A×B.
3. Прямое произведение булевых алгебр есть булева алгебра.

Ясно, что определено и прямое произведение любого конечного числа однотипных
систем. Прямое произведение k АС A обозначают Ak.

6.3 Гомоморфизмы АС

Определение 6.3. Пусть 〈A, OpA, Rel A 〉 и 〈B, OpB, Rel B 〉 — две однотипные АС,
а f ∈ OpA и f ′ ∈ OpB — пара одноимённых операций местности n. Тогда говорят, что
отображение ϕ : A→ B согласованно с данными операциями, если

ϕ(f(a1, . . . , an)) = f ′(ϕ(a1), . . . , ϕ(an)) и ϕ(f(A0)) = f ′(ϕ(A0)) (6.1)

для n > 0 и при произвольных a1, . . . , an ∈ A и n = 0 соответственно.

Пример 6.11. Для алгебр 〈Rr{0}, · 〉 и 〈R, + 〉 отображение ϕa(x) = loga |x| при любом
действительном a > 0, a 6= 1 согласованно с операциями · и + данных АС.

Если отображение ϕ окажется согласованным со всеми парами одноимённых опера-
ций двух АС, то будем говорить, что ϕ согласованно с операциями этих АС.

Определение 6.4. Пусть 〈A, OpA, Rel A 〉 и 〈B, OpB, Rel B 〉 — две однотипные АС,
а r ∈ Rel A и r ′ ∈ Rel B — пара одноимённых отношений арности m. Тогда говорят,
что отображение ϕ : A→ B соответственно

1) согласованно с данными отношениями, если

r(a1, . . . , am) �� r ′(ϕ(a1), . . . , ϕ(am)) ; (6.2)

2) сильно согласованно с данными отношениями, если

r ′(ϕ(a1), . . . , ϕ(am)) ⇒
⇒ ∃

A
x1, . . . , xm

[ (
ϕ(ak) = ϕ(xk), k = 1,m

)
N r(x1, . . . , xm)

]
; (6.3)

3) полностью (или тождественно) согласованно с данными отношениями, если

r(a1, . . . , am) ≡ r ′(ϕ(a1), . . . , ϕ(am)) .

Если отображение ϕ окажется (сильно, тождественно) согласованным со всеми пара-
ми одноимённых отношений двух АС, то будем говорить, что ϕ (сильно, тождественно)
согласованно с отношениями этих однотипных АС.
Пример 6.12. Рассмотрим две модели типа 〈 1 〉: 〈 {a1, a2}, r 〉 и 〈 {b}, r ′ 〉. Отображение
ϕ из A на B (единственное возможное) задаётся равенствами ϕ(a1) = ϕ(a2) = b. Пусть
r ′(b) = 1. Тогда

1) если r(a1) = r(a2) = 0, то ϕ согласованно,
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2) если r(a1) = 1 и r(a2) = 0, то ϕ сильно согласованно,
3) если r(a1) = r(a2) = 1, то ϕ тождественно согласованно

с парой ( r, r ′ ) одноимённых отношений рассматриваемых моделей.

Определение 6.5. Пусть A и B — две однотипные АС. Тогда отображение ϕ : A→ B,
согласованное с операциями этих АС называется соответственно

1) гомоморфизмом из A в B, если ϕ согласованно;
2) взаимно-однозначным (или биективным) гомоморфизмом между A и B, если

ϕ — биекция, согласованная;
3) сильным гомоморфизмом из A в B, если ϕ сильно согласованно;
4) изоморфизмом между A и B, если ϕ — биекция, полностью согласованная

с отношениями этих АС.

Вместо термина «сильный» для гомоморфизма иногда употребляют термин строгий.
Для алгебр понятие сильного гомоморфизма отсутствует, а взаимно-однозначный гомо-
морфизм всегда есть изоморфизм. АС A и B называют изоморфными, если существует
изоморфизм между A и B, что записывают как A ∼= B.
Пример 6.13. 1. Модель A = 〈Z, < 〉 не изоморфна, а лишь биективно гомоморфна

модели B = 〈 2Z, 6 〉: отображение ϕ(n) = 2n есть взаимно-однозначный гомо-
морфизм из A в B. Он не сильный, поскольку отображение ϕ согласованно, но не
тождественно согласованно с отношениями < и 6.

2. Для декартова произведения A × B алгебраических систем A и B определены
отображения π1(a, b) = a и π2(a, b) = b из A ×B на A и B соответственно.
Из определения декартова произведения непосредственно видно, что π1 и π2 суть
сильные гомоморфизмы.

3. 〈Z, 6 〉 ∼= 〈 2Z, 6 〉 и Z2
2
∼= V4.

Замечание. Отметим важное свойство сильных гомоморфизмов, которое нам по-
надобится в дальнейшем. Соотношение (6.3) позволяет утверждать, что если (в
введённых обозначениях) справедливо r ′(ϕ(a1), . . . , ϕ(am)), то в A найдутся та-
кие x1, . . . , xm из ядра ϕ ](0), что справедливо r(x1, . . . , xm), и, таким образом,
r ′(ϕ(a1), . . . , ϕ(an)) ��r(x1, . . . , xm). Можно сказать, что мы сохранили истинность на
некотором подмножестве элементов, связанных отношением r ′, переходя от него к одно-
именному отношению r “при движении против отображения ϕ”.

То, что ϕ — гомоморфизм из A в B записывают как ϕ ∈ Hom(A, B). Следующая
теорема утверждает, что гомоморфные как образ, так и прообраз подсистем АС также
суть подсистемы (соответствующих систем).

Теорема 6.3. Пусть A = 〈A, OpA, Rel A 〉 , B = 〈B, OpB, Rel B 〉 — две однотип-
ные АС, A ′ 6 A и B ′ 6 B (A ′ и B ′ — носители A ′ и B ′ соответственно) и
ϕ ∈ Hom (A, B). Тогда Im ϕ(A ′) 6 B и Im ϕ−1(B ′) 6 A.

Доказательство. Нужно показать устойчивость главных операций и главных элементов
из A ′ и B ′ на образе и прообразе ϕ соответственно.

Устойчивость главных элементов АС относительно гомоморфизмов и взятий подси-
стем очевидна. Рассмотрим теперь пару f , f ′ одноимённых операций местности n > 0

из OpA и OpB соответственно.
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Пусть b1 . . . , bn — произвольные элементы из ϕ(A ′). Тогда ϕ(ai) = bi для некоторых
ai ∈ A, i = 1, n и

f ′(b1, . . . , bn) = f ′(ϕ(a1), . . . , ϕ(an)) = ϕ(f(a1, . . . , an)) ∈ ϕ(A ′) ,

поскольку f(a1, . . . , an) ∈ A ′ в силу устойчивости A ′. Следовательно, подмножество
ϕ(A ′) устойчиво в АС B.

Если же a1 . . . , an — произвольные элементы из ϕ−1(B ′), то ϕ(ai) ∈ B ′, i = 1, n и
тогда

ϕ(f(a1, . . . , an)) = f ′(ϕ(a1), . . . , ϕ(an)) ∈ ϕ(B ′) ,

откуда f(a1, . . . , an) ∈ ϕ−1(B ′) и, значит, ϕ−1(B ′) устойчиво в A. �

Легко показывается, что если преобразование, обратное изоморфизму, есть изомор-
физм и композиция гомоморфизмов [ изоморфизмов ] есть гомоморфизм [ изоморфизм ].
Также ясно, что отношение изоморфизма есть отношение эквивалентности на множе-
стве алгебраических систем и, следовательно, все алгебраические системы распадаются
на классы эквивалентности, содержащие изоморфные системы. Обычно изучают свой-
ства алгебраической системы с точностью до изоморфизма. Такие свойства называют
абстрактными.

Сюръективный гомоморфизм АС называют эпиморфизмом, а инъективный гомомор-
физм — мономорфизмом2, т.е. так же, как и соответствующе отображения. Гомоморфизм
АС в себя называется эндоморфизмом. Изоморфизм АС на себя называют автоморфиз-
мом. С каждой АС A связаны решётка подсистем Sub A, моноид эндоморфизмов End A

и группа автоморфизмов Aut A (группа обратимых элементов моноида End A ).
Класс алгебраических систем называется абстрактным, если вместе с каждой АС в

нём лежат все системы, ей изоморфные. Для алгебр справедлива

Теорема 6.4 (Биркгоф). Класс алгебр является многообразием, если и только если
он замкнут относительно взятия подалгебр, прямых произведений и гомоморфных об-
разов.

Следующий факт часто используется на практике.

Теорема 6.5. Всякий сюръективный эндоморфизм конечной системы есть изоморфизм.

Доказательство. Рассмотрим АС 〈A, OpA, Rel A 〉 с конечным носителем A и её сюръ-
ективный эндоморфизм ϕ. Пусть r — произвольное отношение арности m из Rel A.
Поскольку ϕ — гомоморфизм, то для любого набора a1, . . . , am из m элементов носи-
теля A истина импликация r(a1, . . . , am) �� r(ϕ(a1), . . . , ϕ(am)), т.е. для её посылки и
заключения могут иметь место только следующие пары истинностных значений посылки
и заключения: (0, 0), (0, 1), (1, 1). Теорема будет доказана, если выяснится, что второй
случай в наших условиях не реализуется.

2Заметим, что в теории категорий термины «эпиморфизм» и «мономорфизм» имеют другие опреде-
ления и, как следствие, несколько иные свойства. В частности, категорные эпиморфизмы не обязательно
являются сюръективными гомоморфизмами.
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Наложение множества на себя является биекцией и, в силу конечности A, переста-
новкой его элементов конечной степени. Тогда существует натуральное t такое, что ϕ t

есть тождественная перестановка. Пусть отношение r(ϕ(a1), . . . , ϕ(am)) выполнено. От-
сюда следует, что, поскольку ϕ — гомоморфизм, для любого натурального k выполнено
r(ϕ k(a1), . . . , ϕ

k(am)). При k = t получаем, что выполнено и r(a1, . . . , am). Таким об-
разом, r(ϕ(a1), . . . , ϕ(am)) �� r(a1, . . . , am), и случай (o, 1) невозможен.

B силу произвольности r мы показали тождественную согласованность ϕ со всеми
отношениями из Rel A. �

6.4 Конгруэнции и факторсистемы

Напомним, что однородное множестве A отношение ρ стабильно относительно опе-
рации f : An → A, если при n > 0 из ai ρ ai

′, i = 1, n для всех a1, a1
′, . . . , an, an

′ ∈ A
следует, что f(a1, . . . , an) ρ f(a1

′, . . . , an
′), а при n > 0 — ρ рефлексивно (см. определе-

ние 2.8). Однородное отношение ρ на АС 〈A, OpA, Rel A 〉 называется стабильным на
этой АС, если оно стабильно относительно любой операции из OpA. Например, полное
O и диагональное M отношения стабильны на любой АС.

Определение 6.6. Стабильная на АС эквивалентность называется конгруэнцией на ней3.

Ясно, что полное и диагональное отношения являются конгруэнциями на любой АС.
Конгруэнция на АС A определяет подсистему АС A2. Совокупность всех конгруэнций
Con A есть ч. у. множество, упорядоченное по включению. Con A имеет универсальные
грани: это отмеченные выше диагональ (o) и аморфная конгруэнция (ι).

Пример 6.14. B качестве АС A рассмотрим полугруппу 〈Z, · 〉.

1. Отношение эквивалентности ≡2 (чётности) на множестве Z есть конгруэнция на
АС A. Действительно, {

k ≡2 m
l ≡2 n

⇒ kl ≡2 mn,

т.е. отношение ≡2 стабильно относительно операции умножения. Имеем
A2 = 〈Z2, · 〉, где (k, l) · (m,n) = (km, ln) и нетрудно видеть, что (для просто-
ты указание на класс mod 2 опускаем)

〈 { (0, 0), (0, 1), (1, 0), (1, 1) }, · 〉 6 A2 .

2. Для конгруэнций ≡2 и ≡4 на АС A имеем ≡4⊆≡2, и вообще ≡m⊆≡n, если n | m.

Нетрудно понять, что пересечение любого семейства конгруэнций само является кон-
груэнцией, притом наибольшей из всех, содержащихся в каждой из конгруэнций семей-
ства. Из теоремы 4.2 следует, что ч. у. множество конгруэнций Con A — полная решётка,
называемая решёткой конгруэнций АС A. Понятно, что Con A ⊆ A2. При этом можно

3Мы уже пользовались понятием конгруэнции на решётках — см. определение на с. 159
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показать, что для α, β ∈ Con A верно sup {α, β } = {α, β }e ∈ ConA (ср. с п. 3 приме-
ра 4.2). Так же свойство {α, β}e = α ∪ β = αβ для перестановочных эквивалентностей
α и β сохраняется и для конгруэнций АС.

Теорема 6.6. Если на АС A все конгруэнции перестановочны, то решётка Con A
модулярна.

Доказательство. Пусть α, β, γ ∈ Con A и α ⊆ β. Для того, чтобы в решётке конгруэнций
выполнялся модулярный закон, достаточно показать, что справедливо включение

α ⊆ β ⇒ α ∪ (β ∩ γ) ⊇ β ∩ (α ∪ γ),

обратное к неравенству полумодулярности.

Заменив объединение конгруэнций на их произведение, для произвольных подсистем
A и B АС A имеем

A(β ∩ (α � γ))B ⇔ AβB N ∃X (AαX NXγB ) ⇔ ∃X (AβB N AαX NXγB ) .

Здесь X — некоторая подсистема A.

Покажем теперь, что в данном случае AβB можно заменить на XβB. Действительно,

AαX ⇒ AβX ⇔ XβA

в силу симметричности конгруэнций. Вместе с AβB это означает, что справедливо

XβAN AβB ⇒ Xβ2B ⇔ XβB.

Таким образом,

∃X (AβB N AαX NXγB ) ⇒ ∃X (AαX NXβB NXγB ) ⇔

⇔ ∃X (AαX NX(β ∩ γ)B ) ⇔ A(α � (β ∩ γ))B,

т.е. β ∩ (α ∪ γ) ⊆ α ∪ (β ∩ γ). �

Пусть x, y — два различных элемента АС A. Наименьшая из конгруэнций, содержа-
щих пару (x, y), обозначается θ(x, y) и называется главной конгруэнцией, порождённой
указанной парой. Таким образом,

θ(x, y) ,
⋂

(x,y)∈α∈ConA

α .

Роль главных конгруэнций раскрывает

Теорема 6.7. Если α ∈ Con A, то

α =
⋃

(x, y)∈α

θ(x, y) .
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Доказательство. 6.4

⋃
(x, y)∈α

θ(x, y) =
⋃

(x, y)∈α

 ⋂
(x,y)∈α

α

 =
⋂

(x,y)∈α

 ⋃
(x, y)∈α

α

 =
⋂

(x,y)∈α

O = α .

�

Таким образом, всякая конгруэнция α АС является теоретико-множественным объ-
единением содержащихся в ней главных конгруэнций.

Теорема 6.8. Ядро гомоморфизма АС есть конгруэнция на ней.

Доказательство. Пусть ϕ — гомоморфное отображение АС с носителем A. Поскольку яд-
ро ϕ ](0) есть эквивалентность, нам достаточно показать его стабильность относительно
операций данной АС.

Рассмотрим произвольную операцию f данной АС. Пусть местность f есть n.
Если n > 0, то возьмём a1, a1

′ . . . , an, an
′ ∈ A такие, что ai(Kerϕ) ai

′, или иначе
ϕ(ai) = ϕ(ai

′) для всех i = 1, n. Поскольку ϕ — гомоморфизм, имеем:

ϕ(f(a1, . . . , an)) = f ′(ϕ(a1), . . . , ϕ(an)) = f ′(ϕ(a1
′), . . . , ϕ(an

′)) = ϕ(f(a1
′, . . . , an

′)),

т.е. f(a1, . . . , an) (Kerϕ) f(a1
′, . . . , an

′).
Если n = 0, то заметим, что ядерная эквивалентность гомоморфизма — рефлексивное

отношение, стабильное относительно нульместной операции по определению. �

Пусть на АС A = 〈A, OpA, Rel A 〉 задана конгруэнция α. Тогда результаты опе-
раций из OpA не изменяются при замене элемента a на какой-либо другой из класса
эквивалентности [a]α, что позволяет корректно определить на фактормножестве A/α

одноимённые относительно sgnt A операции и отношения.
Операция f ∗ на A/α, одноимённая операции f ∈ OpA арности n, задаётся равен-

ством
f ∗([a1]α, . . . , [an]α) = [f(a1, . . . , an)]α (6.4)

при n > 0, а при n = 0 —
f ∗((A/α)0) = [f(A0)]α. (6.5)

Отношение r∗, одноимённое отношению r ∈ Rel A арности m, задаётся равенством

r∗ ([a1]α, . . . , [am]α) = ∃
A
x1, . . . , xm

[
( aiαxi, i = 1,m ) N r(x1, . . . , xm)

]
. (6.6)

Полученные множества операций и отношений на A/α будем обозначать Op ∗A/α и
Op ∗A/α соответственно. Таким образом, факторсистема

A/α = 〈A/α, Op ∗A/α, Rel ∗A/α 〉

будет корректно определённой АС, однотипной с A. При этом ясно, что естественное
отображение nat(A, α) в соответствии с (6.6) будет сильным гомоморфизмом из A в
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A/α и иметь α в качестве ядерной эквивалентности.
Замечание. Из сказанного следует, что теорема 6.8 допускает обращение: если α — кон-
груэнция на АС A, то естественное отображение nat(A, α) есть гомоморфизм (на её
факторсистему).
Пример 6.15. 1. Для примера 6.14 имеем 〈Z/≡2 〉 = 〈Z2, · 〉 и 〈Z/≡4 〉 = 〈Z4, · 〉.

2. Для АС A имеем A/M∼= A и A/O — одноэлементная АС. В частности, для при-
мера 6.14 имеем 〈Z/M 〉 ∼= 〈Z, · 〉 и 〈Z/O 〉 ∼= 〈 {[0]}, · 〉 .

6.5 Теоремы о гомоморфизмах и изоморфизмах АС

Нижеследующая теорема описывает ситуацию, когда в качестве конгруэнции на АС
берётся ядерная эквивалентность гомоморфизма.
Теорема 6.9 (о гомоморфизмах АС). Пусть ϕ — гомоморфизм из АС
A = 〈A, OpA, Rel A 〉 в (однотипную) АС B = 〈B, OpB, Rel B 〉. Тогда
1) отображение ψ, задаваемое правилом ψ([a]Kerϕ) = ϕ(a), есть биективный гомо-

морфизм из A/Kerϕ в Im ϕ 6 B;
2) если гомоморфизм ϕ сильный, то ψ — изоморфизм между A/Kerϕ и Im ϕ.

Доказательство. По теореме об основном свойстве отображений существует вложение
A/Kerϕ

ψ
↪→ B такое, что диаграмма

A B

A/Kerϕ

w
ϕ

'
'')

nat (Kerϕ) [
[
[]

ψ

коммутативна. Это отображение задаётся правилом

ψ([a]Kerϕ) = ϕ(a). (6.7)

Для доказательства утверждения 1) теоремы нам надо показать согласованность отоб-
ражения ψ с операциями и отношениями АС A/Kerϕ и B.

Рассмотрим произвольную тройку одноимённых операций f ∈ OpA, f ′ ∈ OpB и
f ∗ ∈ Op ∗A/Kerϕ местности n. При n > 0 имеем:

ψ(f ∗([a1], . . . , [an]))
(6.4)
= ψ([f(a1, . . . , an)])

(6.7)
=

= ϕ(f(a1, . . . , an))
(6.1)
= f ′(ϕ(a1), . . . , ϕ(an))

(6.7)
=

= f ′(ψ([a1]), . . . , ψ([an])) (6.8)

для любого набора элементов a1, . . . , an из A, а при n = 0 —

ψ(f ∗((A/Kerϕ)0))
(6.5)
= ψ([f(A0)])

(6.7)
= ϕ(f(A0))

(6.1)
= f ′(ϕ(A0)) = f ′(ψ([A0]))

(здесь все смежные классы — по эквивалентности Kerϕ ). Полученные равенства озна-
чают согласованность ψ с f ∗ и f ′ и — в силу их произвольности — со всеми операциями
систем A/Kerϕ и B.
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Теперь рассмотрим произвольную тройку одноимённых отношений r ∈ Rel A,
r ′ ∈ Rel B и r∗ ∈ Rel ∗A/Kerϕ арности m. Для любого набора элементов a1, . . . , am

из A имеем:

r∗([a1], . . . , [am])
(6.6)⇔ ∃

A
x1, . . . , xm

[ (
xi(Kerϕ)ai, i = 1,m

)
N r(x1, . . . , xm)

] (6.2)⇒

⇒ r ′(ϕ(x1), . . . , ϕ(xm)) = r ′(ϕ(a1), . . . , ϕ(am))
(6.7)
=

= r ′(ψ([a1]), . . . , ψ([am])) (6.9)

(все смежные классы — по эквивалентности Kerϕ ). Полученное равенство означает со-
гласованность ψ с r∗ и r ′ и — в силу их произвольности — со всеми отношениями систем
A/Kerϕ и B.

Итак, показано, что ψ есть мономорфизм из A/Kerϕ в B и, следовательно, биек-
тивный гомоморфизм из A/Kerϕ в Im ϕ.

Для доказательства утверждения 2) теоремы заметим, что если гомоморфизм ϕ силь-
ный, то следование

(6.2)⇒ в (6.9) можно обратить (см. замечание на с. 204) и, следователь-
но, заменить на ⇔. В результате получим, что отображение ψ сильно согласованно с
r∗ ∈ Rel A/Kerϕ и r ′ ∈ Rel B и отсюда — со всеми отношениями систем A/Kerϕ и
Im ϕ ⊆ B. Поскольку отображение ψ биективно, то сильная согласованность означает
согласованность тождественную и ψ — изоморфизм между A/Kerϕ и Im ϕ. �

Теорема устанавливает, что если гомоморфизм ϕ — сильный, то Im ϕ ∼= A/Kerϕ

или, другими словами, образ сильного гомоморфизма АС изоморфен факторсистеме по
его ядерной эквивалентности. С учётом замечания на с. 209, полученный результат мож-
но переформулировать и так: совокупность всех сильно гомоморфных образов АС с точ-
ностью до изоморфизма совпадает с множеством всех факторсистем по различным кон-
груэнциям. Ясно, что для алгебр уточнение «сильного» в обоих случаях опускается.

Отметим, что теорема носит название «о гомоморфизмах АС», а наиболее сильное её
утверждение говорит об их изоморфизме. Приведённое традиционное название связано
с тем, что первоначально теорема была сформулирована для алгебр.
Пример 6.16. 1. Рассмотрим две однотипные алгебры — A = 〈N0, + 〉 и

B = 〈 {+1, −1}, · 〉 и отображение ϕ носителя A на носитель B, задаваемое пра-
вилом ϕ(n) = (−1)n. Имеем:

ϕ(m+ n) = (−1)m+n = (−1)m · (−1)n = ϕ(m) · ϕ(n),

т.е. ϕ — гомоморфизм из A в B.
Ядерная эквивалентность ϕ разбивает N0 на два смежных класса — чётных (вклю-
чая 0) и нечётных чисел, т.е. m(Kerϕ)n ⇔ m≡ 2 n. Далее получим

A/Kerϕ = 〈 {[0], [1]}, ⊕〉
ψ∼= B , где

ψ([1]) = ϕ(1) = −1 , ψ([0]) = ϕ(0) = +1.

2. Пусть ϕ : L → L ′ — сюръективный гомоморфизм решётки L в решётку L ′. То-
гда по теореме о гомоморфизмах существует такой изоморфизм ψ решёток L ′ и
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L/Kerϕ, что ψ(ϕ(a)) = π(a) для всех a ∈ L, где π — естественный гомоморфизм
решётки L на её факторрешётку L/Kerϕ.

Следствием теорем о гомоморфизмах АС и о фактормножествах является полезная

Теорема 6.10 (о факторсистемах). Пусть ϕ — гомоморфизм из АС
A = 〈A, OpA, Rel A 〉 в (однотипную) АС B = 〈B, OpB, Rel B 〉 и ∼ — экви-
валентность на A такая, что ∼⊆ Kerϕ. Тогда:

1) отображение χ, задаваемое правилом χ([a]∼) = ϕ(a), есть эпиморфизм из A/∼
на Imϕ 6 B;

2) если гомоморфизм ϕ сильный, то и χ — сильный гомоморфизм.

Доказательство. По теореме о фактормножествах существует отображение A/∼ χ→ B

такое, что диаграмма
A B

A/∼

w
ϕ

[
[[]

nat (∼) �
���
χ

коммутативна. Это отображение задаётся правилом

χ([a]∼) = ϕ(a). (6.10)

Для доказательства утверждения теоремы надо показать согласованность отображе-
ния χ с операциями и отношениями АС A/∼ и B. Это проводится аналогично доказа-
тельству теоремы 6.9.

Пусть f ∈ OpA, f ′ ∈ OpB и f ∗ ∈ Op∗A/ ∼ — тройка одноимённых операций
арности n. Для любого набора элементов a1, . . . , an из A при n > 0 будем иметь
цепочку равенств, совпадающую с (6.8), понимая под [·] классы эквивалентности по ∼
и заменой (6.7) 7→ (6.10). Также и для n = 0. Это означает согласованность χ с f ∗ и
f ′, и, следовательно, со всеми операциями систем A/ ∼ и B.

Теперь рассмотрим произвольную тройку одноимённых отношений r ∈ RelA,
r ′ ∈ RelB и r∗ ∈ Rel∗A/ ∼ арности m. Для любого набора элементов a1, . . . , am из
A будем иметь цепочку соотношений, совпадающую с (6.8), понимая под [·] классы эк-
вивалентности по ∼ и с заменой (6.7) 7→ (6.10). Это означает согласованность χ с r∗

и r ′, и, следовательно, со всеми отношениями систем A/ ∼ и B.
Таким образом показано, что χ есть гомоморфизм из A/ ∼ в B и, следовательно,

эпиморфизм A/ ∼ в Imϕ.
Если гомоморфизм ϕ сильный, то соответствующую импликацию в последних соот-

ношениях можно обратить. В результате получим, что отображение χ сильно согласо-
ванно с r∗ ∈ Rel A/ ∼ и r ′ ∈ Rel B и, следовательно, χ — сильный гомоморфизм из
A/Ker в Im ϕ. �

Пусть α — однородное на множестве A отношение, то его сужение на подмножество
B ⊆ A есть B2 ∩ α. В этом случае легко видеть, что если α — конгруэнция на A и
B 6 A, то B2 ∩ α — конгруэнция на B.
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Теорема 6.11 (1-я первая об изоморфизмах АС). Пусть АС A с носителем A
имеет подсистему B с носителем B, α — конгруэнция на A, ϕ = nat(A, α) и
β = B2 ∩ α — конгруэнция на B. Тогда существует биективный гомоморфизм ψ
факторсистемы B/β на Im ϕ ′, где ϕ ′ — сужение ϕ на B.

Доказательство. Рассмотрим диаграмму

A A/α

B Im ϕ ′

B/β

w
ϕ

u

сужение

u
сужение

w
ϕ ′

[
[
[[]nat (B, β)

�
�
���

ψ

Сужение ϕ ′ сильного гомоморфизма ϕ = nat(A, α) на B ⊆ A есть гомомор-
физм B. По теореме 6.9 о гомоморфизме АС отображение ψ, задаваемое правилом
ψ([x]Kerβ) = ϕ ′(x) — взаимооднозначный гомоморфизм B/Ker β на Im ϕ ′. �

Заметим, что при сужении области задания свойство гомоморфизма «быть сильным»
может быть потеряно, так что гомоморфизм ϕ ′ в вышеприведённой теореме, вообще го-
воря, не сильный. Поэтому в общем случае нельзя утверждать, что ψ — изоморфизм, и
в данной теореме речь идёт лишь о биективном гомоморфизме АС, а не об их изомор-
физме, как можно было бы предположить из названия. Однако если A — алгебра, то ψ

будет изоморфизмом, с чем связано традиционное название теоремы.
Вторая теорема об изоморфизмах АС связана с дробными эквивалентностями.

Теорема 6.12 (2-я об изоморфизмах АС). Пусть α и β — две конгруэнции на АС
A — АС, причём β ⊆ α. Тогда (A/β ) /(α/β) ∼= A/α.

Доказательство. Рассмотрим диаграмму

A

A/β A/α

(A/β)/(α/β)

[
[
[
[[̂

nat β
'
'
'
'')

nat α

w
ε

'
'
'')nat (α/β)

][
[
[
[̂ ψ

Зададим отображение ε правилом ε([a]β) = [a]α. Тогда ε — сильный гомоморфизм
из A/β в A/α. По теореме 6.9 отображение ψ, задаваемое правилом ψ([[a]β]α/β) = ε(a),
есть изоморфизм между (A/β ) /(α/β) и A/α. �

Приведём без доказательства ещё одну теорему, описывающую свойства АС.
Теорема 6.13 (о соответствии). Если A — АС с носителем A и β — конгруэнция на
ней, то решётка

L = {α ∈ Con A | β ⊆ α }
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изоморфна решётке Con A/β, причём A
nat(α/β)∼= L.

Укажем только, что здесь L и Con A/β — полные решётки.

6.6 Многоосновные системы

Понятие АС может быть расширено. Например, если операции из OpA — частичные,
то говорят о частичной АС.

Другим возможным направлением расширения понятия АС является задание элемен-
тов сигнатуры не на одном, а на нескольких носителях. Так появляется понятие много-
основной (многосортной, гетерогенной, полидоменной) системы. Рассмотрим некоторые
примеры многоосновных алгебр.

Действие группы на множестве. Пусть дана группа G = 〈G, ◦, e 〉. Действие α

группы G на непустом множестве T обычно определяют как гомоморфизм из G в сим-
метрическую группу SymmT преобразований T . Мы дадим иное, как представляется,
более простое определение действия группы на множестве.

Рассмотрим структуру из пяти элементов

D = 〈G, T, ◦, ∗, e 〉,

у которой редукт 〈G, ◦, e 〉 есть группа G, а операция G× T ∗→ T подчиняется соотно-
шениям

e ∗ t = t , (g ◦ h) ∗ t = h ∗ (g ∗ t)

для любых g, h ∈ G и t ∈ T . Легко видеть, что указанные соотношения гарантируют,
что соответствующее отображение G в SymmT будет являться гомоморфизмом.

Введённая структура D представляет собой пример двухосновной алгебры с двумя
бинарными операциями. Она имеет два носителя: G и T , причём групповая операция
◦ определена на парах элементов из G, а операция ∗ — на парах элементов (g, t), где
g ∈ G, а t ∈ T . Константа e есть главный элемент D.

Конечные автоматы. Конечном детерминированным автоматом с начальным состо-
янием называется шестёрка объектов

A = 〈S, X, Y, ◦, ∗, s0 〉,

где S, X, Y — конечные непустые множества, называемые соответственно множествами
состояний, входных и выходных сигналов, ◦ — функция переходов S × X

◦→ S, ∗ —
функция выходов S ×X ∗→ Y и s0 ∈ S — начальное состояние.

Конечные автоматы являются примером трёхосновной алгебры, имеющей три носи-
теля — S, X и Y , две бинарные функции — ◦ и ∗ и главный элемент s0.
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Линейное пространство. Пусть L — непустое множество и M = 〈L, +, 0 〉 — абелева
группа (модуль). Пусть K — поле с носителем K, в котором операцию сложения будем
обозначать тем же символом +, что и у модуля M, символ операции умножения —
опускать, а единицу обозначать, как обычно, 1.

Введем новую операцию ·, действующую из K×L в L и подчиняющуюся правилам:

1. 1 · x = x (унитальность),

2. (µλ) · x = µ · (λ · x) (ассоциативность),4

3. (λ+ µ) · x = λ · x+ µ · x,

4. λ · (x+ y) = λ · x+ µ · x (дистрибутивные законы).

для любых λ, µ ∈ K, x, y ∈ L.
Линейное пространство L элементов L над полем K можно определить как АС

L = 〈L, +, {fλ(x)}λ∈K , 0 〉, где fλ(x) = λ · x. Это пример АС бесконечного типа.
B то же время ясно, что L можно мыслить как двухосновную алгебру конечного типа

с носителями L и K.

Более формально, в качестве носителя в многоосновных системах выступают наборы
множеств A = (Ai)i∈S, где Ai — множества, называемые доменами, а S — множество
сортов доменов. Будем называть такие наборы множеств комплектами. При фиксиро-
ванном множестве S будем говорить о S-комплектах.

Для S-комплекта покомпонентно (“посортно”) определяются понятие подкомплекта.
Покомпонентно определяются декартово произведение, а также образ и прообраз при

рассмотрении отображений ϕ : A → B S − комплектов A и B. Также покомпонентно
определяется умножение отображений. Ядром рассмотренного отображения ϕ будет яв-
ляться набор φ = (ϕi)i∈S ядер отображений ϕi : Ai → Bi.

Набор эквивалентностей ε = (∼i)i∈S комплекта A = (Ai)i∈S определяет факторком-
плект A/ε , (Ai/∼i)i∈S. Ясно, что при этом для комплектов оказывается справедливым
аналог теоремы 2.26 об основном свойстве отображений.

При определении многосортных алгебраических систем аналогом понятия арности
операции или отношения служит их тип.

Тип многосортной операции f есть кортеж элементов множества сортов S вида
t = (s1, . . . , sn; s0). Операция f вышеуказанного типа t на комплекте A = (Ai)i∈S —
это отображение

f : As1 × . . . × Asn → As0 .

Тип нульарной операции, выделяющей элемент во множестве As0 , есть t = (s0).
Тип многосортного отношения r есть кортеж элементов множества сортов S вида

t = (s1, . . . , sm). Отношение r вышеуказанного типа t на комплекте A = (Ai)i∈S —

4Строго говоря, данный закон не есть закон ассоциативности, поскольку операции умножения поля
и · различны.
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это отображение
r : As1 × . . . × Asn → {1, 0}.

Для данного комплекта A = (Ai)i∈S совокупности OpA и RelA суть объединения
непересекающихся совокупностей операций Op tA и Rel tA типов t.

На многосортные алгебраические системы переносятся понятия согласованности отоб-
ражений систем с операциями и отношениями (аналог определения 6.4), факторсистем и
гомоморфизмов различных видов (аналог определения 6.5). При этом оказываются верны
аналоги теорем о гомоморфизме и изоморфизмах систем, а также теорема 6.4 Биркгофа.
Подробнее о многосортных алгебраических системах см. [40].
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