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,����� �������	�
���
 ���	������
 ��������	�����	
 ����
�$

�� �
���� ������ 	 �
���
��	���� �
���) ��	������� ���
���	�	

��
 ���� !� ������� ��� �� �����	�
 ��	���	
 �
 
�	� ��
��� ���$

	����	� � �����	�� ��� 	�	 	��� �
���
�
�
�����	� "����	 ���	$

�������� ��������	�����	� � �����	�� �	��� 	 �
���
�
�
�����	

�������)��� ��#
���
��� �����

 �����
�����)#	� �
�
��	�	��$

������ ������ ��1���� ��	 �����!���
 ���!�
� ������� �������
$

�	� 	���
�����	� �
���� ���
����� �� !�����
 �����
�	
 ��������$

��

 

                            26 / 39



�� ����� � ���	
	���� �

��	����� ������	
	���

� ��������	�� ��
�	������� �
�
� �
	��
	�������� �����
����

���
��� ��
����� �
�
��	��� ���������� �����������  
���� �
�

	��
	�������� �����
������
���! ����
"��# 	����" � ��	��� ���

����� �������� ���	���
����� �
�
� ��� �������# ��
���
$�� �

�
�
��	�
� ������# �
�
�! ������� �
��
��� �	��
�	�������� ����

��
������
���! � �	��� �� �
����� �
	��
	�������� �����
����

���
��� �����
 �	����	 	
��� �������� ���	���
����� �
�
�� �

��	���������
����� ���������! � ��	���� �� 	�� ��� ���� ����

���
� $��������
��� ���
	� ������� � ���� �
����������� ����
#�

���� ���	��
� %
��� �
�
�� ������� ������
"	 � ���	���"�����

��	�
$���! � ��	���� ������� �
�
�� ������ ��	� ��������� &�

�������' (� ������������ ������)! � ��	���� �����	
����	 	�����

&������#' �

��	 �	 �����	�� � �	�� ����
� ������#�

*�����	�� �	��
�	�������� �����
������
���! ������
� �� ����

�
��� ��
�
���� ����! ����"	�� �������� ���	���
����� �
�
��!

� ��	���� �
�
��	�� ������#! ��� ���	
���"��� �������! ��� 	�

� ������ ����"	�� ����
#���� �������
��� %������	� � �	��
�	��

������ �����
������
��� ������"	�� ��� ��� ���	
����� �
�
��!

����
 ���������� ����	� � �	�
��	� 	����� ��	�
$�� �����������
�

���! ��
�����
��� ��� ���
������ �������� ���	��
�� � �������

�� ����
 � ��������������	�� +�
�
���# �
���� �
	��
	��������

�����
������
��� � ��
�	������� ����������� ���������	�� ���

������� �
�
� ���� 	����� � �
�
�
� ������� 	��
 ����������"	��

�	
	��	������� �
�
�	����	��� ��������� ������	�
 ����	�����

� 	�� ��� ���� ������ ���	���
����� ���	���  
���� �	��
�	��

������� �����
������
��� �������"��# �������� �
�
�� �������

�
��
��� &�
�������� �	��
�	�������� �����
������
���'� ,�����

��

 

                            27 / 39



������� ���� �	
��
����
� �����	���� �
����� � ���������� ����

��������� � ������
��� � �������� ����� � �
���
�
�
������� ���

���� �����
�����
��� ����
� ���������
����� ����������������

������� �������
 ���������� ���������
����� ������������������

�� ����!������ ��������� ������� ������� ���
�
��
���� �����

�"� �	������ ����
�����
�#����#
 ��	�
�
��� � �
$
���� ����
�

����
���
�#�� ��%��
 ���# � ���!
��
 ���
��������� ���%�"�

����
� � �������� ����� � �
���
�
�
�������

&��
�%��
�#��� ���������� ������ ���������
����� ����������

������� ���
�
��
� 
' �
$
��
 � ����"� ��� ��
$���"� �����
�

����� (
$
��� � ����"� �����
���� ������� ���"���# �
$�
����

���������� �
$
��� � ��
$���"� �����
���� ���"��
� �
$�
���

�� �����
�
�
������ (
$
��
 ������ ���������������� � �������

�� ����� � �
���
�
�
������ �	���������
��� ��	� ��������� ���

 ����!�
� ) ������
��������� �����
�
�
��� ��� �"	����� ����

��%�"� ����
��� �������"� �����
���� �������� ��	� �����
���

����� �� ����!�
� ) �
���#������ ��	�
�
��� �����
���� �
��

����!�� �����
���� ������� �������

* ������� ���������
����� ���������������� ������
������� ����

��
�
�
��� �������"� �
����� ����� 	"�# �����" +������ �����,

��� �
���
���" +������ �
���
�
�
������,� -�%�� ����
������#

�������
 ����� ������� ����
�� ���
�����
����� ��������������

��� � ����������� �� �������
�
� ���
���� �
$
��� � ����� ���
�
�

�
��
� ������� ����� +�
$
���, ������� &�
�� �������
���� �����

��%��
 �
��� ������
� ���������
����#�"
 ������ ������������

� ������
��� � ���%�"� ����
���� .����� � ��������
����#�"��

������"�� ��������� ��%�� ������������# ���������
����#�"


������ � �������� ����� � �
���
�
�
������� * ����
��� ��������

��

 

                            28 / 39



����� � �����	
��� �����
��� ������ �� ������ ��������
�����

�� �������� 
���
������ ��
�
 ������ �����
���
���	���� �����

������� ��	���	� �������
 	

��
�������
�
�� ����� ���������

���� ��
�����	��� ���
�
� �
����� � ���� �� 
������ �
!���

	

��
�������
�
�
 ������ ����������� � ���" 
 �����
���
���

�	���
 ������ � ��	����� ���
� � �
���
�
	
������� # ���	
����

 �� �	���� ������ 
� ��"��� ��������������� ���	����
 ���
	�

� �
���� ���
�����
�
��� ���������������� � ��	����� ���
� �

�
���
�
	
������� $��	
������ ��������
� ������ ���"	
�� �� 
�

��������� � ������	������ �
!
���� ������� ������������ %���

�
!
���� ���������� ����
�� ���
���
�
�� ����� ���������
�
���

�����������������

��

 

                            29 / 39



 

                            30 / 39



� ������ ��	
��������	
	 ��	
������	����� � ���	���	���

���� 	
�����������

��� �����	�
�� � ��
���
�		�� �	���� ����
 ��������
������ ����

��������
�	�� � 
�����	���	��� ����	�
�	����

� �������	
 ���
	 ���������
����� ������ ���������	����� ����

��������
���� � 
	������������ �������	������ � ����� �������

���������� 
 �	� �������� ����� ���	����	��� ��������  �����	�

�� �������
���� ��� ����
�	���! �����
���� ������	���
 ���"��


 ��� �����	� 	��� ��������" ����#	��	 ����
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• ���	�����	���	 �$�����	 ���	
��
 )����

CX = E(C(ω), X) − E����	��(

• ����	���� ���	
��
 )����

E(C(ω)X − CX)2, ���� E(C(ω)X − C0X0)2 − V ����	���
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���� ������ ����	
� CX �= C0X0;

• ��	�
���
�� �	�������
 �������� ��	��� ������	��� ��	����

��	���� ���������

P{C(ω)X ≥ C0X0}, ���� f → min, P{C(ω)X ≤ f} = β

� P ��������

� ����� 
����� ��	�
���
���� ��	�������
 � 
�� �
����
�� ���

���� �	�����!� ��� P{gi(X) ≤ 0} ≥ αi, 0 ≤ αi ≤ 1, i = 1,m, ���

gi(X) � ������	�� 
�������� ����"��� ��	�������!��� ����
��

��	�������
 "������ ����"�� ������� #	� ��	������"�� ����	���
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 ��	�
���
����� ��	�������
��

����
�� ��	�������
 "����� ����"�� ����� ���� ������ � ����&

'( P{∑n
j=1 aijxj ≥ bi} ≥ αi, 0 ≤ αi ≤ 1, i = 1,m;

)( P{AX ≥ B} ≥ α, 0 ≤ α ≤ 1;

*( P{∑n
j=1 aikjxj ≥ bik , ik ⊂ Ik} ≥ α(k), 0 ≤ α(k) ≤ 1,

k = 1, S,
⋃S

k=1 Ik = {1, 2, . . . ,m}.

+�

���	�� ���	����� ������ 
�� �
����
���� ���������

�	��	����	�����
 
 ��	�
���
����� ��	�������
�� ����

maxZ = maxCX, (2.1.1)

P
{ n∑

j=1

aijxj ≤ bi

}
≥ αi, 0 ≤ αi ≤ 1, i = 1,m, (2.1.2)

xj ≥ 0, j = 1, n, (2.1.3)

��� (aij) � ����	����	������
 ���	�"�� �����	� b = (bi) �

C = (cj) � 
��������

��
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����������� ������

��������� ������

��������

maxZ = maxCX,

AX ≤ b̃,

X ≥ 0,

��� C � 
���
��������� �������� ������� C� � ������ b̃ 
����

��������� �����!"�
 �#����
�

$��� ϕ(b1, b2, . . . , bm) � ���
������ �������� �������������

��
������ ���������� ������� b(ω), � ϕi(bi) � �������� ���������

����� i�� ��
������% ������� b(ω), ����

ϕi(bi) =

∫ ∞

−∞
. . . (m− 1) . . .

∫ ∞

−∞
ϕ(b1, b2, . . . , bm)

∏
k �=i

dbk.

���� ϕi(bi), 
���� ����� ����� b̃i, ��� �%���������∫ ∞

b̃i

ϕi(bi)dbi = αi, i = 1,m. (2.1.4)

&��� ��������� ���	�'
 �
��� 
�������� ��(����� �%#����
 � ���

������ b̃i ���#�� (�� ����� � )���� ������(���� P
( n∑
j=1

aijxj≤bi

)
≥αi

*����������� �����������
n∑

j=1

aijxj ≤ b̃i, ��� b̃i �%��������� �� �����

����� ���	�'
� +��������� ��� ������ ���,����������� ������

��

������� ���	�	�
����	��
 *����������� �����
����������� ������ ���

������� ������

��������

CX → max, (2.1.5)

AX ≤ b̃, (2.1.6)

X ≥ 0, (2.1.7)

��� C = E(C(ω)), b̃ = (̃b1, b̃2, . . . , b̃m).

��
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n∑

j=1

aijxj ≤ b̃i �	
����
�� ��	����� ��������� �� ������

��������� ������� P
( n∑

j=1

aijxj ≤ bi

)
≥ αi �� ������������
� �����

�	
����
�� ��	����� ����������

�����
������ �������� ����
������� ���

Sα=
{
X : P

( n∑
j=1

aijxj≤bi(ω))≥αi, 0≤αi≤1, xj≥0, j=1, n
}

� ��	����� ����������

� 
����� !"#$%� !"##%� !"#&% 
������
��� ������ ��������'�� '��

����� (���'�� Cx �� ��������� Sα, � 	
��	�������� 	����
�����

��������� ���
�'�A = (aij) � 
������
��)� 
��	
�������
 ���	��

���� �����
� b(ω). *������� ��	������� ������� �	
�������
 '����

��� (���'�� ��
 ���)� �����
 � 
��
������ ��)�
��� 
�+���
 ���

����� ����
�� 	
�������
�� ����� ����(���'�, )
��������)� ���

�����

-��� ��������� ���	������ �����
� b(ω)  �
����
���,��
 (����

'��� 
��	
�������
 ψi(bi), �� 	�
����
 b̃i ����
����
 ��� ��������

+�� 
�+���� ��
�������� 1− ψi(̃bi) ≥ αi, � ���� ψi(bi) � ��	
�
���

��
 ��
�)� ���������
 (���'�
� 	�������� ��
������� �����������

�� �
������, 1− ψi(̃bi) = αi. � ��.�� ������

b̃i = ψ−1
i (1− αi), )�� ψ

−1
i (f) = sup{Y |ψi(Y ) ≤ f}. (2.1.8)

/���0�
���� !11% 
������
�� ������� �����������, � ������ � ���


�
��������� �)
�������
��

Y b̃ → min, (2.1.9)

P (yA ≥ C) ≥ β, (2.1.10)

Y ≥ 0, (2.1.11)

��
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��� A � �������	��
��		�
 �������� � ����	�� Y ∗ ���������
�

�� �
�
� �������	��
��		�� ����
�� ���� ����	� Gj(f) � ��	��

��
 ����������	�
 ������	
� �
��
	�	�� cj � ����
�� C(ω) � ����

Gj(f) = P (cj(ω) ≤ f) = βj, �
 ������ f = G−1
j (βj) ����� �������  ��

������	�	
� ������ f = min{Y |Gj(Y ) ≥ βj}. !����� "#�$�%&�"#�$�$$&

������ ���

Y b̃ → min, Y A ≥ G−1(β), Y ≥ 0. (2.1.12)

!����� "#�$�$&�"#�$�'& � "#�$�$#& ���������
(� �
�
� ���� ��
��

����		�) ����� "��� ���
��� β = G(C)& ��
)��������
�
 ��
�����

���
��	�
 � ���

�	
��	��� 
���	���	�
��

G−1(β)X → max, P (AX ≤ B) ≥ α, X ≥ 0, (2.1.13)

Y ψ−1(1− α) → min, P (Y A ≥ C) ≥ β, Y ≥ 0, (2.1.14)

��� α = {αi}, β = {βj}, ψ−1 = {ψ−1
i }, G−1 = {G−1

j }. * �������

"#�$�$'&� "#�$�$+& �����	��� ��
���� ��
�����		
��� ��
 �	�����

����	�� � 
��	�� ��������
� �������

, ���
�� -#.'/ ������
��	� ������ "#�$�$&�"#�$�'&� � �
�
�
�  ���

��	�� ������� A = (aij) � �
��
	�	�� ����
�� b = (bi) � 	������

����� ��0�� �
�
� 	
�����	
 ����������		�� ������	�� �������

	�� 1���� �����

A = (aij) ∈ N(μij, σ
2
ij),

b = (bi) ∈ N(ηi, θ
2
i ),

αi ≥ 0, 5; i = 1, 2, . . . ,m; j = 1, 2, . . . , n.

2
��� 	��
��� i��
 ���
��
 ������ � ������	�
 ������	�

yi(X) =
n∑

j=1

aijxj − bi,

��
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����� ���	�
��� ���
����
��� � ��������������	�

μi(X) =
n∑

j=1

μijxj − ηi,

σ2
i (X) =

n∑
j=1

σ2
ijxj + θ2i ,

yi(X) ∈ N(μi(X), σ2
i (X)).

����������� ������� ������
����� �����������	

P{yi(X) ≤ 0} ≥ αi, i = 1, 2, . . . ,m �
�� ��� ���� ��	��

1√
2πσi(X)

0∫
−∞

e
− (ν−μi(X))2

2σ2
i
(X) dν ≥ αi, i = 1, 2, . . . ,m.

��� ����� Φ(t) = 1√
2π

t∫
−∞

e−
ν2

2 dν, 
��
����� ����������� 
���
�!

��	 � ���� Φ
(
− μi(X)

σi(X)

)
≥ αi �
�� ��� �� ���

μi(X) + Φ−1(αi)σi(X) ≤ 0.

"�������� ��������� �
� μi(X) � σi(X), 
�
#���	

Φ−1(αi)
( n∑

j=1

σ2
ijx

2
j + θ2i

)1/2
≤
(
ηi −

n∑
j=1

μijxj

)
.

$����� � �
�������
���� � 
����� ����� ����������� ������%�!

��
���� ���� �
� αi ≥ 0, 5 �	��	 Φ−1(αi) ≥ 0 � 	���	 �� ����� �

������� ��� ����� ������������ "�� ���	 
�
#��	  ����#

maxZ = maxCX, (2.1.15)

Φ−2(αi)
( n∑

j=1

σ2
ijx

2
j + θ2i

)
−
(
ηi −

n∑
j=1

μijxj

)2
≤ 0, (2.1.16)

xj ≥ 0; i = 1,m; j = 1, n. (2.1.17)

�
�������
���� � ���	 �
#���  ����� �������!�����&� �������� � ��!

���	����������'  ����� ��
#�
�(� 
��(��		�������� � 
���'��'

%�
���' )#��%��' � �����������	� �(���������	��

��
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�������� �	
���
 �����
�� ��� ������ ������������������

L(X, λ) = Cx−
m∑
i=1

λi

[
Φ−2(αi)

( n∑
j=1

σ2
ijxj + θ2i

)
−
(
ηi −

n∑
j=1

μijxj

)2]
.

(2.1.18)

 �!�"� �"���#	
 ����	 �	
���� �����
�� L(X, λ)

∂L(X0, λ0)

∂xj
= cj −

m∑
i=1

λ0
i

[
Φ−2(αi)

(
2σ2

ijx
0
j +2μij

(
ηi−

n∑
j=1

μijx
0
j

)]
≤ 0,

∂L(X0, λ0)

∂λi
= −Φ−2(αi)

( n∑
j=1

σ2
ijx

0
j

)
+
(
ηi −

n∑
j=1

μijx
0
j

)2
≥ 0,

x0j
∂L(X0, λ0)

∂xj
= 0, λ0

i

∂L(X0, λ0)

∂λi
= 0, xj ≥ 0, j = 1, n.

$���
%" &����#��
%" �	
���� �����
�� L(X, λ) &� X ��
� n

��
"!
%' 
"��#"
��#( �����%" ����")��% &�� ��#"��
�� λi� $����


%" &����#��
%" �	
���� �����
�� L(X, λ) &� λ ��
� m �#���

�����
%' 
"��#"
��#( �����%" #�"��" � 	���#���� *	
��+���"��

���	� ,%�- ��&��-��#�
% ��� ����"��#�
�� �")"
�� �������

.�'��
�� ������ �������������/� �#������ � �"�"���
���#�

�! ���

���" #%&	����� &����������#�
�� � ��
"!
�! �"�"#�! �	
���"!

� �#�������
%�� 	���#�����
"��#"
��#��� � # ��� ��	��"( �����

��	��!
%" ����
��"
��������� ����"����#�
% �"��	 ��,�!� .�"�

"�

vij = E{(bi − ηi)(aij − μij)}; vijk = E{(aij − μij)(aik − μik)}.

0���	����( ��� � #%)"( &��	��"� &�� αi ≥ 0, 5[
Φ−1(αi)

](∑
j,k

vijkxjxk+2
∑
j

vijxj+θ2i

)1/2
≤ ηi−

∑
j

μijxj; i = 1,m.

(2.1.19)

1,����-( ����
��"

�� 	���#���� ������2�( 3 #%&	���( &�����-�	

&������"�-
� �&�"�"�"
� �����
∑
j,k

vijkxjxk.

��
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����� ����	��
 ���
���� 	����
 ���
����� ����������������

�����

maxZ = maxCX, (2.1.20)[
Φ−1(αi)

](∑
j,k

vijkxjxk+2
∑
j

vijxj+θ2i

)1/2
≤ ηi−

∑
j

μijxj, (2.1.21)

xj ≥ 0; i = 1,m; j = 1, n. (2.1.22)

��� �������	��
��		
� ��������	�
 ���	�� � ������

����� � �
��� ����
 ����
 ���� ����� � ��� ��
 
�����! 	����� � �"

#�� �������� ���������������� � ����� ��� ���� �������������

�$% ������� ��&��� ������� 
���������
 �� ���� � ��$�� ��
���

���� ��� X = Φ(A,B,C),  '�' ������� ��(���� X ����� �� )
��"

*��! � ��
��!��# ������ ��� 	�����' ����� ��� ������ ����� ��

�  ��

 � � �	 	�������� ������ )
��*�! Φ �
+�� ����� &  

 ���

�� ���! ���
������ 	������� 
����� ����� ��� ��� ����� ��� ��#

����������! � �� ���	��
� 	�����
, *����
, )
��*�,'

����� � �
��� ������ ���� ����!��� ������� 
��������� �  �#

��
���#
 ����� �� ��*� A �� �����+� ��
��!��# ������ ���

X = Db(ω), ��� D - (n×m)"������ �� ��*�'

. ���� � ���� ����	���
 � � ������� �� ��*�D ���
��� �� �	 ��"

(���� 	����� ���
����� ����������������
 �� ���� /�������� ��

� �#�� ������! 	����� � ����� ��� ���� ������������� � �� ����

���
���� ��	����� �� ��������������� /�������� � ��#����! 	�"

����
 ������&�
 ��� �� �����+� ��
��!��# /����� ��'

E"������� 0����� ���� ���

E(C(ω), X) → max, (2.2.1)

P{A(ω)X ≤ b(ω)} ≥ αi; 0 ≤ αi ≤ 1; i = 1,m, (2.2.2)

��
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X = Db(ω), (2.2.3)

X ≥ 0. (2.2.4)

� ����������	

� �
� �����	�	
� ���
���� C(ω) 
 b(ω) 	� ����

���
����	� ����� ������ ���	� ������ ��������������� ����	

� ���

�����

maxE(C(ω), Db(ω)) = maxCDb (2.2.5)

��
 � ��	
��	
!"

P{ADb(ω) ≤ b(ω)} ≥ αi. (2.2.6)

#��
 ���
�� b(ω) ����������	 	������	�� 
� 
 ���
�
	�

aiDb(ω)− bi(ω) 
���� 
���
 	������	�� ����������	
��

$�����
�
� ���
�
	�%

Zi(ω) =
b̂i(ω)− ai·Db̂(ω)√
E[bi(ω)− ai·Db(ω)]2

; i = 1,m, (2.2.7)

Z0
i (ω) =

ai·Db− bi√
E [̂bi(ω)− ai·Db̂(ω)]2

; i = 1,m, (2.2.8)

 �� b̂(ω) = b(ω)− b ��
 �����

 E [̂bi(ω)− ai·Db̂(ω)]2 > 0.

&�����	�! ���
�
	� Zi(ω) ����
	!�
�! 	������	��� ����	� ����

�������	
! N(0, 1), 
� �� �
�
��� �����'� ���	� �����
��
� � �
��%

P{ai·Db(ω)− bi(ω) ≤ 0} = P{b̂i(ω)− ai·Db̂(ω) ≥ ai·Db− bi} =

= P{Zi(ω) ≥ Z0
i } = Ψ

(
Z0
i ≥ αi; Z0

i ≤ Ψ−1(αi) = −ki; i = 1,m
)
,

 �� ��
 αi > 0, 5; Ψ−1(αi) < 0, ki > 0.

#��
 ����

 �����	

���	�� ������		�� vi 
��
�� �
�

bi − ai·Db ≥ vi ≥ ki

√
E[(̂bi(ω)− ai·Db̂(ω))]2 > 0

�
�
��� � ��	
��	
� �����'� ���	� ����	

� (��
����	
	�� �
�

�
����

��
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⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
ai·Db− vi ≥ −bi

−k2iE [̂bi(ω)− ai·Db̂(ω)]2 + v2i ≥ 0

vi ≥ 0

(2.2.9)

��������	
�� ��	��
�� ��� ������
�
�������� ���
��	�����

E�����	
 ����� ������

maxCDb, (2.2.10)

μi(D)− vi ≥ 0, (2.2.11)

k2i [μi(D)− σ2
i (D)] + v2i ≥ 0, i = 1,m, (2.2.12)

vi ≥ 0, (2.2.13)

��� μi(D) = bi − ai·Db; σ2
i (D) = E[bi(ω)− ai·Db(ω)]2.

����� �������
� ��� ��	��
� ����� ! ������	�"� � ������������

���������# �����	�� ���������� ���"�� �	������ ��� ������
�
�

�������$ ���
��	��� E�����	
 ��	����� ������$ �����	��� ����

�����
�����
��

V �������� %�� V �����	
" ����� ���
���
 ������

minE(C(ω)X − C0X0)2 (2.2.14)

��
 ��	��
�#

P{ai·(ω)X ≤ bi(ω)} ≥ αi; 0 ≤ αi ≤ 1, i = 1,m, (2.2.15)

X = Db(ω). (2.2.16)

%����	
�� �
����� �����
���
$ �� ��	
������ �� �	����E�����	
�

� �������� ������
�
��������� ���
��	���� ����� 
���
 ������

minE(C(ω)Db(ω)− C0X0)2 (2.2.17)

��
 �����
���
�# �����&!�

��
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����� ������	
� �	� 
 � �	�� ������ 
���� ������ ���������

��������
�����
��

P �������� �	� �����
 �	�
���	�� �	 ��������
� 	��� �	� ����


�������  ����
� 	���� ������� � �����	���	���� �
��

maxP{C(ω)X ≥ C0X0}, (2.2.18)

P{ai·(ω)X ≤ bi(ω)} ≥ αi; 0 ≤ αi ≤ 1, i = 1,m, (2.2.19)

X = Db(ω). (2.2.20)

!���� �"�������
�

u(ω) =
C(ω)Db(ω)− CDb√
E[C(ω)Db(ω)− CDb]2

;

u0 =
C0X0 − CDb√

E[C(ω)Db(ω)− CDb]2


 ������������ �	� u(ω) ������������ ������
�� N(0, 1), �����

��#  ����
# ��
���
� � �
��

P{C(ω)X ≥ C0X0} = P{u(ω) ≥ u0} = Φ(u0),

���

Φ(u0) =
1√
2π

u0∫
−∞

e−y2/2dy;

������ �����	�
 � ���������
�� ����
�� Φ(u0). ������ �����

������

w02 ≥ E[C(ω)Db(ω)− CDb]2; w0 ≥ 0, (2.2.21)

Z0 ≤ CDb− C0X0. (2.2.22)

��	�������������� ���������	�� P ������� ����	 ������ ����

������
�� Z0/w0 ��� ����������
� ����� !�

��
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������� ����	�
��
�� ������ �� �
�
��� ��
 ������� w0 > 0.

��
 ����� ����� �	��������	
 �� ��������������� ������� �����

���� ����� ���� ����� t = 1/w0 � �����
�� 

D̃ = tD, Z̃i = tZi, Ṽ (D) = E(C(ω)D̃b(ω)− tC0X0)2,

σ̃i(D̃) = E[tbi(ω)− ai·D̃b]2; μ̃i(D̃) = E(tbi(ω)− ai·D̃b).

! ����� ���� �����

d̃ij, Z̃ = tZi, Z̃0 = tZ0; i = 1,m, j = 1, n

�
�
�
 "#$#$%&' � "#$#$#(' �
��	��
��	
 �
� 	�����)

 ����� ����

���
��

 �
�
�
 ��������� �����
  ����
��
*

Z̃0 → max,

CD̃b− Z̃0 ≥ tC0X0,

−Ṽ (D̃) + 1 ≥ 0,

μ̃i(D̃)− Z̃i ≥ 0,

−k2i [σ̃
2
i (D̃)− μ̃2

i (D̃)] + Z̃2
i ≥ 0,

t ≥ 0, Z̃i ≥ 0, i = 1,m.

��� ������	
	���


�� ���	�
��
�� �
�
� ����
��	������� �����
��

�	���

	� � ������
���
��	 ���

	��
	��	

!� ����� �
����� �
	��
)�� ��
�� ��������� ����� ������
����

+����
����� ��
 ��	�������  ������$ ,
		 ���� �)� �
� �
	����

 ������� � ��)�� �
-��� �����
���� ��
������ � ��
	�� � ���

	���� ����	�
��
�� ����� ������
���� +����
����� +��� �
�
�

	���
	����	���� �����
  ����
��
$

! �
���� .##/0 �
		 �����
 �
�
�
 ���


max f, (2.3.1)

��
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P{C(ω)X ≤ f} = β, (2.3.2)

P{ai·X ≤ bi(ω)} ≥ αi; i = 1,m, (2.3.3)

X ≥ 0, ω ∈ Ω. (2.3.4)

��� ������ 	���
� �
�������
����� ���������� ����� �������������

��� ������

X ∈ Sα, Sα =
{
X : P

( n∑
j=1

aijxj ≤ bi(ω)
)
≥ αi, i = 1,m, X ≥ 0

}
,

��� �������� ��� ��� ������� f ��������� (−∞, f), � �������

	��
���� ��������� !"��������� �������� � �����������# β$ %���

%� ������������� ��� �������� ���"&���� 	���
� �
�������
�����

��'�� %��� ������� � ����������������� 	���
� ���"����� ����

��������������

��������� 	
�
�
��������� 	
������ bi(ω) ��


 ���������


�����
�
�
��
 �� ��
���� ����
��
� bi � ����
���
� σ2
bi
, 
�
�

bi ∈ N(bi, σ
2
bi
).

( )��� ��������'���� "������ �
����� ���"� %��� ����%��	�����*

P
{ n∑

j=1

aijxj ≤ bi(ω)
}
= P

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
(
bi − bi
σbi

)
≥

⎛⎜⎜⎜⎝
n∑

j=1

aijxj − bi

σbi

⎞⎟⎟⎟⎠
⎫⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎭ ,

��� (bi − bi)/σbi + ���������� ��"
����� ����
��� �� �������

	��
����� , � ���������� �� Φ(X) + !"����� ������������� ��"�


����� ����
��� N(0, 1) :

Φ(X) =
1√
2π

x∫
−∞

e−y2/2dy.

��
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������ ���	
�� ϕ(x) = 1− Φ,

ϕ(x) =
1√
2π

∞∫
x

e−y2/2dy.


������ ������� ����������

ϕ

⎛⎜⎜⎜⎝
n∑

j=1

aijxj − bi

σbi

⎞⎟⎟⎟⎠ ≥ αi; i = 1,m,

��� �����
n∑

j=1

aijxj − bi

σbi
≤ ϕ−1(αi), i = 1,m.

������ ����� αi ≥ 0, 5; ����� ϕ−1(αi) ≤ 0, � ���� ��! ���

ϕ−1(αi) = −qi. ����	� αi ≥ 0, 5 �� �������� ����"������ ����#

���� � $��� ������� 
������ ������� �� �� ��%������& � ����

ai·X ≤ bi − qiσbi, ���� ai·X ≤ b∗i = bi − qiσbi ��� ����� 	����	���!

AX ≤ b∗, ��� b∗ = (b∗1, . . . , b
∗
m).

'���%& ��%������ �������� cj � �������� �����%��� ���%�
� v,

��	�"! ���

Vij = E(ci − ci)(cj − cj), (2.3.5)

��� V = Vij ( ���%�
� 	���%��
�)� '���� �����%��� ��������
n∑

j=1

cjxj ����������� ������*�� ��%����

V

(
n∑

j=1

cjxj

)
= E

[
n∑

j=1

(cj − cj)xj

]2
=
∑
i,j

E(ci − ci)(cj − cj)xixj =

=
∑
i,j

Vijxixj = XTV X.

��������� 	
�
	
 ������ C(ω) ����� 	���
��	�� �

�����

��	�� �� ����	�� C � �
������ ���
��
��� V � ����
 ������	


��
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C(ω)X ����� �����	
��� ������
�	���� �� ���
��� CX � 
������

���� XTV X�

����������	
��

P (C(ω)X ≤ f) = P

(
CX − CX√

XTV X
≤ f − CX√

XTV X

)
= J

(
f − CX√
XTV X

)
,

���

J(X) =
1√
2π

x∫
−∞

e−y2/2,


 
� �����
� P (CX ≤ f) = β 
����

f(x) = CX + J−1(β)
√
XTV X. (2.3.6)

������	��
√
XTV X � �������� ��
��
� 
 ���
 β = 0, 5 
�


J−1(β) ≤ 0, �� ��
��
�� ��������

�� � ����
���


 ����� !� ����"

���� ���
���#� ��$���� ��%
� ������	 �����&'�� ����'�

��

��������� 	
�
�
 β ≤ 0, 5 ����� ����� ��
��� ������������

max f = CX − q
√
XTV X, (2.3.7)

AX ≤ b∗, (2.3.8)

X ≥ 0, (2.3.9)

�
� b∗i = bi − qiσbi; qi = −J−1(β) ≥ 0; qi = −ϕ−1(αi).

��������� 	
�
�
 ��
��� ��������������� ����� ������������

������	
��� �� �����

������	�� ������� ��
��
� � ����(� �����)!"�����*! ���
���� 
 �+

����

(�

� �

�#
�� �� ����	 ���%�
 ��'��������	 ���	�� ��



����
��� ������# ������������� �����&'
� �����
�� ,�
�"-�������

����	 F (X,U)���
��
� .����
%�X = (x1, . . . , xn) 
 U = (u1, . . . , um)

� 
����
�����	
�� �������� 
����

F (X,U) =
n∑

j=1

cjxj − q

√∑
i,j

Vijxixj +
m∑
i=1

ui

(
b∗i −

n∑
j=1

aijxj

)
.

��
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���� X̂ = (x̂1, . . . , x̂n) � Û = (û1, . . . , ûn) �����	
����

 ��	��
�

��� ��������

∂F

∂xj

∣∣∣∣∣
X̂,Û

= cj −
q
∑
i

Vijx̂i√∑
i,j

Vijx̂ix̂j
−
∑
i

aijûi

⎧⎨⎩ = 0, x̂j > 0,

≤ 0, x̂j = 0;
(2.3.10)

∂F

∂uj

∣∣∣∣∣
X̂

= b∗i −
n∑

j=1

aijx̂j

⎧⎨⎩ = 0, ûi > 0,

≥ 0, ûi = 0,
(2.3.11)


� ����� ���
�
�� �
� X̂ � ��
�������	 �	�	��	 ������ ������ �

�����! �

"##	$
�����
� ������������� �	
	�����������%& '$�����	�
��

��� ������� ����� �
�&��
��	�$�(� ���(������������ � �	���
���
�

�%�� �(�����	����� ���	�	��	
�� � ���������
� �
 
�(�� )���
 ��

��� '$�����	�
�% �������� ���	*��(� ��� �%��$��(� ���(������

�������� + ��)�
	 ,�!-. ����	��

�� �	$�
��%	 $����% ���	*�%&

�
�&��
��	�$�& ����� � �	���
���
�%�� �(�����	������ ��� $�
��

�%& �	
	�����������%	 '$�����	�
% ��	��
����

 ��)�* ������

�%��$��(� ���(������������ � $ ��� ����	���% '##	$
���%	

�	
��% �	�	����

/��
� �	�)&����� ��*
� �	
	�����������%	 �	$
��%X � Y (X)

���� X � b̃ � $�
��%	 �����	
����



maxCX,

ΦX(Y (X)) = ΦX(AX − b̃) = α,

Y (X) = AX − b̃ ≤ 0, X ≥ 0,

(�	 ΦX(AX− b̃) = P{AX−b < AX− b̃} = P{b > b̃}. ���� ���
���

��
��	 bi �	$
��� b � �	�������%	 �����*�%	 �	�����%� ��		�

P{b ≥ b̃} =
m∏
i=1

P{bi ≥ b̃i} =
m∏
i=1

[1− P (bi < b̃i)] =
m∏
i=1

[1− Φbi (̃bi)],

��
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��� Φbi (̃bi) � ����	
� �
���������
� ���������� bi ������
 b.

������
�
���
���� ���
�
���� �
�
�
 
���� �
�

maxCX (2.3.12)

��
 �����
��

AX ≤ b̃, (2.3.13)
m∏
i=1

[1− Φbi (̃bi)] ≥ α, (2.3.14)

X ≥ 0. (2.3.15)

� ��� ����
��� ����
 ��������� �
���������
� ����
���� 
� bi

������
 ���
�
���
� ������������� ����
������ �
����� ��������!

���� �
���������
�� ���"���
� �
��������� �
���������
�� 
�


�
��
!�
���������
��� �
�
�
 #$%&%'$(!#$%&%')( ������
����� ��"��

�
�
�� ��������� �����
��
���
�
�% *
�
� �"�
���� ��� 
���� ��!

���� ����
 ��������
 �
���������
� ����
���� 
� bi ������
 ���
!

�
���
� ������������ ����� 
� ������ 
� ����	
� #� �������!

���

 � ��������� ��
�������� ��+�(


( Ψi(xi) =
1√
2πσi

e(xi−μi)
2/(2σi)

2

;

"( Ψi(xi) =

⎧⎨⎩λiζi(xi−βi)
ζi−1e−λi(xi−βi)ζi, xi ≥ βi, ζi ≥ 1, λi ≥ 0;

0, xi < βi;

�( Ψi(xi) =

⎧⎨⎩ ni

ai−ai

(
xi−ai
ai−ai

)ni−1

, xi ∈ [a, a];

0, xi /∈ [a, a];

�( Ψi(xi) =

⎧⎨⎩ λi

Γ(ζi)
(λixi)

ζi−1e−λixi, xi ≥ 0, ζi ≥ 1, λi ≥ 0;

0, xi < 0.

,��
�� ����� �
��
 � ���
������� #$%&%'-( �� �������� �������!

�
 ����� ����	
��
% .����� /$012� ��3�� �
���
�� �����
� #$%&%'-(

���
�
�������
 ���
������
�

m∑
i=1

ln[1−Φbi (̃bi)] ≥ lnα, ��� ��� ����

��
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�����������	
 ������������
 ��������� ����
�� � �����������	�

���������������	� �������� � �����	
 ���	� ����� ���������

��
 � ����
�	� ��� �	����	� ����
 ��������

� ���
���������
 ������
 ���������������� � �����������	��

������������� �������������� �������	� ������� ������� �������

����� �	�������� ������
 �������  ����� � �����������
 ������


�� ������ ������� ���������� ����������� ���!	 ���������� �����

��� ������� ����������� �	�������� ����������
 ������� � ���


����� ������������ ������� ������� ������������� � ��!���
 "#$%&�

"'($&� "'()&�

*��������� ������ ���
����������� ���������������� � �������

�����	�� ������������� ����

inf h(X), (2.3.16)

P

{
n∑

j=1

aijxj ≤ bi

}
≥ βi, i = 1,m, (2.3.17)

X ∈ H, (2.3.18)

��� X = (x1, . . . , xn) � �����
�	
 ������������ ���������	 ���

������ �����
�	� �������	 xj ���������	 � ��������� ���������

���	+

bi � ������������ �����
��� �������� � �������
 �������������

Fi(t);

A = {aij} � ������������� ������� �����������m× n;

βi � ������������� ������
1
2 < βi < 1, i = 1,m;

h(X) � �������	
 ����������� ����������	
 �� ������������X

�������	
 �����
�	
 ��������+

H � ������,����� X, �������� � ������������ (mj, σj) ��������

������ ���,����� H.

��
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� ������������ � ������	 
�����
���	 �����
���	 ������� �����


�� ��������
���� ������������	 ��������������� ������� ����

��

( n∑
k=1

ξk−an

bn

)
�
���	��� ��
���� ξk �������� ��� ��������� ��
��

���� � �����
���	 ����
�� ��������
����

Φ(t) =
1√
2π

t∫
0

e−z2/2dz.

������� ��
�� ��������� |ξk| ≤ C < ∞, Dξk ≥ α > 0, ��

P

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
∑
k

(ξk − Eξk)√∑
k

Dξk
< t

⎫⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎭→ Φ(t) (2.3.19)

���������� �� t ��� n → ∞.

 ���������� ������
�!���� ��� ���������� ��������
���X ���


����� �
���	��	 ��
�����	� ��
������ ������
����	 ����� ���

��������� � ����������	 �� ���"�� ���������# $���� %���� �����

������� ����� �������������� �!������mj � ��������� σ2
j , ��"��

����������� P

{
n∑

j=1

aijxj < bi

}
��
����� ����
��	 
�&�mj, σj ����

���� � ��
� ��������"� ��&�� ����
�����
��� �����	∫
Φ

(
t− μi

Si

)
dFi(t),

"�� μi =
∑
j

aijmj; S2
i =
∑
j

a2ijσ
2
j .

����� �������� ��� ���������� �������
���� �����������

��������
��� ������� ����������� � ������ '(#)#*+,�'(#)#*-, ������

��� ��� ��
�&�� n �������� � ���� !� ����
������ ��� � � �
����

�����
��� ��������
����� ���������#

$�
���� � ����� ������������ ����������������	 %�����
���

������ '(#)#*+,�'(#)#*-,� �����

inf h(mj, σj), (2.3.20)

��
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∫
Φ

(
t− μi

Si

)
dFi(t) ≥ βi; i = 1,m, (2.3.21)

(m,σ) ∈ H, (2.3.22)

��� h(mj, σj) � ������	
� �
����� 2n���	�������

(m,σ) = (m1, . . . ,mn; σ1, . . . , σn).

�
�������� ��������
���� �	��������� � 	
���
� �� !"� �� #"�

�� $" ���
%��
&�� '�� � 	
�����	����� ������ ���	������� � ��	��

������� 
	���� ��	�������� ���������� ��	
��'���� ��
%��
&��

�� ��%�
'�������� ���� (
�	
�����) �
���
��'����� �*��
���� �

�����	���� ��
'
���� ����'���+ ,
����� ��
'
�� %
�
' ����
����

'������ �	��	
���	��
��� � ��	����������� ��	
��'������ �����

���� ���

���� ����
 � 
������� %
�
'� ��� 
	���� ��	���������

αi = 1 (i = 1, 2, . . . ,m). -�� �%�
'
��� '�� ���
������ �����	

X ���*�� 
��������	��� ���� ��	
��'����� �	� �&��� 	�
��%
�

��� ��
'
���� �
	
���	��+ .
��� �����	 �
%��
���� ��	�
�����

��� ��
��� %
�
'�� 
 ����������
&/
� ����
����
 ����
���'�����

%
�
'� �
%��
���� *������+ 0
�����	�� *����
& ����
����
 %
�
�

'� ����
���'������ ��������� �	��	
���	��
��� � ��	�����������

��	
��'������+

1����� ���%�
'����

Ŝ =
⋂
ω∈Ω

S(ω); S(ω) = {X : A(ω)X ≤ b(ω), X ≥ 0}.

.���
 %
�
'
 ������%
��� �
������
�
 CX �	� ��	
��'�����

P{A(ω)X ≤ b(ω)} = 1, X ≥ 0 2����
�����
 %
�
'�

min
X∈Ŝ

CX.

1 ������	�� ��
'
�� ���
���� ������	
���� Ŝ ��*�� ����
��

�������� �������� ��	
������+ 3��� '���� 	�
��%
��� ω ����'���

��
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�� Ŝ ����������	� 	
	����� 
�����
	�� X ≥ 0; A(ωr)X ≤ b(ωr),

r = 1, 2, . . . , R, ��� R � �
	�� ������
�� ����
���
�� ����

� ���

��� �����
 
���� ����
��

� �
	�� ����

��

� 	����
� 	 �����
�


���
	�
����
��
 ����
�	���
�

 	�
 ������ ������ b(ω) 	�����
! ������


����

�" #��
���

��
�
�" ������ �����
� 	����"$
� �������% ��	�� b̃ � ������!

i�� �����

��� (̃bi) �������� ����������	� 
� 	���
���

�

b̃i = inf{bi(ω)}, ����� �
���	��� Ŝ = {X : AX ≤ b̃, X ≥ 0}
������	� ����
���	���� �
���	��� Sα.

&���
� ��� ����� � ��	���� ��	��
���� � ����	��� ����
���



����� �������
��	��� ��
��

� 	�����
�� ����������� '�� ����!

����� �	��
��
�� �����
�
�
�	�� ����

� �� 	���

�X
∗
! 
	�����

����	� #��
����
�
�	�� �����
 �

��
��� ��������
����

� 
 ����

�
�
�� 
��� ���� �
� 	 
������ 	������  	�
 
����	� 
��� 	 ����

�
��� ��
������

M =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
0 A −b

−AT 0 C

bT −CT 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(m+n+1)×(m+n+1)


 
����
� ����� ���
����
�� 	����

�� 	������
� (Y0, X0, t), ���

t > 0, �� X∗ = X0

t 
 Y ∗ = Y0

t � ����

� ���� ����	���

�� �����

�

��
��� ��������
����

��

(�	�� EM � ����
�� ��� 
���! ������� 	������	����� ������ ��

	���

� 
 ��	�� Z = (Y,X, t) � ����� ����

� #��� 
���! ��� t > 0.

)���� ����

� �� 	���

� X
∗
��������	� 
� 	���
���

�

X
∗
=

X̂

t̂
.

'�� �����
�
�
�	�
X
∗

������
�� 
 ��	�����
� �����
�

� 
����

��
	��� A(ω)X
∗ ≤ b(ω) ��� �"���� ω ∈ Ω, ��� ���
�	
��
� 
����

��

 

                            12 / 39



������� A(ω)X̂−b(ω)t̂ ≤ 0. � �	
��� �
��� ���	�	�	 ������������	�

��������	 ��� �������� ���������� ������� ��� ��
�� ω ∈ Ω.

����� g(M) = MZ. ������ m ��������� ������	 g(M) �����

��� gi(M) = ai·(ω)X̂ − bi(ω)t̂, i = 1,m. �������� ��! ��� ��� �"

���� Ωi ��	���	��# ω(ai·(ω), bi(ω)) ��� �	 ���� i �
�	���� �����"

��# �������	����$ %��� ��&��� m �	�	� ���	 maxω∈Ωi
gi(M) = ĝi,

�� ����	������ �������� ����	���������X
∗

���� max ĝi ≤ 0.

�� ���' �	����������' ��&� �	����' ������' ���'	��������"

�� �����	������	��� � �������������� ���	��������� ����� ��"

��� �������! ��������&�� ��������� ������������	���# (����	"

���� �	�	��$ )� � ���������� �
*�# ����� ���������� ���������"

���	����� (����	����	 ��� &������� ��	��	 �	�	� ���'	����������

�����	������	��� � �������������� ���	���������$ ����� �����

������*�� +���� �	���� ������������' ������# �	�	�� � �
*��

����	�,

-. P{fi(X) ≤ 0} ≥ αi, i = 1,m,


. P{f(X) ≤ 0} ≥ α,

/. P{fik(X) ≤ 0, ik ⊂ Ik} ≥ αik , k = 1, . . . , S;⋃
k

Ik = {1, . . . ,m}.
� +���� �	���� -. ������	���� �	��������� ������ �� �� ���"

�	#���� �	�	����	��! ����	��� 	*��� ����# � ��#  � ������0 �

+���� 
. ��� ����	#��� �	�	����� ����� 
��� �	������0 � +��"

�� �	���� /. ����	#��� �	�	�����! �����	�*�� +������� fik ���

�	���' k! ���	������ �� �� ��
�#$

����� Fik(t) 1 
��������	� +������ �	����������� ����	#��#

�������� fi(X) ��� �	�	����� X, 	 FX(t1, . . . , tm) 1 ��������	�

+������ �	����������� ������� ����	#��' ������� fi(X) 1 ���"

��
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������ ������	 f(X) ��
 �	�	���
 X�

FiX(t) =

∞∫
−∞

. . .

t∫
−∞

. . .

∞∫
−∞

dFX(f1, . . . , fi, . . . , fm).

����� g(X) = {g1(X), . . . , gm(X)} � �����

�
���	���� �������

���	��� 
�
����
� ����	�����
� �������� ��� �	�����X ���	�
�

 
�	���� �
	�	����
 
�
����
� ��������������� ��� 	���� ���
�

 
�� fi(X) :

gi(X) ∈ {inf
ω
fi(X), sup

ω
fi(X)}.

!
��
 ��� �	����� 0 ≤ FiX(g(X)) = P{fi(X) ≤ gi(X)} ≤ 1,

FX(g(X))=P{f1(X)≤g1(X), . . . , fm(X)≤gm(X)}=P{f(X)≤g(X)}.

"#��
��
���
 �� ��������� �����
�� �����

�
���	���� �	�	�

 
 
	��
	�
 ������ �����	


���	�
�� ��$��
� ������� ����	�	�

�� � ��$��
�

 �������������
� ����	��
 ���
� �	�	 � �������

������

 ���	�
 ��
�

% &	�
� �	�	 
 ��
���� �	���	�� �����

�

�
���	���

 '��
�	����	

 ����	��
 ���
� �	�	 �����	


���	�

�
�%

(	��
���

 �	�	 � ����	��
 ������ �����	


���	�
� � �������

������

 ���	�
 ��
�

 � #��
� )*

max f0(X), (2.3.23)

P{fi(X) ≤ 0} ≥ αi, i = 1,m. (2.3.24)

+����

�
���	���
 '��
�	�����
 �	�	 
 ,-%.%-.*�,-%.%-/* ����� �	�

�	 	

max f0(X), (2.3.25)

FiX(gi(X)) = αi, i = 1,m, (2.3.26)

gi(X) ≤ 0, i = 1,m, (2.3.27)

��
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� ������� ����	��
� ����
����� ������� �
�����������������

X � g(X) = {g1(X), . . . , gm(X)}. � ��� 
�	���� ���
� ����� ������

����	� �	����� ��
���
������� 
���������������� ����������

 �
��� �!"#"!#���!"#"!$� ����� ��


max f0(X), (2.3.28)

F−1
iX

(αi) ≤ 0, i = 1,m. (2.3.29)

%�

������  �
��	 
��&�
����
���� ���������������� 
 �������

��
����� ������������� � ����� !�

max f0(X), (2.3.30)

P{f(X) ≤ 0} ≥ α. (2.3.31)

� 
������
���� 
 ��'������
����� 	����'
����� 
�����������

������ ������������  �
��� �!"#"#(���!"#"#)� ������
� 
��
	�*��

 �
���

max f0(X), (2.3.32)

FX(g(X)) = α, (2.3.33)

g(X) ≤ 0, (2.3.34)

� ������� ����	��
� ����
���� 
���������������� �������X �

g(X).

������� ��	�
� +#,-. ���� ������	
�� 
�
���� ����������
��

F (X) �����
�
	 ������
��� ���	��� f(X) = {f1(X), . . . , fm(X)}

�������
� ��� ������ X, 	� ������ ��������������� � �����	��

��	����
�����

�� !�������
	�� �	�"��	������� ������

������#��������$��

���������	
���� /
�� 
��� ���� ��� ���  �
��� ����� �
�	 � �	

'� ����
�� ����
������� ������� �	
�� 
��� ���� ��
�����	 �����

��� �	����� ����&  �
�� 
����
���"

��
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����� g(X̃) ����	
�����
� ��	��
�� �����
 ������������������ ���

���

P{f(X̃) ≤ g(X̃)} = α, P{f(X̃) ≤ 0} ≥ α,

��
� X̃ ����	
�����
� ��	��
�� �������
�
���� �����
 ���������

���������

����� �
 
�� X̃ !  	�" �����
 ������������������ 
�

�

P{f(X̃) ≤ 0} ≥ α.

#���
	
� �	� ��$����X "��
�� ������	�%&
� �
����� f(X) "�

��
 �"�$
����' I
(1)
X , I

(2)
X , I

(3)
X , ��
 i ∈ I

(1)
X , 
�	
 fi(X) ! �
�
��
"
���

��""�� �
	
�
"�( i ∈ I
(2)
X , 
�	
 fi(X) ! �	����"�� �
	
�
"� � ���
�

)��
	�"�� �
��"
� ���"
)
�� fi(X) ≤ f i(X) < 0; "���"
)� i ∈ I
(3)
X ,


�	
 fi(X) ! �	����"�� �
	
�
"�� �	� ������� P{fi(X) ≥ 0} ≥ 0.

�	�" �����
 ����������������� � �
�
	�
� �
�
��
"
����""*� �
��

���

g(X̂) =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
fi(X̂), i ∈ I

(1)

X̂

f i(X̂), i ∈ I
(2)

X̂

0, i ∈ I
(3)

X̂

+�

�

P{f(X̂) ≤ 0} = P{f(X̂) ≤ g(X̂)} ≥ α.

,���� �
����* X̂ 
 ĝ(X̂) ����	
�����%� ��	��
�� �����
 ���������

���������

������� ����	�
��

-	� �
.
"
�  �
�	��"*� ����� /00
��
�"� ��$"�  �
�
"���

�*�
�	
�
	�"*
 �	���
��* 
 ��.
""*
  �������* � �
� �	����

��� ����� �
�
��
"
����""*
 /��
��	
"�* �������
�
��
� �����

 �
�����	�%� ��1�� �����
 	
"
�"��� 
 �* ��	���  �������
���

��"
�� ��/����  �
�����	�
� 
"�
�
� ��1��� 2���3� � ������� �*�

��
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������ ����	
� �	
	��

���
� ���������� ������� �����

 
 ���

�	��
 ��
������
� ����
�
�

��	���� �	�	�
� ���
�	������� ���


�
 
��� ����	��
������ �����
 

!�� 
�"��
� �������� �	�	� ����	��
������� �
��
	��

��	�

�
� #���
����
� 	�����

�
��� 
�"	��
� �
	�
�$ ��%�� ���� 
��

�������	� ����� �
������� ����� ��������� �
��
	��

��	�
� �

�
����
����� �
���
	����� &�����
���� ������� 
�"��
� �	�	�

�	���	�
������� �
��
	��

��	�
� � �����
��	����� �
���
	��

���	� �������� ����� �����%��� �	�
	����
�� ���������� 
 �����

���	���� � 
	���� '()*+ ��� ������������
��� �������� �	�	� 

,
��� ����� ��� 
�"��
� �	�	� ����	��
������� �
��
	��

��	�
�

����� ����� � �	������
� 
��������	�� ������� 
�������	���� �


	���	� '-..+� '-.)+ 

��� ������	 
����
��	� �
�
� ����
���������� 
����
������
���

� �����������	�� ���
���������

/ �
	��
����
� �	�	�	� ��	�

��	�
�� ��
	����
� 
 �
����

��	�

�
� �

���
�0�� �	� �
	�
��� �

�
�	�� 
�"��
� � �����
�� �����

��	��	 
���
�	�

 �� 
������� �	���� 1���	��
����
� �����


�

���
� 
�"��
� � ���%��� �
��	�
��� �	� �
	�
��� ��	���	���

�� ����� 	����	��� 
�	����� �����
�� 
 �
�����	�� ��� ����
�
�

�

��	���� ����	����
 �	�	� 2

 ����	����� ����	��
������ �	�

�	�
 � �	������ �������� �����
��	�	 
 ���	��
 ��� ��
������
�

�	�� �
��
� 
����������� �	�
� ��	��
��
����
� �	
	���

��
�


�����

������ �����
�� �	� �	���	�
������ �%
�	�
�� �
���
�
��

��
�������� ���	�	�
� � ������
�� ����	���� ���	��� 2

 ����

��
�������� ���	�	�
� ��%�� ���� ����������� 
�
 �������� 

3
%� �

������� �

��
� �

��	���� �	�	� ����	��
�������

��
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�������������	�
 � ����

	��
	��� ����	���	�
��� ������
���

������ ���	�����	�
 ������ ���
 � ������
�� ����� �����	�� ��	�

	�� ���
��	� 	� ����
 ��
� ���������	� ����	��� �����
 ����
�

������

 ��
� ����
�
 	�������� !��
� ������"#�� ������ $�����
�


��
 i�� ����� (i = 1, 2, . . . ,m) ��	��
����� 
�������� �����
���

��	����� (j = 1, 2, . . . , ni) � ����
����� 
��
���� �����
���
��� �

����� 	��
�� ����� �
����
�
��� �����
�� ��	����� ������ ����

���

����� xij ����
 ���
���� ���� ��� i�� ����� ���
� ����� � ����

��	���� j�� �����
� ��	������ � 
��! " � ������
� �������

#����	���
  ���� 
��� ��� ������ ����� ������ ���
 �����
�

��	������ ���!��

ni∑
j=1

xij = 1, i = 1, 2, . . . ,m.

$���� �����!%�� �
�	
���
��&

cij(ω) " ������� 	������ 
� ��
��� ���� � i�� ����� �� j� �

�����
�� ��� �����	���� ω ������
�� ���� ����� �������� �����

����� �� ������
� � '������ �(

dij(ω) " ������� �
�� ��
��� ���� � i�� ����� �� j� � �����
��

��� �����	���� ω ������
�� ������
�� '�������(

sij(ω) " 	���
���� ���� i�� ������ ��
���!%�� �� j� � �����
��

��� �����	���� ω ������
�� ������� 	�����(

kij(ω) " ������� '�
� 	���
��
�� ����� i�� ������ '�
����
��

��!%�� ������
� j� � �����
�� ��	����� ��� �����	����ω �������


�� ������
�� '�������(

d " ���
�� �� � ������������ � ���
� 
���� �������� ����
�

)��� ��������� �� ������ * ������� ��
��� ���� �� �
����
�
�!

��
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� ������

s � 	�
��
���� 
� ����	������ �������
� �����

k � ����� ��	���� ���	 ������
��� 
��
� 
� ����	�������

αd, αs, αk � ��	����� �����
����� ������������ �����
���
�

�����	���� ����������� 
� ����
������ �
����� 
� �������
� ����

� 
� ���	� ������
��� 
��
� 

! ���
��
�
��� � ���	������ ������������� � 
�������� ��	���


����������� 	����� ���� �� ������ �����	���������� ����	���"

��� ��#�
 ��
� 
��	�
������ � ��	�

E

{
m∑
i=1

ni∑
j=1

cij(ω)xij

}
→ min, (2.4.1)

P

{
m∑
i=1

ni∑
j=1

dij(ω)xij ≥ d

}
≥ αd, (2.4.2)

P

{
m∑
i=1

ni∑
j=1

sij(ω)xij ≤ s

}
≥ αs, (2.4.3)

P

{
m∑
i=1

ni∑
j=1

kij(ω)xij ≤ k

}
≥ αk, (2.4.4)

ni∑
j=1

xij = 1, i = 1, 2, . . . ,m, (2.4.5)

xij = {0, 1}, j = 1, . . . , n; i = 1, . . . ,m. (2.4.6)

$������ 	����� ��	��� 
��	�
�����
 ����� ��������� ��%
��"


��� 	����� ���� � 
����	����� 
����	� 
����� ��%
����%�� ���"

������� 
����	��& ��%
���� ���
����
�� 
�� 
����������� ���"

��
�� �����"	���������� ����	������ � ��	����� 

'��	
���#��� �
� 
�����
�� dij, sij, kij ����������� ��#	� ��"

��� ��������� ���
��	������� ��������� �������� � 
��
� cij, dij,

sij, kij, σ
2(cij), σ

2(dij), σ
2(sij), σ

2(kij) � ��
���
����%�� �#�	���� �

��
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��������� ���	
��
� �
�
������ �
�
	� ��������������� ��������

�����
��
� �����
���� �
�
	� ������� � ������� ����� ����

min
m∑
i=1

ni∑
j=1

cijxij, (2.4.7)

m∑
i=1

ni∑
j=1

dijxij + Φ−1(1− αd)

√√√√ m∑
i=1

ni∑
j=1

σ2(dij)x2ij ≥ d, (2.4.8)

m∑
i=1

ni∑
j=1

sijxij + Φ−1(1− αs)

√√√√ m∑
i=1

ni∑
j=1

σ2(sij)x2ij ≥ s, (2.4.9)

m∑
i=1

ni∑
j=1

kijxij + Φ−1(1− αk)

√√√√ m∑
i=1

ni∑
j=1

σ2(kij)x2ij ≥ k, (2.4.10)

ni∑
j=1

xij = 1, i = 1,m, (2.4.11)

xij = {0, 1}, j = 1, ni; i = 1,m. (2.4.12)

 ��������
! ����
����
 �
�
	� ��
�����
��! �"����#
	� �� ����

	
��
�� �
��
�� �������$
!% �����& ��'�� ����'���&( ����( �
�

������( ��������&( 	�� ���	
��
� �
�
����
 ������� �
�
	� ����

�������
�
 ��'�� ��#��� )���������� �
���* �
�
	� �
���
����

�
�& �
� ���
��	����*( ��"�
 ��
�����
��� �
�����! � +
���	��

��
! ��
���
,�! �������
� +
������ ���-�����!*��! �� ������
�

���
�
���

. �
	����� �-/ ����"� ������
 �������� �����& ��
�����
��!

���&������!��������"� �����������
( ������
��!*-�* ��#�� �
�
�

	� ����
���	����"� �������"� ���"�
������
��! � ����!������
��

�"�
��	���!�� 0���1�

.����� �����*-�� �#���
	���!�

m 2 	���� ���&������!�������
� ���&��� �1 ≤ i ≤ m�%

��
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ni � ����� �����	 
������


p � ����� ����	 ���	�� �� 
������ ����������� �����
�������

��	����� �����	����	� �1 ≤ k ≤ p�


sk � �������� ������� ����� ���� k


Ri � ���������	����� ����� �����
 �� 
������� i�!� 	���


1−αi � ���������� ���
 ��� ��	��������� ����� �� �����	���

��	� 
������� i;

ηijk � ���"������� ����� j 
������� 	��� i �� ���	� ���� k;

cijk � �����"
� �� �������
� ����� � ������� ���� k ��� ���

��	� ����� j 
������� 	��� i;

1 − β � ���������� ���
� ��� 
������ #�
�����
�� �����"
�

��!�� ���	����� ���������	�����


xijk � �������� ������� ������ j 
������� 	��� i �� ����� ����

k.

$� 		������� ������������ ������ �������	����� �����
�������

��	����!� �����	����	� ����� 	��

y → min, (2.4.13)

P

{
m∑
i=1

ni∑
j=1

p∑
k=1

cijkxijk ≤ y

}
= β, (2.4.14)

P

{
ni∑
j=1

n∑
k=1

ηijkxijk ≥ Ri

}
≥ αi; (1 ≤ i ≤ m), (2.4.15)

m∑
i=1

ni∑
j=1

xijk = sk, (1 ≤ k ≤ p), (2.4.16)

xijk ≥ 0; i = 1,m; j = 1, ni; k = 1, p. (2.4.17)

%���� �����"���� �����������
�� ������	 �������	���� �

����	����� 	 ����	��� �������� ��#���� �� ��������&��� ����	�

��� '
����������� ������� �����"���� 
�
 	������������� ��
 �

��
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�������������� � ������� 	
��������
� ����������	������ �����

������� ����� �	 ���������� ������������ ��������� �	����� �

���	
��	������ 	
��������
�� ���������
�� �	�	�� �		��� 
	�	�

�
� ������ ��������	
	� � ��	
�� � ��������	
	 ��	
������	����
�

������ � ��	 ��������	� ��	
������	����� 	����	 ������������

�	� �	�	����� �� ��	 ���������
 ������ ������	� ��� ��������	�

���������!�	� ��������

��� �����	
��
� 
����� �����	�� ������� � �����	���	��
� ���
�

�������
�� ��
��������� ��
��	
���


"����	���� �	�������� ������ ����
��
 ��#���� ������������


������	� � ������������ �
��������� ����$��	� ���	�� � ���	
��

�	������ 	
��������
��%

max
i=1,n

(
yi − yi(t)

yi

)
→ min;

P1

{
n∑

j=1

aijuj(t) ≤ ci(t, ω)

}
≥ α1, 0, 5 < α1 < 1;

P2{yi(t+ 1) = yi(t) + Si(t, ω)ui + di(t, ω)} ≥ α2, 0, 5 < α2 < 1;

yi(1) > 0, yi(t) ≥ yi(t− 1), Si(t, ω) ≥ 0, ci(t, ω) > 0, ui(t) ≥ 0;

i = 1, n, ω ∈ Ω, t ∈ [1, T ].

&���! aij ' �������� �����$� A ' �����$� ���	��� �������

( ���	� �	����	��� �������� Si, di, ci (i = 1, 2, . . . , n) 
��
���
 ����

������� �� ��	������ Ω �������$�� �������	
	 ��������� ω.

��
 ��#���
 �	��������	� ������ ��	� 	���	 ����� �� ��������

���	������ �����������

(����� ��������� 	�	�������
%

yi(t+ 1)− yi(t) = bi(t), Si(t, ω)ui(t) + di(t, ω) = hi(t, ω).

��
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����� �����	�
 ������ 
����� ����

max
i=1,n

(
yi − yi(t)

yi

)
→ min; (2.5.1)

P1

{
n∑

j=1

aijuj(t) ≤ ci(t, ω)

}
≥ α1, 0, 5 < α1 < 1; (2.5.2)

P2{bi(t) = hi(t, ω)} ≥ α2, 0, 5 < α2 < 1; (2.5.3)

yi(1) > 0, bi(t) ≥ 0, ui(t) ≥ 0, ci(t, ω) > 0, i = 1, n, ω ∈ Ω, t ∈ [1, T ].

(2.5.4)

������� ��	�
� ������ ����	
�	 ������	 
 �����
����� ���


������������ ���
����� � ����	
��

���� �
����	�� ��������

����� �! ������� ��
���" �������	�

	 � ����#$�% �������% ���

������ ���	���! 
����

	 � ��
�������������" ������ ����"����

���������������	 ��� ��
�������������" ��
���� A = ‖aij‖ �


����"��% ���
���% ����������" C = {ci}, H = {hi}.
���������	
���� ����� ϕ = (c1, . . . , cn), ψ = (h1, . . . , hn) � ����

����	�
 
���	���� ���
������	�
 �������
���� ������	�� ������

��� ����	���	�� C � H �����������		��

����	���� ���
������	�
 ���
�	�	�� ci �������C � ���
�	�	��

hi ������� H ���	� �����������		�

ϕi(ci) =

∞∫
−∞

. . . (n− 1) . . .

∞∫
−∞

ϕ(c1, . . . , cn)
∏
i �=j

dcj,

ψi(hi) =

∞∫
−∞

. . . (n− 1) . . .

∞∫
−∞

ψ(h1, . . . , hn)
∏
i �=j

dhj.

 � ����	�	��
∞∫

c̃i

ϕi(ci)dci = α1, (2.5.5)

��

 

                            23 / 39



∞∫
h̃i

ψi(hi)dhi = α2 (2.5.6)

�������� c̃i � h̃i.

���� 	
�
��
 �	���
��� �������� ������� �
 
��
���
 
������
��

����� ���
	
� � ���
���
 c̃i � h̃i ���������
 ��	��  ��! �	���
����

"������
��
 �������������#�  ������
���� �
	��
������

n∑
j=1

aijui ≤ c̃i,

bi ≤ h̃i,

$�
 c̃i � h̃i �����
���	
�� �����
����
��� �������
��
� ������� �

��������

%����� ��
��
�  ������
������� ���!�����
���� &����� '	��
�

��
 	
�
��� �����(�������)� � �
�
	����	������� &����� ���
���$�

'	�$	����	�����


max
i=1,n

(
yi − yi(t)

yi

)
→ min; (2.5.7)

AU ≤ C̃; (2.5.8)

B ≤ H̃; (2.5.9)

yi(1) > 0, bi(t) ≥ 0, ui(t) ≥ 0, c̃i(t), i = 1, n, t ∈ [1, T ]. (2.5.10)

������� ����	�
��

���� ��������
 �
������ ci, hi !�	���
	�&����
 *���+�
�� 	���

'	
�
�
��
 Fi(ci)� Fi(hi)� �� '�	��
�	� c̃i � h̃i '	
������
�� �����

���������
 ������ �����
���	
�,�
 �
	��
������

1− Fi(c̃i) ≥ α1,

1− Fi(h̃i) ≥ α2.

��
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���� Fi(ci), Fi(hi) � ���	�	
��
� ��	
�
 �
�
�
��
� ��������

�
 �
������� ��	�������� �����������
 �	��������

1− Fi(c̃i) = α1,

1− Fi(h̃i) = α2.

�
 ���� ������� ����� �����
����

c̃i = F−1
i (1− α1),

h̃i = F−1
i (1− α2),

���

F−1
i (τ) = sup{x|Fi(x) ≤ τ}.

������� ��	��� ��� ������ 	
������ 

�
��� � �������
���

	
����	�� ����
� � �

����������� ��
����
����� ������������� �

�!"
���!
� �#�����
����� �
�

����
������� ������ ���
����

�� 	
��
����
������ �����$��������%�& 	
� !������ ��� ��
�
���

���
��� ��
����
��� �
�

����
�����& � ��
�
��� �
#��
��

��
����
��� 
��	

�
�
�� 	� ��
���'���! ��#��!& � ��� ������


������
����

�� ���������
� ��!����
����� ������� �� �
��	
���� ����	����"

	
����
� ����������
� #$%&%'(� #$%&%)( ��� ��	
���
���
� 
�	�����"

�� #$%&%$(� #$%&%*( �

����������
%

����������
��� ������� �� �
����
��� ������ #$%&%$(� #$%&%*(

�
 t� ���	�	
��
��� �� �
 ���� �	�������� � 
�	�������
��� ����

������ �� �� 
������ 
�	��������� � ���+� ���
��� �����������

�������� �
����
�
 �����
�
 ������
���� #$%&%,(%

������ ������ �	������ 	�-��� 	�-����� �������
�� ���
��"

�� ���� �
�
 �	
�	����	
�����%

��
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��������	 ��
��� 
� ����
����	 ����������
����
��� ������

�� A. ����� �������� ������� A � �
�����	���� bi, ci, hi ����
�

�
� B,C,H � ����������� ����� �
�
� �
������
 ���
����������

��������� �������� �
 ����

aij ∈ N(aij, σ
2
ij), bi ∈ N(bi, v

2
i ), ci ∈ N(ci, η

2
i ), hi ∈ N(hi, θ

2
i ),

!�� aij, bi, ci, hi � �������������� 
������	 ������� aij, bi, ci, hi,

� σ2
ij, v

2
i , η

2
i , θ

2
i � �

����������
 �" ���
�����#

��� 
���	��" �

�����	" ���	��� i�!
 ���
��	 � ���������

��������

δi(u) =
n∑

i=1

aijuj − ci,

μi(u) = bi − hi

	��	���	 �
������
 ���
����������� ���������� � ���������

������� 
������	��

δi(u) =
n∑

i=1

aijuj − ci, (2.5.11)

μi(u) = bi − hi (2.5.12)

� ���
����	��

ρ2i (u) =
n∑

j=1

σ2
iju

2
j + η2i , (2.5.13)

γ2
i (u) = v2i + θ2i . (2.5.14)

$
 ���� δi(u) ∈ N(δi, ρ
2
i ), μi(u) ∈ N(μi, γ

2
i ).

% ����
� ������ �

��
&���	 '(#)#(* '(#)#+* ������������ �����

��������

P1{δi ≤ 0} ≥ α1, i = 1, n,

P2{μi ≤ 0} ≥ α2, i = 1, n,

��
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���� ��� � �	
�� 
���	� �� �� 
	����

1√
2πρi(u)

0∫
−∞

exp

{
− (ξ − δi(u))

2

2ρ2i (u)

}
dξ ≥ α1,

1√
2πγi(u)

0∫
−∞

exp

{
− (ξ − μi(u))

2

2γ2
i (u)

}
dξ ≥ α2.

������ �����	�����

Φ(θ) =
1√
2π

θ∫
−∞

exp

{
− ξ2

2

}
dξ,

��
������ ���	���
��	 ������
�� � ����

Φ

(
− δi(u)

ρi(u)

)
≥ α1,

Φ

(
− μi(u)

γi(u)

)
≥ α2

���

δi(u) + Φ−1(α1)ρi(u) ≤ 0,

μi(u) + Φ−1(α2)γi(u) ≤ 0.

������	� ���	����� ��������� �������� � ��������� ������ � ���δi(u),

μi(u) � ρ2i (u), γ
2
i (u)� �������

Φ−1(α1)

(
n∑

j=1

σ2
iju

2
j + η2i

)1/2

≤ ci −
n∑

j=1

aijuj, i = 1, n, (2.5.15)

Φ−1(α2)(v
2
i + θ2i )

1/2 ≤ hi − bi, i = 1, n. (2.5.16)

!� �
����" �	�	�� α1 ≥ 0, 5; α2 ≥ 0, 5� ��#���� Φ−1(α1) ≥ 0,

Φ−1(α2) ≥ 0, � ���	
�$� ��
�%	��	� �
������� ��������� ������&��

����%�	�

������ �����	�����'

qij = M{(ci − ci)(aij − aij)},
��
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qijk = M{(aij − aij)(aik − aik)},
qi = M{(hi − hi)(bi − bi)}.

��������� �	 �
��	�

 � ����
��	��

��� �	������� ��	 ��


α1 ≥ 0, 5 
 α2 ≥ 0, 5

[Φ−1(α1)]

⎛⎝ n∑
j,k=1

qijkujuk + 2
n∑

j=1

qijuj + η2i

⎞⎠1/2

≤ ci −
n∑

j=1

aijuj,

[Φ−1(α2)](2qi + θ2i )
1/2 ≤ hi − bi.

�	�	�
����
�� 	�������

	��� �	���
n∑

j,k=1

qijkujuk ����
�
����

������	��� 	�����
� ��������	� ���	�
��
 �� ! "!#$�� ! "%# 

&��
� 	����	�� ��
 ��

���' �	��(�

�' ������ �� ! "#$�� ! )#

� ���	��
	��
��
 	���

��

��
 ��	�
��� � ������


�	��

	�

������ ������	�	 ��	�����
�	��

� � �

��
	� *����	� ��
�*
��


 �������
�
��
 ���	�
��
$
�����
�����
+

max
i=1,n

(
yi − yi(t)

yi

)
→ min; (2.5.17)

[Φ−1(α1)]

⎛⎝ n∑
j,k=1

qijkujuk + 2
n∑

j=1

qijuj + η2i

⎞⎠1/2

≤ ci −
n∑

j=1

aijuj,

(2.5.18)

[Φ−1(α2)](2qi + θ2i )
1/2 ≤ hi − bi, (2.5.19)

ui ≥ 0, i = 1, n. (2.5.20)

������� ����	�
��

��� �����	
��
� 
����� �����	�� ������� � �����	���	��
� ���
�

�������
�� ��
��������� �	���	
���


&����� �����	��
� ������ ��

��
� ����

� � �����
����
� ��
$

�
���
�� ��

*
�	� ���	�� 
 ���	��
	��
��
 	���

��

��
 ���$

��
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������� �	�
�

max
i=1,n

(
yi − yi(t)

yi

)
→ min;

P1

{
n∑

j=1

aijuj(t) ≤ ci(t, ω)

}
≥ α1, 0, 5 < α1 < 1;

P2{yi(t+ 1) = yi(t) + Si(t, ω)ui + di(t, ω)} ≥ α2, 0, 5 < α2 < 1;

yi(1) > 0, yi(t) ≥ yi(t− 1), Si(t, ω) ≥ 0, ci(t, ω) > 0, ui(t) ≥ 0;

i = 1, n, ω ∈ Ω, t ∈ [1, T ].

���

��� ���� ��������� �����
���	�� 	������� ����
��	���

���� �
�
�� �
������
��	� �������� � ��	
	�
���� ��	��	��� ���

���
 �����	��� �
�����	� ���
����

max
i=1,n

(
yi − yi(t)

yi

)
→ min; (2.6.1)

P1

{
n∑

j=1

aijuj(t) ≤ ci(t, ω)

}
≥ α1, 0, 5 < α1 < 1; (2.6.2)

P2{bi(t) = hi(t, ω)} ≥ α2, 0, 5 < α2 < 1; (2.6.3)

ui(t) ≥ 0, yi(1) > 0, bi(t) ≥ 0, ci(t, ω) > 0, i = 1, n, ω ∈ Ω, t ∈ [1, T ].

(2.6.4)

���
���
	�
 �
�����
� ������
�

������� ��	�
� ������ ����	
�	 ������	 
 �
���
����� ����

����� ������ � ����	
��

���� �
����	�� ���������������� �����

��� ��
���� �������	�

	 � ���� !�" �������" ������#� ���	����


����

	 � ��
�������������� $����� �������#� ���#����������

��	 ��� ��
�������������� ��
��%� A = ‖aij‖ � 
�������" ����

���" �#��������� C = {ci}, H = {hi}.

���
�
��
 ���� !��" ������� ������	��� 
�

��	��� ���
�
��
 �

���� ������� #�$�%�

��
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������ ����	
�	 ������
 ������� � ������� � ����	
���
���� �����

������	�� ���������
�� ��
�������������
 ������ ����
���� ����

������������	

max
i=1,n

(
yi − yi(t)

yi

)
→ min; (2.6.5)

AU ≤ C̃; (2.6.6)

B ≤ H̃; (2.6.7)

yi(1) > 0, bi(t) ≥ 0, ui(t) ≥ 0, c̃i(t), i = 1, n, t ∈ [1, T ]. (2.6.8)

 ���
 ���
� ����!"#�	 
�������

������� ��	��� ��� ������ 	
������ 

�
��� � �������
�

��� 	
����	�� ����
� � �

����������� ��
����
����� ��������

����� � ��!
����
� "#�����
����� �
�

����
������� ������ ���

�
����� 	
��
����
������ �����$�������%�& 	
� ������� ��� "�
�
��

�� ���
��� ��
����
��� �
�

����
�����& � "�
�
��� �
#���


�� ��
����
��� 
��	

�
�
�� 	� ��
���'���� ��#���& � "�� ������


������
����

$
� 
������ ���������
�	 ���������� 
������ ��%���

&��� �� �
��'���	 �
 ��
��������������
� ��
��(� !�����
A,


� �
�)��
������	 ������ ����	
�	 ������
 � !
���
����� �����

(���� ��*��� ���������������+ ������� ��
���
 �������	�
�	 � �����

"#�) �������) �!������ ���	���+ �����
�	 � ��
�������������


������ ���!����� ���������������	 � ����
��
 (�����
 ,!��(��

�
 � ������
������ ����������	��

max
i=1,n

(
yi − yi(t)

yi

)
→ min; (2.6.9)

[Φ−1(α1)]

⎛⎝ n∑
j,k=1

qijkujuk + 2
n∑

j=1

qijuj + η2i

⎞⎠1/2

≤ ci −
n∑

j=1

aijuj,

(2.6.10)

��
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[Φ−1(α2)](2qi + θ2i )
1/2 ≤ hi − bi, (2.6.11)

ui ≥ 0, i = 1, n (2.6.12)

��� �������	 
�� ��
�
��� ������� A � �����������
 bi, ci, hi

�
������ B,C,H � �
��������
 �
��� ����� ��������� �����
�
�

�
���
 ���
����
 �
��
����

��� �����	
��
� 
����� �����	�� ������� � �����	���	��
� ���
�

�������
�� ������
� ��
���
��� ��
��������� ��������� ���

���


 ��������� ����
� �������� �
!
��� � ���
���� ���������
�

������

���" ��������� ������ � �#��������� � �����������	 $

�
������������ �#����

����� ��
����
#� ����%

Ψ = qf�� + (1− q)f�� → min, q ∈ (0, 1);

P1

{
n∑

j=1

aijuj(t) ≤ ci(t, ω)

}
≥ α1, 0, 5 < α1 < 1;

P2{yi(t+ 1) = yi(t) + Si(t, ω)ui + di(t, ω)} ≥ α2, 0, 5 < α2 < 1;

yi(1) > 0, yi(t) ≥ yi(t− 1), Si(t, ω) ≥ 0, ci(t, ω) > 0, ui(t) ≥ 0;

i = 1, n, ω ∈ Ω, t ∈ [1, T ].

&�#����� ��!
 ��
�
���� ������

���� ��"����� ���"����

�

���� ����
� �����
�
�
��� �
������ � ����������� ��������� ���

���� �
�
��!
� ��
������ ��������

Ψ = qf�� + (1− q)f�� → min, q ∈ (0, 1); (2.7.1)

P1

{
n∑

j=1

aijuj(t) ≤ ci(t, ω)

}
≥ α1, 0, 5 < α1 < 1; (2.7.2)

P2{bi(t) = hi(t, ω)} ≥ α2, 0, 5 < α2 < 1; (2.7.3)

ui(t) ≥ 0, yi(1) > 0, bi(t) ≥ 0, ci(t, ω) > 0, i = 1, n, ω ∈ Ω, t ∈ [1, T ].

(2.7.4)

��
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��������	�� 
�����
�� ��������

������� ��	�
� ������ ����	
�	 ������	 
 ����	
��

����

�
����	�� ���������������� ������� ��
���� �������	�

	 � �����

� �! �������! ������"� ���	���� 
����

	 � ��
��������������

#����� �������"� ���"�����������	 ��� ��
�������������� ��
�

��$� A = ‖aij‖ � 
�������! ���
���! �"��������� C = {ci},
H = {hi}.

����������
��� ���� ������� ������	�
� ������	��� �����������


��� ������� ���� �

!����� ��	���	� ��"��	� #��$� %�#��$�&% 
 ��������
����	 �����

�	���	��	 ���	�������� ������	�	�������� ������ �	������� ����

�����	�����	�

Ψ = qf�� + (1− q)f�� → min, q ∈ (0, 1); (2.7.5)

AU ≤ C̃; (2.7.6)

B ≤ H̃; (2.7.7)

yi(1) > 0, bi(t) ≥ 0, ui(t) ≥ 0, c̃i(t), i = 1, n, t ∈ [1, T ]. (2.7.8)

'���� ��
�� 
�����
�� ��������

������� ��	���%�	 #����� ����	
�	 ������� 
 ����	
��

���

�� �"��������	�� ��������������� 
� �

���
 &��������
��	 ���


�������������	 #����� �������"� ���"�����������	

�����'�������(�� ��� �
����� �
� &�����
� ��
��$� �"���������

��
������������� � &�����
� ���
���� �"��������� ��
��������

�� �� ������)���� #������ � &
� #����� ����

������

(�� ������� ����������
� ������	��� ������� ������

)���*��
� �� ������	�	�������
�	 ����	+� �
���	� A, �����


��,�
�	��
��� ������ ��	���	� ��"��	� 
 ��	�	������ ��	�+	�

��� ��-��� #��$� %�#��$�&%. ��"��	� ������� ����������
� � ��"��

��
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���� �����	�� 
�	��
�
 �
������ ��
����� � �������
��
��


�

������ �����	
�
 ��
�������
��
�� � 	�
��

� ��	��
� ��
����

�� � ���������
��� 
���
���
����

Ψ = qf�� + (1− q)f�� → min, q ∈ (0, 1); (2.7.9)

[Φ−1(α1)]

⎛⎝ n∑
j,k=1

qijkujuk + 2
n∑

j=1

qijuj + η2i

⎞⎠1/2

≤ ci −
n∑

j=1

aijuj,

(2.7.10)

[Φ−1(α2)](2qi + θ2i )
1/2 ≤ hi − bi. (2.7.11)

ui ≥ 0, i = 1, n (2.7.12)

��� ��	
���� ��
 �	���
�� ������� A � �
����	����� bi, ci, hi

����
�
� B,C,H � 
���������� ����� �
 
� 

���	!

 ���������

	�

�� �	����
�� ��	���
�"

��� �����	
��
� 
����� �����	�� ������� � �����	���	��
 �����

����
��
� ��
��������� �	���	
���


#����
���� �
���

��� 
�

����

� ������ ���
���� ��$�
�� � ���

�
��

��
�� ��
���

�	
� 
� ������� ������ ���
���� ��$�
��

�
 ��������	�
�� ������
� � �	���������� ���	����
�� ���
���

�
� �� 
��"

%�� ����� ����������
���! �
�
�
��� ��	���
� k, �
�
�
� 
�

�
	�

  ��! �����$�

 �
���
�� ��
���

�	�� �
��������
 � �
�

�����	 (−∞, k) � ����


� ���
��

��!� α0.

k → max;

P

{
n∑

i=1

(
yi(ω)− yi(t+ 1)

yi(ω)

)
≤ k

}
= α0, 0 < α0 < 0, 5;

P

{
n∑

i=1

ui(t) ≤ c(t, ω)

}
≥ α1, 0, 5 < α1 < 1;

��
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Pi{yi(t+ 1) = yi(t) + Si(t, ω)ui(t) + di(t, ω)}αi
2, 0, 5 < αi

2 < 1;

yi(ω) ≥ yi(t), yi(0) > 0;

ui(t) ≥ 0, Si(t, ω) ≥ 0, c(t, ω) > 0, i = 1, n, t ∈ [0, T − 1], ω ∈ Ω.

� ����� �����	�
�� 
��
�
	� Si, di, c, (i = 1, 2, . . . , n) �
������

������	��
 	� �	�����
� Ω ����
���

 ������	��� ��������� ω.

����� �	���	
� 
�����	����� α0, α1, α
i
2 �
������ ��������� ���

����������	�� �����
� � ����	���
 ��
 
��
�
	� ����� ���� 
��

���	� ��� ��������� ����
��
����	��� 
������
�	
� 
 �������
���

	
� ������� �
���		� � �
��
��	
�� ���������
 α0, α1, α
i
2 
 ���

��
������� �� ���� ����� �!!���� ��
 ���
�
���

 ���������� ���

����
� ��"�	
� 
� ��	�� �����
 ��
	��
� ��"�	
� ��
 	��
�



	����	��� 
	!�����

�

#�
 ����� �����	�
�� �����
 ��$���
�		�� �
������ 
���� 
��

����	���	��� !�	��
�	���� � 	�"�� ������ �� ��
��
��� ����

���$��� %�
���	� 
�����	���� ����� ��� ������	�� �����	�	
� ��

��������

	��� ������	
� �� ������� 	����
��	
� 	� ���
�� ��
�

	�������� ������
�� 
��
�
	� k 
 ������ ���
�� 
����	
 (t+ 1).

&��� ��
��� ��
���
�� ���
����	���
 ��
 ��		�� �����	�
�� �
�

������ �
	
�
���
� ������
�� 
��
�
	� k. '��
� �������� ����

���
�
���

 ������ ���� �����
 ���� ������	
� 	�
����"��� 
�
��

��"� (��
���
� ��
����� 	� ��
	
�� 
����		� ������
) �� 
���

��	
� ����	
��		��� ���
����
� �������
�

*����
�� ��� ��
 
�����	� ����

� ���

�
� 	����
��	
�� ���

��� ������������� ������
 ��������	�� ���
����
� 
�����
���� 

�������
 i�� 	����
��	
� ���	� �������
�� ������$
� �������+

yi(t) =
yi − yi(t+ 1)

Si(t, ω)
, yi(0) > 0, i = 1, n,

��
 ���� di(t, ω) = 0.

��
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��������� �	
����
� ���	
	��� 
�� 
 ������� ������ 
������ t

�������
��� 
������ 
������ �	�����
 �	 ��
������ �������
��

���� �������� � ��	����� ����
��� di(t, ω)  ������ ���
	����


������ �	�����
 
	�� 
��!� �
������ ����"	������� 
���
���� �

���������� ���#������� ����
���
� ������
� ������� ������������

�� �	��	
�
	$��� �	 �	�
���� i�!� �	��	
������ 
��#� ������%��


	�� �!� 
 ������� ����������

&	���	���
	���$ �	�	
� ��%�� �������	�� 
 �����$��� 
����

k → max;

P

{
n∑

i=1

(
Si(t, ω)

yi(ω)
ui(t)

)
≤ k

}
= α0, 0 < α0 < 0, 5;

P

{
n∑

i=1

ui(t) ≤ c(t, ω)

}
≥ α1, 0, 5 < α1 < 1;

Pi{yi(t+ 1) = yi(t) + Si(t, ω)ui(t) + di(t, ω)}αi
2, 0, 5 < αi

2 < 1;

yi(ω) ≥ yi(t), yi(0) > 0;

ui(t) ≥ 0, Si(t, ω) ≥ 0, c(t, ω) > 0, i = 1, n, t ∈ [0, T − 1], ω ∈ Ω.

����� �#���	
���� τ = t + 1, ��!�	 �	�	 �	�	
	 ����������� 


�����$��� 
���'

P

{
n∑

i=1

(
Si(τ − 1, ω)

yi(ω)
ui(τ−1)

)
≤ k

}
= α0, 0 < α0 < 0, 5; k → max;

(2.8.1)

P

{
n∑

i=1

ui(τ − 1) ≤ c(τ − 1, ω)

}
≥ α1, 0, 5 < α1 < 1; (2.8.2)

Pi{yi(τ−1) = yi(t)+Si(τ−1, ω)ui(τ−1)+di(τ−1, ω)}αi
2, 0, 5<αi

2<1;

(2.8.3)

ui(τ − 1) ≥ 0, Si(τ − 1, ω) ≥ 0, yi(1) > 0, c(τ − 1, ω) > 0,

i = 1, n, t ∈ [0, T − 1], ω ∈ Ω. (2.8.4)

��
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������� ��	�
� ������ ����	
�	 ������	 
 �
���
�����

��������� ������ � ����	
��

��� ������������ ��������������� 

������� ��
���! �������	�

	 � ����"#�$ �������$ ������%� ���

�	��� 
����

	 � ��
�������������! &����� �������%� ���%����

��������	�

���������	
���� �������� �	�	���
�����

�	 
������	
�
�	


	���	
���� ��� ������� �������� ������ �� ����
���� �����	�	�	
��

�	����
���� ������
�� �	����
� c(τ − 1, ω). ���� ���	��
� ϕ(c) �

����
��� �����	�	�	
�� c(τ − 1, ω), �� 
���	� 
�!
"" #��
�$� c̃

������
�� �	����
� c(ω) � �	����
��� " α1 �� ����
	
��

∞∫
c̃

ϕ(c)dc = α1.

���� 
�� ����
	
�	 ��		� %��		 ��
�#� ���
�� �� ��%	�	� �� 
���

���
	� 
��%�� &��� '���
�&	
�	

n∑
i=1

ui(τ − 1) ≤ c̃(τ − 1)

����	��� 
������	
�
�� 
	���	
���� ��������

���� ������
�� �	����
� c(τ − 1, ω) ������	����	��� (�
�$�	�

�����	�	�	
�� F (c), �� �����	�� c̃ ��	�������	� ��%�� 
��%�� &		

������ �����	�����")		 
	���	
����

1− F (τ) ≥ α1. (2.8.5)

���� (�
�$�� F (c) 
	��	���
� � ����#� ��
���

�� �� 
	���	
*

���� �����+� ��	���)�	��� � ���	
����

1− F (τ) = α1.

,�#��

c̃ = F−1(1− α1),

��
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���

F−1(1− α1) = sup{c̃ : F (c̃) ≤ α1 − 1}.
������	
�� ���	
��
�� ��	�
��
�
���

��� ��������
	� ���

������� �������� ��
������ ������� � ��������� �����

Pi{yi(τ)− yi(τ − 1)− di(τ − 1, ω) = Si(τ − 1, ω)ui(τ − 1)} ≥ αi
2,

0, 5 < αi
2 < 1, i = 1, n.

��� ��
!� ���� �
! Si(τ−1, ω) � di(τ−1, ω) 
�"������! ��#��

��$��� %���� ������	&'  	� �
� 
���
�����
! �� 
�
���&
��� "���(


�� )���� 
���
�����
�� ����	 ���	�' 	�� ��� ��� ��
�� ���� �
�

di(τ − 1, ω) (i = 1, 2, . . . , n) ��#�	 �
�
���	& �	
�*�	��&
�� "
� �(


��' � ��� ��
�� ���� �
� Si(τ − 1, ω) (i = 1, 2, . . . , n) 
� 	
�$��	

������� 
��	
�*�	��&
��	��

+���� �$�"
� �
��Δi = yi(τ)−yi(τ −1). )���� ������� 
�
���&(


��� 
���
�����
�� ��� ��
!, ���� �
 Si(τ − 1, ω), di(τ − 1, ω),

Δi(ω) ��#
� "�����	& � ����-

Si(ω) ∈ N(Si, δ
2
i ), di(ω) ∈ N(di, ν

2
i ), Δi(ω) ∈ N(Δi, σ

2
i ),

��� Si, di,Δi . ��	���	� ����� �#���
�� 
�
���&
� 
���
���(

��

!,' 
�"������!, ��#�� ��$�� ��� ��
!, ���� �
 Si(τ − 1, ω),

di(τ − 1, ω),Δi(ω) ���	��	�	��

�' � δ2i , ν
2
i , σ

2
i . ���	��	�	��

� �,

�����
����

+����� �	
�/
�� /�
�*��

gi(u, ω) = Δi(ω)− di(ω)− Si(ω)ui,

��	�
�� �����	�� ��� ��
�� ���� �
��' 
���
�����

�� �� 
�
(

���&
��� "���
�' ��� ��$!, i = 1, 2, . . . , n, 	���

gi(u) ∈ N(gi, Dgi),

��
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��� gi = gi(u) � ��������	�
��� �
������ 
��	����� ����	���

gi(u, ω), Dgi = Dgi(u) � ��
���
�� 
��	����� ����	��� gi(u, ω).

gi = Δi − di − Siui, Dgi = σ2
i + ν2i + δ2i ui.

����������� ������� ������������ �������
����

Pi{gi(u, ω) = 0} ≥ αi
2, i = 1, n.

 �� ��� gi(u, ω) ��
��������� �� ������!���� "�����# 
������$

���� 
����%&�� "���
!'

1√
2πDgi

0∫
−∞

exp

{
−(ξ − gi)

2

2Dgi

}
dξ ≥ αi

2, i = 1, n.

(����� �)�"��	����

Φ(x) =
1√
2π

∫ x

−∞
exp

{
−ξ2

2

}
dξ,

����� ��
������ �������
��� ��
�� "���
��! � 
����%&�� ����

Φ

(
−gi√
Dgi

)
≥ αi

2

��� gi + Φ−1(αi
2)
√
Dgi ≤ 0. *	������ ����
���� ��� gi, Dgi,

����	���

Φ−1(αi
2)(σ

2
i + ν2i + δ2i ui)

1/2 +Δi − di − Siui ≤ 0, i = 1, n. (2.8.6)

 ���� �)��"��# �� ����	��� ����������������� �������������

�������
��� ��� �
����� �����+��  �� ��� αi
2≥0, 5, ����� Φ−1(αi

2)≥0

�# 
���������!��# �)��
�! ��
������� �
������� �����,� ��������

-�

������ ��
������� ������������������ ����������� ��� ��$

������
����� .���/������ �����0�� (����� �)�"��	����

zi(τ − 1, ω) =
Si(τ − 1, ω)

yi
.

��
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����� ����	�
 ��
����
�� ����� 	�������� ����

P

{
n∑

i=1

|zi(τ − 1, ω)ui(τ − 1)| ≤ k

}
= α0, k → max . (2.8.7)

��� ����� �����

�� ���������
�� zi ����������
� 
�������


� � �������������� �����
��� zi, ��� ������� � ����������
��


������
��� ����������
�� �����

�
 	�����
�Si. !���� ��������

��� � 	���
� ����������

�� ������� Z = ‖zji‖, ���

zji = M{(cj − cj)(ci − ci)}, i = 1, n, j = 1, n.

��� ���
���" ����#�
��" � ����������
�� ���������
��	 zi

��
�

�� ����� zu �������	���� ����
 
������
� ����������

�$

�����

�$ 	�����
� � �������������� �����
���
n∑

i=1

ziui � ����

������

n∑

j,i=1

zjiuiuj :

zu ∈ N

(
n∑

i=1

ziui,
n∑

j,i=1

zjiuiuj

)
.

������� ����
�%�
�� &'()(*+ ����� ���� ��������
� 	 	����

1√
2π

n∑
j,i=1

zjiuiuj

k∫
−∞

e
−
(
ξ−

n∑
i=1

ziui

)/(
2

n∑
j,i=1

zjiuiuj

)
dξ = α0

���

Φ

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
k −

n∑
i=1

ziui√
n∑

j,i=1

zjiuiuj

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ = α0.

,��$�� 	��
�� ��� ������� ���� k ��� ����	�� &'()(*+ ��	�	��

��
�
� ��
��� ����

k =
n∑

i=1

ziui + Φ−1(α0)

√√√√ n∑
j,i=1

zjiuiuj.

��
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��� ���
n∑

j,i=1

zjiuiuj � �����	
���
� ��������

�� ������
	�
��

����� 	 0 < α0 < 0, 5, 
� k �����
�����
 ����� �������� �
	�

��
��	� u.

���	� �������� ��	 �����

�� ������
	�� �����

��

�� ��
� 

�	�
�� !"#$#%& '��	����

�
 ���������� ��
���	
	����

��� ��
� 

�	�
���(

k =
n∑

i=1

ziui + Φ−1(α0)

√√√√ n∑
j,i=1

zjiuiuj → max . (2.8.8)

������� ����	�
��

������� ��	��� ��� ������ 	
������ 

�
��� � �

��������

��� ������������ ������������� � ��!
����
� "������
����� �
�

�

����
������� ������

k =
n∑

i=1

ziui + Φ−1(α0)

√√√√ n∑
j,i=1

zjiuiuj → max, (2.8.9)

n∑
i=1

ui ≤ c̃, (2.8.10)

Φ−1(αi
2)(σ

2
i + ν2i + δ2i ui)

1/2 +Δi − di − Siui ≤ 0, (2.8.11)

ui ≥ 0, c̃ > 0, i = 1, n (2.8.12)

� "�� ������ 
������
����

)���
�	
���
�� �����
����
	� ��
���	
	����

�� �����	 !"#$#*& 

!"#$#%"&� '��	����


�� ��� �����	 !"#$#%& !"#$#+&� ������
 	� ���
�� 

�

�� ��,� ��
���	
	����

�� '��	����

�� !"#$#$&� !"#$#-&� !"#$#.&

��� ������
	� !"#$#%&� !"#$#"&� !"#$#/& ���
��
�
��

�#

0�	
�
��

��
� ��
���	
	����

�� �����	 !"#$#*& !"#$#%"&� '��	 

����


�� ��� �����	 !"#$#%& !"#$#+&� ������
 	� �����	� �	
	�	�� 

�		 �
���
	� ������1� ��
��	�
��� k.

��
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����������	 
����������
����	 ��
��� ����������������� ��
�
��

������	 ��
��� ���������������� �������	 ��� ��
���� �� ����
���


 !����"� !��"�������
���	�

��� �����	
��
� 
����� �����	�� ������� � �����	���	��
 �����

����
��
� ������
� ��
���
��� ��
�������� ��������� �����

�


#$���������� ��
��� !���	��	 ������% !� ���!��
�����& ������

��
 � 
���	������ � $���'������� � ����%��% ���(���'��% �����

�������) !���'�!�
 
 (��� * �"��������� � ����������� ���
�&�

+�� �(�����,

P

{(
q

n∑
i=1

(
Si(τ−1, ω)

yi
ui(τ−1)

)
+(1−q)max

i=1,n

(
Si(τ−1, ω)

yi
ui(τ−1)

))
≤k

}
=α0,

0 < α0 < 0, 5, q ∈ (0, 1), k → max; (2.9.1)

P

{
n∑

i=1

ui(τ − 1) ≤ c(τ − 1, ω)

}
≥ α1, 0, 5 < α1 < 1; (2.9.2)

Pi{yi(τ−1) = yi(t)+Si(τ−1, ω)ui(τ−1)+di(τ−1, ω)}αi
2, 0, 5 < αi

2 < 1;

(2.9.3)

ui(τ − 1) ≥ 0, Si(τ − 1, ω) ≥ 0, yi(1) > 0, c(τ − 1, ω) > 0,

i = 1, n, t ∈ [0, T − 1], ω ∈ Ω. (2.9.4)

������� ��	�
� ������ ����	
�	 ������	 
 �������� ��������

���� ���

���
��� ��������� ������ � ����	
��

��� ��������

����� ������ ������! " ������� ��
���� �������	�

	 � ����#$��

�������� ������%� ���	���" 
����

	 � ��
�������������� &�����


����#$�%� ����'

k =
n∑

i=1

ziui + Φ−1(α0)

√√√√ n∑
j,i=1

zjiuiuj → max, (2.9.5)

��
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n∑
i=1

ui ≤ c̃, (2.9.6)

Φ−1(αi
2)(σ

2
i + ν2i + δ2i u

2
i )

1/2 +Δi − di − Siui ≤ 0, (2.9.7)

ui ≥ 0, c̃ > 0, i = 1, n. (2.9.8)

���������	
��� �
������
� ���������� ���������	
��� ���
���

������

������� ��	��� ��� ������ 	
������ 

�
��� � ���
���� ����

������
� �������
���� 	
����	�� ����
� � �

���������� �����

�������� ����� !������"! ��#
����
� $������
����� �
�

����
��

������ ������ �����%!������&! � $�� ������ 
������
����

���������	
��� �����
���� ���������	
��� ������� ������

������� ���	�
������

������ ������ �� �

��������� ����� 
����
����
��
� ���
����

��������� 
 ��������
����� �
����������� �������
	 � � !" 
���#

��
�� ���� ������������ ������ $� %���
�# &� '����� �

�(� )�*����� +,-.# +,�.� /�������	��* ����� � ���������� �������

��� ������� ����
������
� ������� ����� 
 ��������
����� �
���

��������� ���
�� 0� 1����� � 2� &�
��� +� -.# )� '������ +���.#

+���.# +��".# +��3.# 4� )��
���� +"!!.# +"!5. � ���
�� �������

�(� )�*���� +"�!. 
6����������� � ���
����� �
����� ��
����

���� ����������������� 7����������� ��� 
����
����
��� ����� 


��������
����� �
�����������# � 4� &�
��	
 +3"�. �

������� �
���

��� �������
�� ����������������
� 7�����������

'��������� ������ 
����
����
��
� ���
������������ 
 �������

��
����� �
����������� ��

��������� $� %���
 � &� '���� +,3.#

+,,.# +��.# $� �� 4�66� � �� 0� 8��� +� �.# �� 0� 8��� +� 5.# +�-".#

)� &� 9������ +3!-.# +3!�.# 0� 1����� � :� &�
��� +� -. � ���
���

��
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��� ������� 	
�
� 
 ��������
����� ���
��������� ����� ����

�
����	��
�� ����
������ ������� � �

���
��� ������������

�� �� ������� � !!" � #� $� ����
� � !%"�

�����
���� 	
�
�� 
��&

����
���� �����
������
��� 
 ����'

����
����� ���
��������� �


�
����
�� (� )� *������� �+,,"�

(� �� -��� �!.,"� $� �� /
�������� �!%+"� #� �� 0��
��� � %1"�

#� ��
������
�� �++!" � ������� 2�	����� �
����� ���3�
34��

�


�������� 
��&

����
��& 	
�
� 
 ��������
����� ���
������'

���� ��������� $� 5� 5������6��� � �� �� -����� �+17"�

�� �� -����� �!. "� 5� 8�������� �7,,"� 9� 9� :������� �! 1" �

��������

��
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� �������	
�� ��
��� ��������������� 	������������
��

��� �����	�
�� �

�����	�� ������ ��������������� ������������


�	��

������ ��	�
� �����
������ � ��
������� � �������� ��������

����
����� 
������
������� � 
������� ��� 	���������� ��	�
�

��������
������ �
��
����
������� ��������
����� ��	�
� � ����

��������� ������� � �������� ��
���
���� ��� ���� 
���� ���
��


����� � �
���!�����" ���� ��	�
�� �����#���  ��$�� �� �����

���" 
�� �� �� 	
���� ��	���� ��������
������ �
��
����
����

���� %������ 	���������� ��	�
� ���������� �� 	���
����
�������

�� � ���
������ �����
��� &� ��
��� ����� 
������ ��	�
� �� �
��

���� 	���
����
������� �
�	��
����$��� ����" �
��������� 	�


��������� ���
����� ������� ��	�
�� ���
����� �����
 � 
����

��� 	���������� ��	�
� ����
��� ����� ����������� �������" ���

� #� ����
�" �������#���� ����� �� ��	���� 
������������ ���


����
�� ��	�
� �� ���
�� ������ '��$� ��
�����#��� ��������

����������� �
�	���� ���
���� �����
��� ���
��" ��������#��

�� ����� �
�	��
����$���� �����
������" � �� ���
�� �����" ���	�

�
� ����� ��������
����$ ������� � ������� ��
���
���� ��	�
��

(��� ��	�
� ��������
������ �
��
����
������ � 	���������� ���

�������� 
��
�����" �� �
 	���
����
�������� �
�	��
����$���

�� ����� 	��!�� ��
����
����$ ��#���������� ���
������ �����
�

����� ����������� ��������

)���$ ����� ���	��#�� ��	�
�*

(C,X) → min, (3.1.1)

A0X = B0, (3.1.2)

AX = B, (3.1.3)

��
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X ≥ 0, (3.1.4)

���

C = {cj}, j = 1, n; B = (bi), i = 1,m;

B0 = {b0k}, k = 1,m1;

A0 = ‖a0kj‖, k = 1,m1; j = 1, n;

A = ‖aij‖, i = 1,m; j = 1, n.

����� 	
�����
 ������
 A = A(ω) � �������� B = B(ω) �

C = C(ω) � �
�����
� ��
����
� ����� ������� ������� ������

��� � !"��� �#! ��
����$����� �����
��� �� ��� 	����% �� ��$
&�����

���
������ �
�����
' ���������� ��
���� ������ � ���
� (������"

������ ���
������� )� ������ 	���� �
$���� ���������������
�

����������
��
� �
�� X0� ����
������&*�� ��
����� ��� �+!�

)� ������ 	���� ��(�������� ���
�����&ω0 �
�������� ��$
���

� �����������&*�� ��� ��������A(ω0) � B(ω0). ,
���
�� �������

B(ω0)−A(ω0)X0� ��������&� ���$*� ������� � ��
����' ��� ��! ��"

�
� ���
������ ω0 ∈ Ω. -�����
�� ������ Y ≥ 0, ����������&*��

������� � ������������ � ������������

D(ω0)Y (ω0) = B(ω0)− A(ω0)X0, (3.1.5)

��� D = ‖dil‖, i = 1,m, l = 1, n1 � ������� ������������ ���$"

*� ������� ������
����� �� �
�����
' 	
�������� ��� 	��� $����

������
������ ��� �
������� ���
������ ω, ������� ��$
&������

�� ������ 	����� �� ������� �� �
$��� ����������
����� �
���X0.

.�������������� �
���&*�� ������ ��������������� �������"

���������% ����� n"����
� ������ X � n1"����
� ������ Y (ω),

ω ∈ Ω, �$��������&*��

min
X

Eω{(C(ω), X) + min
Y

(H, Y (ω))} (3.1.6)

��
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��� ������	
�

A0X = B0, (3.1.7)

A(ω)X +D(ω)Y (ω) = B(ω), ω ∈ Ω, (3.1.8)

X ≥ 0, Y ≥ 0. (3.1.9)

�
��� H � ��
����� ������ �������� �����	��� �� ������� ���

�����	���
 ������� Y (ω), ������������� � ���	���! E � ������

������������� � �"�
���	! #���
���� ���
����������� ����X0�

$�
�� ��$����� �������	���� ������� Y (ω) ����� �$������ ���$�

�$�������� ����������� ������ �� ��������%�� ���	��� �������

��
���! &���� �������� ������������ ������ X0, ��"�� ������

��
���

{min
Y

(H, Y (ω))|D(ω)Y (ω) = B(ω)− A(ω)X0, Y (ω) ≥ 0}. (3.1.10)

��
��� '(!)!)*+ 
��"�� �$��
��� �������� ����� �� 
�	 ��	�� �

ω ∈ Ω ���
���	 ������ Y (ω), �$������������ ���������� �����

��� '(!)!,+! (�
��� '(!)!-+�'(!)!.+ $�
�� �������� 
��
/������ ��
��

��� ���
��������� � ��� �����������	� � ��
��� '(!)!)*+ � ��
����

����� � /����!

0�
��� � ����
� ������	 
��
/�����
 '��� �/�����
+ ��
��

���
��������� � ��� �����������	 %������$����� ������������ 
�	

������������ � �����������	 � ���������� � ���������	� ��������

�� ��� 
� ����� ����� ��������� ���
������	 �� ����������� �

������	���� ������� �� ����� �� �� 
��
/������ ��
��� ��������

���������� � ��������� ���������� ������� ��
���� �!�! � ����
��

������ ������ ���������! 1�	 �� �� ���$� ������ X $�� ������


��������� �� ������ /����� ���$
�
���� ���$� 
�	 ���
 ω ∈ Ω

����������� ������ Y ≥ 0 ������ ���

D(ω)Y (ω) = B(ω)− A(ω)X. (3.1.11)

��
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������� ��	�
��
�
���� ������ �������� ����������� ����

��������� ����������� � ������ �
����� �
�	�� ���������������� �

� 
����� ��
�!����� �� ���
����
�
���" ���
�� X ���� �����#��

$�� �����������

%� 
� ���!� 
��

K1 = {X : A0X = B0, X ≥ 0}

�&�������� $�� ���������� �������������� � ���!� 
��

K2 = {X : ∀ω ∈ Ω, ∃Y ≥ 0, A(ω)X = B(ω)−D(ω)Y (ω)}

�	����
��� ��������������� �������������� '���� ���!� 
��

K = K1 ∩K2 ��
��
 � ���!� 
��� ��	� 
���( ���
����X ������

�����)� * �����+�, � 
� X ∈ K, ���
�� X ����
�
�����
 $�� ������*

��� ������������ A0X = B0, X ≥ 0 � ����� 
���� ������ �
�����

�
�	� ������� �&
����
 	
������

������� ��	�	� ��������� K ��	�
�� X ���
������� ������

���
�������	��� �
��
����
������ ����	���

���������	
���� -���� K = K1 ∩ K2, �� ���!� 
��

K1 = {X : A0X = B0, X ≥ 0} ��	��
�� .
� $�� ����������

ω ∈ Ω �	����
�� ���!� 
�� K2ω = {X|∃Y (ω) ≥ 0} 
����� �
�

A(ω)X = B(ω)−D(ω)Y (ω), ��
���� ��
��
 � ��	��
��� /
� ����*

���
� �
� K2 ∩ ω ∈ ΩK2ω, ��� 
�  ��� � K = K1 ∩K2 0 ��	��
��

���!� 
��� 	��� ������ ��	��
�( ���!� 
�� 1 ��&�
� 23�45 � 
�*

���
���� �
� 	��  
���"��� ���
��� B(ω) � ��
�������������"

��
���� � 
���" ������ A  
�(� 
��� ���� 
���"���� 	��������*

������� ���!� 
�� K2, � ��� 
�  ��� � ���!� 
�� K ��
��
 �

��	��
��� ������������� ���!� 
�����


������ ���������

��
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��� �����	 
��
������� 	�
��� ���
����������� ����������������

��������� K 	
����

�������� 	���� �������	��� �����
 ������

��
������� 	
��
���

����
� ������ ������� � ����� ������

������� ��� �����
���
��� ��
�
�� ��������� K2.  �� ������
!�

�����!� �������� ������ ����!� ��� 	

�����
�� ��������� ����

	�����K2 �R
n, ���� 
���"

�����!� ��
��
���
� ���������#�� ����

�� ��
����� ��� 
��� ���

"!D 
����m, � 	
��
���� ������ $%�&�'(

����� �!�� �������� ���
�������!� ������)��
��� � ����
��� p

��
�� 
��#� �
� OY = B − AX, ��� O * �����
� �������
� 
�

������ 
����
����
 m, � p * �
��� ���
�
�!� ��
�� � D. � ����

������ 
� ����� ���#�
�� � �
��� +
��

�����!� ��
��
���
�

$%�&�,(�

-���� 	
��	�������� ��� 
��� ���

"! D 
����
�����# m × n


����m 
 	�
�!�m �����"�� $��� ��
��
���
� �������
( �
������

�����
�
�!�

����������	
� ��
��� ��� �����	� ν ∈ Rm 
��

���
�

Y ≥ 0 ����
� ���

DY = ν. (3.2.1)

����� ��
��� ./0'1 �
�� ��
������
��
 ����� �������
�
�� ��

D ��

� �� �����
� �
�
 m+ 1 
�������� ��
� n ≥ m+ 1.

������� ��
��� ./0'1 ��� ��	�� ����� 
�
�
�� �����
���

DY = ν ��
�� �
�������
� ��
 �
!
��
 ��� ∀ν ∈ Rm, ��
�����"

��� ����� 
��

������� �
�������
� ��
 �
!
��
 ���������� 
�"


�
�� ���
���# �����
���$

Dπ = 0 (3.2.2)

����
�� ����� πj > 0 ��� j = 1,m.

��
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���������	
���� ������� �	�
�����DY = ν 
��
�� ����� 	����

���� ����� ��� ����
�� ��� ��	
�� ŷj �= 0 ��� j = 1,m, � ���������

	�
�� ����� ��
��� ��� ��� �����������α(Dπ)+DŶ 
�	�� ��� ���

��
� α, ��� 
��
 α ���������� �������� ������� ����	����������

	������ �������  !�"�#$�

%���
��  !�"�"$� 
���&� 
�
�	�� �	���� �	�
�	��� �� �����������

������	�' ������' ������
�

����� n = m+ 1, ��
�� ����������� ����
�� �	���� 
��
m+1∑
j=1

π̂jDj = 0, ��� ��� ���� πm+1 = 0, �� ����� �������� ��
����

����� ��	
�' m �������
 Dj, ��� �	���
�	���� ����� ��� ���	���

D ����� 	��
 m. �����
�������� πm+1 > 0 ������ �����

−Dm+1 =
m∑
j=1

πjDj, πj =
π̂j

π̂m+1
. (3.2.3)

(����	�
������� ������� �������' �	�
����� ����� ������
���

��� 	������� ���� ��� ����)�������� �� K2 ≡ Rn.


������ ���������

%���
�� ���	��� !�"�# �� ������ ����������� �� � ����'�����

��� ��
�� ����� ������� DY = ν ����� ����	���������� 	������

�	� ����� ν ∈ Rm. *����� ��� ��
� ����� K2 ≡ Rn ����������

�	���
��� ����	���������� 	��	�������� DY = ν �� ��� 
��'

ν ∈ Rm, � ������ ��� ν = B − AX �	� 
��' X ∈ K, � 
+,- ω ∈ Ω.

.���� ν ������ �� 
��
�� �	���
��� 
�� Rm.

/�����  !�#�#$� !�#�0 $ ��)�� ����	�	���	�
��� 
 ��	����' ����

��	�
���� �	���
����
�� 
�� A 1 ���	��� ����
��' ��'����
����

���' �������
� 2 D 1 �������
�
����� ��� ���	��� �
�	����' ��'�

����
������' �������
� ��	������&�' 
����)��� 
�	����� ����

�������� ��
���� 
 ������� ����
��� ( 3��� ������ ����
�� ���	��

�� !�"�# ��)�� ����	�	���	�
��� ������&�� ��	����� 4�� ��
��

��
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����� ��� �	��
 ��
���� ν ∈ Rm ������� ���������� �����������

Y, ����������� ����� �
���
��� ��������������� ������� �������
�

���� ����
 ���������	� �������� � � ��!���
�
��� �� ������
��

�������
����� π, ��� ������� 
��� ��� �����
������ ��� "������

������ ����� �����
����
����� �������
� ������������ ��������

��������� �����������#� ��������� ��
���
 

������� ��	�	���� ����� ���	
 ��
��� �������� ����� ��������

�������� ���	��
��� � 
���������� ���	
 ������� ����������

ZD ≤ H (3.2.4)

	
�� ����������

$�����������
�� ���
����� ������� �� ������� �
�
��
�������

����
���� �����������
���� %&'() $�
��
�������� ���� ������

*+ & &', ��������� � ����� �������� ����������� �������� �� �

�
�
��
����� � ��
 ���������� � ��������� � ������������� �
�
�

��
����
 � ������ *+ & &', � �
��	��� ����
�� *+ - ., 

/���
�� ������� + - - ���	� "�����������
 ����� $�� �����

����� �����#�� �� "����������� �
���
��� ��������������� ����

����
 ��� ���
������ ��
���� ���� �� �������� ���������� � ���

��������� ����� ��!���
�
��� ������� ������ Z ���������� �����

��� 
���������� ��� ����!� �
���
��� ��������������� �������
�

������ ��������� ��������� 
 "��� �������� 
���!����
 i�� ������

���������� ��������� ��� ��� "����������� � ��������
 �������
�

�����	 ���� �� �� 
��� �����#�� �� ��� "����������	 � ��������


�������
�����	 

������� ��	��� %-'+) ���� �����!� D ����� m+ 1 ����	!��

��
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� ���������	
�� ������� ���	�
� ������ ����

−Dm+1 =
m∑
j=1

πjDj, πj > 0; j = 1,m.

����� ��
 ����� ����� ������
���� ������� ���	�
� ������ �����

����
� � ����������� ����� �
��� 
���� ����������
�

m∑
j=1

πjhj + hm+1 ≥ 0, πj > 0, j = 1,m. (3.2.5)

���������	
���� ����������	
�� 
�	
� ������ �
����� �
���

�������� ���������� 
���� �����	
�� � ���� ���!	
�����! " ��! ��#

���� ����	
�� 
�	
� ��"
��Z0 ���� �
���$�
 �	 ���$� ���%�&� ���!#

	
�����! ������� 
���

Z0Di ≤ hj, j = 1,m+ 1. (3.2.6)

'
	(�� ��� πj > 0,

m∑
j=1

πjZ0Dj ≤
m∑
j=1

πjhj; Z0Dm+1 = −
m∑
j=1

Z0πjDj. (3.2.7)

)���� 
���� �����

Z0Dm+1 = −
m∑
j=1

Z0πjDj ≤ hm+1. (3.2.8)

*� �	 ���! ���%�+� � ���%�,� �� ����� 
������-! ���� �
�
 ���%�.��

/�	
�
����	
�� 
�	
� ���%�.� ����
 ��	
�� � 0� ���$ 1��"0�$ ��#

���� �
����� �
��� �������� �� ���������� �� �����	
�� � ����� 
�#

��� �����	
�� � ���� ������� ���!	
�����! " ������ �
����� �
����

��	
�

{Z|ZD ≤ H} = ∅. (3.2.9)

*�  ���!��! ������	���	
� ��"
����D1, . . . , Dm 	 ����
� �
� 	�#

	
���

ZDj = hj, j = 1,m (3.2.10)

��
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����� ����������	� 
������ Z0. � ��
� �		��	����� ������� ����

��

Z0Dm+1 > hm+1. (3.2.11)

�� ��
	��� ��	
��� � �		��	����� ��������� �������� �	
�� ��

Z0Dm+1 = −
m∑
j=1

Z0πjDj = −
m∑
j=1

πjhj > hm+1,

��	 �
	���	
���� ��
	��! �����"��

������� ����	�
��

#�
	��� �����"� ����� $%	�	�����%�� ����
 � ��
��� & � � ��

�
 ��
	� ���� '���( ��&�	
	)����%�� ��	�	*� �	�� �
�!� � �%���

��! �������� �	)� ����
+%� 	� $%��
� � ,��  � 
����& �
	���

�	��������& ��	�	*	� � ,�
(! %	����� ,�� �����	%� *���� %	����

��� ��
� ��
(�� �	
����( �
�*�
( �
� &	
	��	� 
�+��� 
 *	���

���� %	)� ���	
������ �		��	����� �������� � 
 *	�� -��./ �	% � �

�	� ��	  � 
	)���	� ��
	��� 	��������� �
�*�
� ����� ����	 � �
�

�
�� ��� %	)� n > m + 1. 0	 �	)� $�	 ��
	��� *���� �	
(%	 ��	*�

&	������

1 ���	�
�� ����
����
	� ���� $%��� 
��� % ���&$� ��	� � � �

�� ��	& ������%	)	 �
	)
 ���
	� ��� �����2��������� � �	% +��� ��	

	� ��
����� � � ��� ����%
	)	 �
	)
 ���
	� ���� 3�	�������	� %

� � �� ��	
	)	 $� � �������� ��
����� �
���!4 �5

(Z,B − AX) → max, (3.2.12)

ZD ≤ H. (3.2.13)

'���( 
������ � � �� �������� ��4������� � %	����	� �	)� ���

4������� � %	����	 
������ � � �� ����������������� � 	���� 
(���

�� ����� 	*	�& 6��%,�	� 
	� �	�� � !� -��"/� 	*	�� ��� �� �����

��
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���������	� 
���
 Φ. ����� ����������� 
�� Φ(X,A,B) � ���

���	�� �� X. ���������	���� ����� Z(X,A,B) � ��
��� � �������

����������� �������� � !"!#"$ ��� ��	����% � !"!# $ �	� ��������

�����% X,A,B. &���� �	� 	'(�% X1 � X2, �	� ������% )������

��	���� 
��
���� ��	���� ������� � !"!#"$ ����
��� �����*

Z(αX1 + (1− α)X2, A,B)(B − A(αX1 + (1− α)X2)) =

= Z(αX1 + (1− α)X2, A,B)[α(B − AX1) + (1− α)(B − AX2)] ≤
≤ αZ(X1, A,B)(B − AX1) + (1− α)Z(X2, A,B)(B − AX2).

+���� Φ � ��	���� ���������	 ����������������� )�����	����

��� 
���
�� �����Φ � �����	�� �������� �����	��� ����������	��

��� ���(������ �����	�% ������� ���� ������� �����	��! ,


�����	���� ��	����� ���������	� Φ �������� ��� �������������

�� ���% ���������% ��
��% �����	��� ���������K. &�� ����� ���

��
��� �	���'-�� �����������!

������� ��	�
� �����������	
���� 
�	�	
���� �	��
�
����

�
�
�� ����
���������� �����
�����	
��� ������������� � �	�����

�� �
�
��� 	�������� �����
�����	
����

+��	����� ����������� �	���� �������
����� ������� �	� ���

�������� 
��	����% ������� ��.���� ���%)�����% 
���
! �	� ����

��������� ������� ��.���� ���%)������ 
���
� �����(����� ���

��	�
����� ��������� �������� ���������	� � Φ(X) � �������

���� ��	���� ������������������! +�� )��� (���� �������� ���

������� ���������	�� � �����	��� ���������	� F (μ) � ��
��

μ0 ∈ M 	������� ���������	 L, ��	� F (μ) − F (μ0) ≥ (L, μ − μ0)

��� ���% μ ∈ M. +������� ������������ �	���� /"0 1 � /"021!

��
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������� ��	�
� ���������	

E{C − Z∗(A,B,X0)A} =

∫
Ω

{C(ω)− Z∗[A(ω), B(ω), X0]A(ω)}dp


�	
�
�
 ������� � ��	����� ���������	� ������	��
��� ���


�������������� ������ � 
���� X0 ∈ K.

� ������ �	
�� 
�������� ��� ���� ������������� ���� � 
��������

���� A,B ��������� ��
������� ������������ ���� ������ � 
���

���������A,B � ��
�������� ��������� �������� ��  ������ !����

 �� Φ(X) "�����������# $���������������# ��$��� ���$� �� ����

%����� K ��
������� $�!!���� ������&

'�� �����$������ ������# �
����������� 
���� X 
������ "���


� ��� 
���������� ������ CX = E[C − Z∗(A,B,X)A] � ����#���

!���� LX1
= (CX1

, X) = E[C − Z∗(A,B,X)A]X. � ������������

� ������# �	
(� �!���������� ����)�$���� ������� �
�����������

$����������������� 
���� X $��)"��
��# ��$��� ���)�����������


���������������&

������� ��	��� ��	� X∗ � ��
�������������� �	�� �����
���

��� ������� 
� �	
 	��� � X ∈ K ����
 ���
�

LX(X
∗) ≤ LX(X). (3.2.14)

���������	
���� *���� X∗ + �
��������# 
���� � X + $�
��

�����# 
��� $��)"��
��# ��$���� ���$� ����� Φ(X∗) ≤ Φ(X)

E(CX∗+Z∗(A,B,X∗)(B−AX∗)) ≤ E(CX+Z∗(A,B,X)(B−AX));

(3.2.15)

E(Z∗(A,B,X∗)(B − AX∗)) ≤ E(Z∗(A,B,X)(B − AX∗)). (3.2.16)

������� ,(&	&-./ �� ,(&	&-(/ � ��������� ���Z∗(A,B,X∗) + �
���

������# 
��� $��#�������# ��$���� 
������� ��������# ���������

,(&	&-0/&

��
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������� ����	�
��

������ ��	
��� 
���� � 
����� �������� ��
�
�������� ����� ���
�

���  �!�!�"#! $���
� Z∗(A,B,X) % ��&���� ��
�������
� '����� �

'����� ��
�
(
 ����� �������� ����
�
� 
)��
� ��
����
�� 
��'���

&�*�� ��+�)������ ��� �'��&���� ��� ���������
���* X ��*�

�
�
(������* ��
�
	
� �
��� �
(
� ��� �����'
�����, ��*�
�
(����

���� �����)� A � ����
� ���
��B. -�� 
)���� 
�������.� �������

�������� ����'�� �� �'���/��� ���'����� � ���	
��� ��
�
��
�

�������)��� ����'
�! $�������
m∑
i=1

aijZ
∗
i (A,B,X) − cj ���'�����

���	��,�
��, ���������)�� j�(
 ��*�
�
(�����
(
 ��
�
	� � ����

����
� ���������
��,. � �����
�
/����� ��
 ��������� '�����

�����'
�����, ��� �������� �����)� A � �
������.0�� ����
�
�

B � C, � 
)���� ��
����
� �
�������� ��� ������� �
(�� �������

���)�� ��*�
�
(������* ��
�
	
� ��
�'�
����� � ���������
��,.

X. 1��� ����
�X∗ 
��������� 
������,��� �����������,��� ����

���*�����
� '������ �
 ��������� ������� ���	��, ��� ���������

�
���* X∗ ���
�,'
����� ��*�
�
(������* ��
�
	
� ��
�'�
������

�
���������� � 
������,��*  
�����.0�*X∗# 
)����*� �� ���,&�

�������
� ������� ���	���� �
��������
� � 
������,��* 
)����*

��� �.	
(
 ���(
(
 �
������
(
 ����� X.

�+
��������� 	�' �
��'����,���� ��
���� 
 ��
	*
����* � �
�

����
���* ���
���* 
������,�
��� ����� ���*�����
� '����� ��
�

*��������
(
 ��
(������
�����!

������� ��	�
� ����� X∗ � ����	
���� ��
�� ����
����K,

� �
�
��� ������� Φ(X) �
�
	����	������� ����
�� �������
���

��� ����������� ����

� ����
	
���	�
�� � ��	
������� ��
��

X∗. ����� ����
�� �������
���� � ����

 ���	��� ����� ��

� 	
�

��
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����� Z∗(A,B,X∗), �����	 
��

CX∗ = E[C − Z∗(A,B,X∗)A] = 0, (3.2.17)

����� � ��
��� �����	 ����� X∗ � ������� ����������� ����
�

������

��� �������	� 
���
	� ������ ��������
�� ����
� ��������
������

�������������
��

� �������	
 ���
	�	 ����
����
 ����� ����	�����	�� � ������	�

���� ������	 ���������� 
���������� ��
��� ���������	����� ���

�	����� ������

��������� � ������� ��������
� �������� �����

�� �����������	 �	����� �������	��� B(ω). ��	 ��������	 �����


	��� ������� ��
��� 
	�	�
����������

 ���� 
����!� ��������� �	��������	���� �����"�� �
		� ��


D = (I,−I). #�
��� $%�&�'(�$%�&�)( � ����� 
����!	� �������� ����

��	�*	� ����������� 
���������� ��
��� ���������	����� ���	����

�� ������

��������� +�����	 �	����� � �������� ��
��� � 
����


�����	 �������	��� �����	�*�
 �����"�
, ��� �� �	
��������
�

����� ��� � �� �	�	�������
���� �������� *���-� ������� � �����

����� 
��	� ��������� ����� �	���� *���-�� �� �	�	�������
����

H+ $m�
	���� �	����( 
��	� �������� 
�������	����	 ��
	���

�� �� ����	��� ������� ���
��!��� �	 �	���������� � �	���	� ��

����
��. �	���� *���-�� �� �	
��������
����H− $m�
	���� �	��

���( 
��	� �������� �	
������	���� ���"��� ����� �	�
���	����

�	����� ������ �� ���
��!��� /����� ���������� 
���������� ���


��� "��� ����	
����� 
��������	���
� ������
� �� ��	�
	 ��	���

� ��"���� 0&&12� 034&2� 05%%2� 05%52� 05%62� /�� �����	�*	� ����������

�����	�� �	������	 �������������	 �	��������� ������	 ��������

�� ����
��� �	*	��	 ��
��� ����� ��� ���"���	����

��
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����� ����	
� D 	���� �	
 (I,−I), �
� I � m×m������� �
	�

�	���� ����	
�� ������� Y 	 H �������� �� 
�� ����	� ��������

������	� ��
����	
�� I,−I. ��
��� �  ��� �!���� "#�$�%&�"#�$�'&

��	��� �	


(C,X) + E[(H+, Y +) + (H−, Y −)] → min (3.3.1)

��	 ��!��	�(

A0X = B0, (3.3.2)

AX + IY + − IY − = B, (3.3.3)

X ≥ 0, Y + ≥ 0, Y − ≥ 0, (3.3.4)

�
� H+, H−, Y +, Y − � m������� ��������

��
��� �������  ���� 	���� �	


[(H+, Y +) + (H−, Y −)] → min, (3.3.5)

IY + − IY − = B − AX, Y + ≥ 0, Y − ≥ 0 (3.3.6)

	 ��!�
��� �!����	 ��	 !���) �����) ����	 B − AX. *!� ����

��+	����	 ��
��	 "#�#�,&�"#�#�%& ����(�
	�� 	 
���������� �����

H+ +H− ≥ 0. -�
�� ��	����� ��� H+ +H− ≥ 0, 	��!��	� 	� ����

�������	� ���	� ��
��	 "#�#�$&�"#�#�.&� 
!� ������( Φ(X) ≡ −∞
��	 X ∈ K. /���	
��� ��� �  ��	��!�����) 
�����	�	�������)

��
��	 � ��
��� "#�#�$&�"#�#�.& 	�
�
	�������� �����	���	� ��
��

��������������

0�������	� ��
���� 
��)�������� � ��
��� "#�#�,&�"#�#�%&1[
max

m∑
i=1

(bi − (Ai, X))Zi| −H− ≤ Z ≤ H+

]
. (3.3.7)

/��	��!���) �!�� ��
��	 "#�#�2& ��	��� �	
1

Zi((Ai, X), bi) = −h−
i , ��!	 bi − (Ai, X) < 0,

��
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Zi((Ai, X), bi) = h+
i , ���� bi − (Ai, X) > 0,

Zi((Ai, X), bi) � ����	
������ 
���� �� �����
��� [−h−
i , h

+
i ], ����

bi − (Ai, X) = 0.

���� 

���� 
������� �� (Ai, X) �������

ϕi((Ai, X), bi) =

=
{
min(h+

i y
+
i + h−

i y
−
i )
∣∣∣y+i − y−i = bi − (Ai, X); y+i ≥ 0, y−i ≥ 0

}
=

= Zi((Ai, X), bi)(bi − (Ai, X)), i = 1,m,

�� 	���
� ��������������� �
������ � ������ �! 	���
� 
������"�

������#�����"� ���"��$$���
����%

n∑
j=1

cjxj +
m∑
i=1

ϕi(Ai, X) → min (3.3.8)

��� ����
��&

A0X = B0, AX − (Ai, X) = 0, X ≥ 0. (3.3.9)

' ���
�� ����
��"� 
���� �����	���! 
������ B ������!(��

�
�&)������ 	���
� $�*�� �������
��� 
 
���%

min
X,Y

{
(C,X) +

N∑
r=1

PrHY (ωr)

}
, (3.3.10)

"�� X � Y (ωr) ���
���
����� ��*������� �$ �"����
����$+

�����$ �$��� $���� P{B(ω) = B(ωr)} = Pr, r = 1, N⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

AX + DY (ω1) = B(ω1)

AX + DY (ω2) = B(ω2)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

AX + DY (ωN) = B(ωN)

(3.3.11)

X ≥ 0; Y (ωr) ≥ 0, r = 1, N. (3.3.12)

��
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������������	
� ���
������
� �
�
�
 ����� ����

max
{
B(ω1)

T Ẑ1 + B(ω2)
T Ẑ2 + · · ·+ B(ωN)

T ẐN
}

(3.3.13)⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

AT Ẑ1 + AT Ẑ2 + . . . + AT ẐN ≤ C

DT Ẑ1 ≤ P1H

AT Ẑ2 ≤ P2H

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

DT ẐN ≤ PNH

(3.3.14)

���� � �
������ ���������� ���
�������
 �
�
�� �
���
����
��

�������� Zr = Ẑr

Pr
(r = 1, N), �� ������� �
�
��

max
{
P1B(ω1)

T Ẑ1 + P2B(ω2)
T Ẑ2 + · · ·+ PNB(ωN)

T ẐN
}

(3.3.15)⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

P1A
T Ẑ1 + P2A

T Ẑ2 + . . . + PNA
T ẐN ≤ C

DT Ẑ1 ≤ H

AT Ẑ2 ≤ H

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

DT ẐN ≤ H

(3.3.16)

��������
 �
����� �
�
�� ����� !"#����� $" ��������� ��%
�� &��

�
�
�� ������� �
���'����( ��������� ������ �)�
������� �

����� $" � �
������ *�
������	��+ �)�
������
( 
 ��� ���
�����

�
���
����
�� �
� �����
 ,����

-���� ������ B(ω) �
��������� ��������� � �������� ������

��
���
��
 ��� &��� ����
����	�� bi ������
 B(ω) ��)�� �����#

�
�� ��
����� b1i < b2i < · · · < bkii � ������������� p1i , p
2
i , . . . , p

ki
i

��������������� . &��� ����
� ���� �������������� ���������� �

�)�
������
 ��'�� ������ �������� �������#����
��� �
�
�� �

�
�
�� ����
��)� ���)�
������
����

��
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���� �������	
��� ��
���� B(ω) ���������� ������������ ��

�����
� [ui, vi], ����

Ψi(bi) =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
0 ��� bi < ui

bi−ui

vi−ui
��� bi ∈ [ui, vi]

1 ��� bi > vi

(3.3.17)

����������������� �
�������� ����������� ������ ������������� �

�
��������	 ������� 
����������!� ���!�����������	�

" ������ 
����������!� ���!�����������	 ��#�� ������ ������

������������� � � � ���� ������$ 
�!�� ��� 
��������� bi ��
���� B(ω)

������������ �
������%���&��$ ����

Ψi(bi) =

⎧⎨⎩ 0 ��� bi < ui

1− e−λi(bi−ui) ��� bi ∈ [ui,∞)
(3.3.18)

'���������
 ������ �����������
�!� ���!�����������	$ � 
����

��� ��� ��������� 
��������� ��
���� B(ω) ���
� ����������


(��
%�
 ������������	$ ��#�� ���)��#���� ������ 
 ������ 
����

�������!� ���!�����������	� '�	 ���!� ���������� �������& ����

������ �������� ����*������ ������� ���������� ������������

��� ��������� �������

bi =

ki∑
r=1

pri b
r
i ;

ki∑
r=1

pri = 1 (3.3.19)

Ψr
i (b

r
i ) =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
0 ��� bri < uri

bri−ur
i

vri−ur
i

��� bri ∈ [uri , v
r
i ]

1 ��� bri > vri

(3.3.20)

��� �����	
��

 �
�
�
 �	��
�	�������� ����������� �����
������

�
��


'���������	 ������ �����������
�!� ���������!� ���!����������

��	 ��������������	 
�
 �)�)����� �������!� �����	 � ��)��� +,-./

��
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� � �������	
�� ��
� � ������ ������ �
� 
����� ������ �������� ��

����
���

���������� ��
�� !

min
X

Emin
Y

[ϕ(X) + ψ(Y )] (3.4.1)

���  ������

g(X) + h(Y ) ≥ b, (3.4.2)

�
� ϕ(X) " �#����
�� $ 
#��� n1%���
��� ��#���� X, ψ(Y ) "

�#����
�� $ 
#��� n2%���
��� ��#���� Y, g(X) � h(Y ) " ��#����

������
���� m, #����
�
�� #�����& ����'��� �#����
��� $ 
#%

����� ����& ��� ��
���� � b " ���	 �� ���
�� m%���
�� ��#��� �

������
�� ������
���
����E " ����
����� �����������#�� �(�
�%


�� ��
������	
� ������
���
�� ��#���� b. ) ������� �� ��# ' ��%

���
��# ��
��� *��+�,-%*��+�.- 
�����'� ��� ����� /0121 345 4678

�� 9�
��� � :
����� ���
������� ����
�� ��
������	
�X, �����

(
 � � 
���'
�'� #�# '%���� ���������' �� ���
�& ������
 �

���	#� ����� ;���� ����'� 
����&�������# ' ��
�� � ������� ��#%

��� Y �������	
�� �������� 9��	
����� ����(�
�� � 
�� ��
�%

���	�� # 
� &;���
�� ��
��� 
� ��
�� � *��+�,-%*��+�.-� &��� �
���%

���
�� ��� �	���� ��� � ���	 ��� ��
� � ���������� '<�&  ���%

���& � 
�� �����
��#� 
� &;���
�� ��
��� 
� ��#��� ��

9��  
������ ����
����!

γ(b,X) = min
Y

{ϕ(X) + ψ(X)|g(X) + h(Y ) ≥ b}. (3.4.3)

=��
� ��
��� *��+�,- % *��+�.- ������ ��
!

min
X

Eγ(b,X). (3.4.4)

=�# #�# ��
��� *��+�+- ����� ����
���

�� ��
�� � � �������
%

���� X, � 
�� �������	� ��� � <���� �� ��� #��� �
�(�����K ��%

���
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���� ��� ��	 �
����� X ∈ K 
���
����� Y �
���� ��� ������	��
	

g(X) + h(Y ) ≥ b ��� ����� ������� b. �
��� X ����� �
���
��

����
�������

��������� X(Eb) �
� ������� �
�
��

min
X

γ(Eb,X) = min
X,Y

{ϕ(X) + ψ(X)|g(X) + h(Y ) ≥ Eb}. (3.4.5)

 ���� ����� ������ �
�
�� ��	 �
�! b ≤ bmax 
 �������� �

���"

��������

min
X

γ(bmax, X) = min
X

min
Y

{ϕ(X) + ψ(Y )|g(X) + h(X) ≥ bmax}.
(3.4.6)

#
�
�� $%�&�'(� $%�&�)( 	��	��
	 ��
��!

����
���� �� �
�� *���"

+�� g(X) � h(X) 	��	��
	 ���������� ��� ����� ���� ������ 


�
�������
���� �
�����  ��
"�
����
 ,-').�

#
�
�
 $%�&�/("$%�&�-( ����� ���� �����
 ����
���
������ �

�

�����"�������� 
���
�� ����
 ψ(Y ) � h(Y ) 	��	��
	 �������"

�� *���+�	��� 
 ������ b ����� �������� ��
������� �

�������"

��� πi, i = 1, l. 0 1��� 
���
� ����� ���
�� ������� Y i, i = 1, l,

�
���� �� ������! ����� �� �� �
������
��� ��� � Y. ����
 �
�
"

�
 $%�&�/("$%�&�-( ����!���� � ������������
���� �
�
�� 
 n1 + ln2

������
����� � m× l ���
������	��

min
X,Y i

{
ϕ(X) +

l∑
i=1

πiψ(Y
i)
∣∣∣g(X) + h(Y i) ≥ bi, i = 1, l

}
.

2�	 �
��������� �
� ���������
	 �


������� ��������� ������"

�
�� �
���� ,-34.� 5�
�� ����� 
�������� �
�
�� �
�
�������
��"

�� ����������� �����
������
��	6

min
Z

θ(Z, a) (3.4.7)

��� �
�����

f(Z, a) ≥ 0, (3.4.8)

���
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��� θ � ����	
��	 �
����	 �� �����
�� Z � a, f � �����
��	

�
����	 �� Z � a.

����� ������ ��������� �	��
��

α(a) ≡ min
Z

{θ(Z, a)|f(Z, a) ≥ 0}

����
��� ���	���� � �
��
������ �� a ��� 	������� ��� θ 
���

���	���� � �
��
������ �	��
�� �� [Z, a], � ������ ������
���

�	��
�� f ����
��� ����	��� � �
��
������ �	��
�
� �� [Z, a].

����� ����	 ��
�
��
���� ����� ����� �
�������	 � 
����� ��� !

���������"�� ��
#$�����% &���'� ���#����'������ ������%���� �
�(

�
����
�����	�

����� ����	� �	��� ϕ : Rn → R � ψ : Rm → R � ���	���


�	��
��� �	��� g � h �
������	��
��� g : Rn → Rk �

h : Rm → Rk, ������
��� ������� ���� ��� �
!
���
����� ���

��	���� �	��
����� "��� �	��
��ϕ, ψ, g � h ������� � ������

���
���
 #���
��� �� ����
���


Bb = {(X, Y )|g(X) + h(Y ) ≥ b},

����� α(b) = inf
(X,Y )∈Bb

[ϕ(X)+ψ(Y )] � 
��� �
!
���
���� ���	��

��� � �
��
������ �	��
�� �� W, ��


W = {b|b ∈ Rk, b < bSI},

bSI = sup
X∈Rn

inf
j=1,k

gj(X) + sup
Y ∈Rm

inf
j=1,k

hj(Y ).

)� ������ ��*��
��������# 
���
+����% ��+�� ����&��" ���(

�
,�
, ���
��
�


������ ������ ��������� �	��
��

α(b) ≡ min
X

γ(b,X) = min
X

min
Y

{ϕ(X) + ψ(Y )|g(X) + h(Y ) ≥ b}
(3.4.9)

���
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�������� ���	
��� 
 ��	���
�
�������� �	�
�
�� �� b ��
 	����

�

� ��� ϕ(X) 
 ψ(Y ) �������� ����	���
 �	�
�
��
 ���
� ���

�	�������

��������� 	
�
�
�
������� �	�
�
� α(b) ≡ minX γ(b,X), �����

�������� ��� �!"� �������� ����������� �	�
�
�� �� b ��
 	����

�

��� ψ(Y ) 
 h(Y ) �������� ���	
���
 
 �����������
 �	�
�
�

��
 ���
� ���	�������

��� �������	� ��
��
������ � ��	�����	�� ������
 ������

�
�� ��	���	�	�� ���������	�� 	���������	� �
��
�����

���
 		 �� ���!�"���� ��
����� ��������	� �������� 
������ �#��$

��!	���� �
��
����� ���
 		 γ(b,X) �� ������	�
� X.


������ 	
�
�
 #	�
�
�

γ(b,X) = min{ϕ(X) + ψ(Y )|g(X) + h(Y ) ≥ b}

���$ ���	
��� �	�
�
� �� ���	��
���X ��� ��%��� �

�
���

������� b ��
 	����

� ��� ϕ 
 ψ �������� ���	
���
 �	�
�
�

��
 
 
��������� g 
 h �������� ����	���
 �	�
�
��
 ���
�

���	�������

%�
����������� ��������������� ����� �������������	� �#����$

!��	� 	 ��	����� ����� ����� 	 ������� ������

��������� 	
�
�
 #	�
�
� Eγ(b,X) �������� ���	
��� �	�
�

�
�� �� ���	��
��� X ��
 ��������

 	����
� ������� �� �&�

&�	������
� �#�	� ���������
 ��������� �
����� ��
����
� ���$

���
� ����	� ���'�	� 	 �	��	� (���	 
 ��� ����!	 )�����*$)����+*�

������ ����!� ,-./0 .12 3445 �� 6�����
���� 
������ ���	!�����

�� ��������
	 ����!	 �� %�� 	(� ���� !�� � ��!��� ��#��������

����	�� 	� ���!�"��(� ��
���� b, � ����� �������� ����!� �����$

'���	!��
�(� ���(����	�����	�� ���������� �� 7��" ����	�� 		 b,

���
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���� ������

Emin
X

γ(b,X) = Emin
X

min
Y

{ϕ(X)+ψ(Y )|g(X)+h(Y ) ≥ b}. (3.4.10)

������� ��	��� ����� X(Eb) ����	
� ��
��
 minX γ(Eb,X).

����� ����� 	�����	�����

Eγ(b,X(Eb)) ≥ min
X

Eγ(b,X) ≥ Emin
X

γ(b,X) ≥ min
X

γ(Eb,X).

��
 ���� ������ 
�� �����
	��� 	�����	���� ���
�����������

��� ϕ(X) 
 ψ(Y ) �������� ��������
 
 	�������	��
 ��	��
�

��
� � �����	�	�� g(X) 
 h(Y ) �������� ���	����
 
 	�����

���	��
 ��	��
��
 ���
 ������������!
 ������	���"

���������	
���� ��	
�� �� 
�	�
�
��
 ���
��
�� ����

minX Eγ(b,X) 
� �	�
������� �
���
�� ��
���� Eγ(b,X), 
�����

��

��� 
 
�����	�� ����� X = X(Eb). ��� 
��	��� 
�	�
�
��
�

������ ���� X � 	���
��� ����	�� ��
�����	��� Eγ(b,X)� � ����

X(b) � 	���
��� ��
�����	� !�� γ(b,X)"

min
X

Eγ(b,X) = Eγ(b,X).

Emin
X

γ(b,X) = Eγ(b,X(b)).

#�� ��� ��� ��$���� b 
����
����� 
�	�
�
��
�

γ(b,X) ≥ γ(b,X(b)),

�� �� �
����
�� ��������������� �$���
��

Eγ(b,X) ≥ Eγ(b,X(b)) ��� min
X

Eγ(b,X) ≥ Emin
X

γ(b,X).

��� ���������%��
� �	��%��� 
�	�
�
��
� ������� �	���
��% 
�	��


�
��
� &�
��
�� ����	�� ����
�
��
���� ��� ��� 
������� 
��	��

	�

�� ��
���� G, ��
���!�� �� ������
��� 
����	� X 
����
��

���� EG(X) ≥ G(EX). ������%�� 
 ����
����
�� � ���	���� '�(�)

���
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� ���������� 	
�
� minX γ(b,X) �������� ���	
��� 
 �����������

�	�
�
�� �� b, ��� �������������� �����������

EminX γ(b,X) ≥ minX γ(Eb,X), ��� 
 ��
������� ������	 ������

������� ����	�
��

������ �������
�� ���� ������� �������� ��� ��� ����� ����

������
�� ������� �	�
�
� � �������  ����!"# ����$" 
  ����!%" ��
#

&�
����	' ����
	 ��
�	� ��(�� ��
�������	' ���������
���
	'

�����	� 
����� �����	  ����)"� *��
 ��
��� b 
���� 
������� ������#

�����
�� ����� ���	�
�� ��
����	' ��
&�
����	' �����'' +��#

�
�	 �����
  ����!"# ����$" 
 ��� ����� ��� �����
  ����!%"� ��(��

��
�������	' ������
�
������	' �����	  ����,"�

������� ��	�	� ���� ������	
� ��
��� b ����� 
�	��	�� ����

�������	��� ���� −∞ < bmin ≤ b ≤ bmax < ∞, �� �
���	�����

����	���	��

min
X

γ(bmax, X) ≥ min
X

Eγ(b,X).

����	�
����
��� -� ���������
' 
����.

min
X

γ(bmax, X) = min
X

min
Y

{ϕ(X) + ψ(Y )|g(X) + h(Y ) ≥ bmax},

min
X

γ(b,X) = min
X

min
Y

{ϕ(X) + ψ(Y )|g(X) + h(Y ) ≥ b}.
/�� �

�
�������� X 
 b, 
����� ������
� Y, 
������ 	�����#

������� g(X)+h(Y ) ≥ bmax, ��
�� 	������������ g(X)+h(Y ) ≥ b.

0��'�� ����	��� ��� 
 γ(bmax, X) ≥ γ(b,X), � ��
��

γ(bmax, X) ≥ Eγ(b,X). 1������������� �����������

min
X

γ(bmax, X) ≥ min
X

Eγ(b,X).

������� ����	�
��

1���	'2�� ������� �&�����
���� �
��'' +���
�	 ��� ������
�

������� �	�
�

 � ������  ����!"# ����$"�

���
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������� ��	�
� ���� ϕ � ψ �������� �	
���	
�� � ��

�����

�	 g � h � ������	
� �������
� � Eγ(b,X) �������������
�

� ����� X = X(Eb), �
��� 
���� �����������

min
X

Eγ(b,X) ≥ Eγ(b,X(Eb)) + [X −X(Eb)]T∇Eγ(b,X(Eb)),

��� X(E)b � X � �������� �����	� 
���
������� γ(Eb,X) �

Eγ(b,X) ��������������� � ∇ � ���� �������������� �����	�

��������������	� �
��������
(

∂
∂x1

, ∂
∂x2

, . . . , ∂
∂xn

)
.

���������	
��� �
������
� 
 �
��������� 
���
���� ������ ���

��� 
��� 
������ X ������ ������� ������ � ������ �
���� �� 


�� ��
����
���! �� "�� ���
��� �
��
������� �
������
��� ����
�


���	�� ��#��! ��#��X = X(Eb) ��� ∇Eγ(b,X(Eb)) = 0, ������ 
�� 

���� ��� ���
�� ����� � ����$�! ��� Eγ(b,X(Eb)) = minX Eγ(b,X).

% 
�&��� '�()* �
��
������ ���
�����	�+� �
���
 ����"������

������ �����,� �������! �� ����
�� �
����+� 
����	���+ �
�������+�

�+��! ��
����� ������
-��.�
�� % 
�&��� '�/$* ��
�0�
����
��� 

�+ ������
+� ����
-����� �� 
�&��+ '�()*! � ��
���
�� ���
���

������ 1�

���
���.�
� 0���������	�+� �
�
�
��
��� � �����+�� 

.�
� �� �������� ��
���� #
���� 0������� 2&�&3�.�
� �
�����!

�� ����
+� ����
���+� 
����	���+ ��� 
����
����
��#� �������#�

� ���������#� �
�#
����
������ ������.�
� ��� ��
��+� 
������

% 
�&��� '�4/* �

������
� 
����.3�� �������

5���� �����
 Y ∈ Rn, ����
+� ��
�������

min
Y

(
S(Y ) +

m∑
i=1

αipi(Y )

)
(3.4.11)

�
� �
����� fi(Y ) ≤ gi, i = 1,m, #�� S(Y ) 6 ������
�� 0��� 

��� ���
��! pi(Y ) 6 ��
�����
�	 ���+�������� i #� �
����� 
�
���+

�#
��������! 7 αi 6 
������+� 
 "��� ���
��+� 5��+�������� �
�� 

��� fi(Y ) ≤ gi 
�

���
�����
� ��� 
�������� 
�&+��� Gi, �
����

���
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����������	 �
����
���� �
����� �������Gi �
����� ��
	�� �� Y.

�
�
�� �������� ����� �
���
�	 � ������  �����

!
��� ������ Y ∈ Rn, ������� ����
�
���

min
Y

(
S(Y ) +

m∑
i=1

αipi(Y )

)
(3.4.12)

��� ��
���� fi(Y ) + Δi ≤ gi, i = 1,m, ��� pi(Y ) " ����������	

������
����� i#�� ���
�������$ αi " �����������%&�� �
��
��$ 


Δi " �
��
���� ��
����� � �
���
�� �
������
���� Fi(ξ),

i = 1,m. ' 
������� �
��
� �
�
�� ������(� ����� ��)��	 �
� ����#

��% ���*+�
���% �
�
��� ,
� ��
�������� �
��
� � �
���� -�./0

���
�
�� �
� �������� ������(� � �
�
�� ������������
����� ��#

���
��� �����
������
���� 1 ����
����� �
���%&�% ��������

������� ��	�
������ S(Y ), f1(Y ), . . . , fm(Y ) � ��	�
��� 
��
�

��� � 
����� 
��
��� Fj(ξ) ������� �� ��
������ �����
� [aj, bj],

���������� ����� ξ∗j , 	����� ξ∗j = gj − fj(Y
∗), � Y ∗ � �	�������

��� ������� � ������ �� ! "#$ %���� ��� ���� ���&� ������ �� ! "#$

�������� '
����������( �( ������( ��	�
���� 	���������������)

���������� ������ ��	����������� 	��������� u1, u2, . . . , um, ��


������ �������� �������⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
uj ≤ 1− Fj(aj)

uj ≥ 1− Fj(bj)

uj ≥ pj(Y ), j = 1,m

(3.4.13)

��� pi(Y ) = 1 − Fj(rj(Y )), rj(Y ) = gj − fj(Y ). *������ 
��
���

������ ����� ���+

S(Y ) +
m∑
i=1

αiui, (3.4.14)

� �	��������( ��
��� u∗ = (p1(Y
∗), . . . , pm(Y ∗)).

2�� �
�
�� � m + l ������������ ����� ��)��	 �����
�� ��#

���
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������� ������		
�����

� ��������� �� �����
� �����	� ������


�����

 �������� �������
 ���
�
 ���
	������� �����

 Y ∗.  !"

���� ����
���� ���!����
 
�"�� #����$��%�
& ��!�'
� ���� ��
 ��"

��(�!� '���� ��������� ����
�� � ������������Rn �������
m∑
i=1

αipi

��'
���� ������ ���������� 
�"�� ����
'��

 ����
�����
 ����"

������

 i"�� �����

�

) ������ *�+,- ��
��!
��
 ��
	�� �����
'������ ��
��� �����

�

��
'�	 '
��� ����	����( ����
'
�����
�

) ������( *./-"*.0- ����1����
 	�!��
 !��(2�����( ��!�' ���(�"

��
'������ ������		
�����

 ���
	 ������	� '�� � �
( ����!���"

���
 ��!�'
 ���(���
'������ ���
	������� ��������

 ����!��
�	

!
��	
'���
( �
���	� 3���	���
�����
 �
���	�� ������
�	�� ��"

��!��
� ������( ��
�������
 �����������	
 !
�������
�����"

	
 �������

	
� 4�'������ �����
�
� �
���	�� ����� �� !�
$��

�

������5 �����
���� 
 �����
'��

 �� ������� ����!
���� ���
�
�

�� ���'�5��( ����	������ 6��!���
������� �����
� �� ��������



�
���	�5 ��
�
	����
 !� �����!��

 ����
���
5 ���'�5��( ����"

	����� �����
5 ��!�'
� 4��
��
 � �����
'��

( ��!�'
� ��
��
"

�1
��
 ����� ������ ���!���
�������� �����

� ��	����
�����


�������

	
� 7�
 ���
	������� ������ �������

 ��
 ��$!�5 ��"

��
���

 ���'�5��( ����	����� �����
5 ��������
 ���
�� �����

��!�'� ���
	������� ��������

 8 ��!�'� ������� 2����� 9���	�"

�
'����� �$
!��
� ���'��
5 �
$��5 ����
 �������� �����
�����

��!�'
 ������� 2����� ��� 
 � �����
'����5 !��(2�����5 ��!�'� ���"

(���
'������ ������		
�����

� ����!��
�� ����� �� �������
�


 �(�!
� ��������5 '����� � ������5 �����
���� �������'��	����5

!��(2�����5 ��!�'
�

���
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��� �����	 
����
� ����������� �����
 �������
������� �
��
���

�

����
�

������ ��	
��
���� �
�
�� ���

���������� �����
������
��� �


��
�� ����������� �����
���������� ��
�
 �
�������� ��������

�����
����� �����
����
����
�
�
�� ���	����� �����
������
�

���� ���
�� ��
��������� ������ ������� �
�
� ���	����� ����

��
������
���� �
� ��
����� ����������� ��� ������� ��	
��
��

��
 �
�
� ���

���������� �����
������
���� ��������	 �����
�

 	����� � ���!����� ���	�����
 ������" �
�
�� � �#$�� ��	�
�

�
�
�� ������� ������ �������� ������� �
��������� � �
�����

$�� �
������ �������	�� ����� ������� ���#������� �����
�����

��" ������������
���" �
�
�� � ��������� ��������� �����
���

������" ��
� � ���	���� ���#��!����� ������ ������� ��
����"

�
�
��� % �
����
 ��	�
�
 	�
���� ������ ��	
��
��	� �
�
�	 � ���

��"��" ��� �	����������"��" �
�
��� ������������ � ���
 ��	�
�


��� ���#
�������� ���#��
�� � ��!�����	�$�� ��	������� �����

�
� ��������

% �
#��

 &'(()�&'(*) ������	���� ����� �#�#$����
 ���

������

���
 ��
�������� ��������$�" �� ��
���
���� ��	�
"��
 �
�
����

��� 	�����" �
�
�� ��������
������ 	������� �����
����" ��
�

������� ��
�
� +���	� &'(()� �
�������� �	$����� �����
 �#�#$���

��
 ���

��������
 ��
��������

,	��� �
�
��-

'. ������
 ����"��
 ���
������ ���


AX +DY ≥ B(ω), (3.5.1)

X ≥ 0, Y ≥ 0, (3.5.2)

��� A / �
����
 m × n1, D / �
����
 m × n2, X, Y / �����

���
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���������� n1� � n2�	�
��� �����

� B(ω) � m�	�
���� ����
����

�����
 � 

��
��������	 dP (ω) � ��

�������� �����
�����

�� ��� �������� ��
	��

L1(X) = (C1, X); L2(X) = (C2, Y ),

��� C1 � n1�	�
���� 
 C2 � n2�	�
��� �����
�

�����
��	 ��
�� Φ(X,B(ω)) ��
�����

min(C2, Y ) (3.5.3)

�
� ������ !

DY ≥ B(ω)− AX, (3.5.4)

Y ≥ 0. (3.5.5)

"���	 ����
�#� ��� �� �$����X ≥ 0 � B(ω) ��%������� 
�&����

�
�
�� '(�)�(��'(�)�)�� *���# E(X) =
∫
Φ(X,B(ω))dP (ω). +
������ 

�
���

min
X≥0

F (X) = min
X≥0

[(C1, X) + E(X)]. (3.5.6)

,���-� F (X) ������
 � �� �� �� �
���#�� ���
�
�����

�����
��-�
��	
 � .
���	 ��

/���� �� ����
����� ��
	
��

���
��� ����
��������� � ���� {X : F (X) ≤ F (X0)} � ������
��

����� X0. 0
��	��
�	 �����������$ �
�
�� � �
�
�� ���
��� 1�
�


'(�)�(��'(�)�)��

.
���

G(X,B(ω)) = max[(λ,B(ω))− (X,A∗λ)] (3.5.7)

�
� ��

������ !

D∗λ ≤ C2, (3.5.8)

λ ≥ 0. (3.5.9)

���
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�� ������� 	
����
�

���� ���	���

G(X,B(ω)) = Φ(X,B(ω)). (3.5.10)

��
���� G(X,B(ω)) � 
������� �� X. ����� λ(X,B(ω)) � ����

��� 
 ������� 	���������� �������� 
 �� ! "# $�	�� ������� �%�

����� R, 
��������& ����
���
���� �� ! '#��� ! (#� ����
���

���

���	� λ(X,B(ω)) ��)
� 
�%����� ��
��	�&*�� � �	
�� �� 
���

+�
 R. , ������ 
��	
��
��
���� ��+�
�� ��	��� �� ! "#��� ! (#

λ(X,B(ω)) ��)
� 
�%������ 
�������� ���	�&*�� �%�����- �����


������� ����

� 
��+�
� R � %�	�� 
�%����� λ(X,B(ω)) ��

��


��+�
� � 
����
�+�� 
������ �� 
��+�
� �
��&*�.�� ��+�
���

/��� ��	��� ��� ����� ����	���
��λ(X,B(ω)) %�	�� ���	���
����

�����
��������

�& 
������0�
���& �� X � B(ω), G(X,B(ω)) �

�����
����
��
�& 0�
���& �� X, ��������& �� ����

1�%����2��������� dP (ω). 3�0�������� 
�������& ����� X = X0.

4��	� ����
�	��
� ����
�+�
��-

G(X,B(ω)) ≥ [(λ(X0, B(ω)), B(ω))− (X,A∗λ(X0, B(ω)))],

G(X0, B(ω)) = [(λ(X0, B(ω)), B(ω))− (X0, A∗λ(X0, B(ω)))].

5��&	� ���	���

E(X) ≥
∫

(λ(X0, B(ω)), B(ω))dP (ω)−
∫

(X,A∗λ(X0, B(ω)))dP (ω),

E(X) =

∫
(λ(X0, B(ω)), B(ω))dP (ω)−

∫
(X0, A∗λ(X0, B(ω)))dP (ω),

E(X)− E(X0) ≥ −
∫

(X −X0, A∗λ(X0, B(ω)))dP (ω). (3.5.11)

, ����
����
�� � 
���
�
��
�� �� ! 66# �������������� �)�	�
��

������
��� 
������ C1−A∗λ(X0, B(ω)) � �
������ ������� 
�����

��� 

����

�� 
������ ����
�� �������������� � ����

{X : F (X) ≤ F (X0)}.
���
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����� ������	 
���
����� ����������� 
����
����
���� ��������

�� ������� F (X) 

����
� � 
���
����� ���������
 ��� �!!"	 ���

#�� ��
�
���� dP (ω) #��
���� � ��$���� #����������
��% ������

����%���� #����������
����� & ��
���� 
�����	 ����� B(ω) #���

������ �������� ��
�� �������%	 #������� ��������	 �#�
����%


 '!��(� )����� ��$���� #����������
��% ������ 
���
��� ���*�

$�� ������
��� +���� ����	 
����� B(ω) ��
�� #�������
� #����


����%��� �
#�����% � ��
#��������� dP (ω) �#����� �� ��
�
����

,�-���� 
 ����� 
����� #���������
� �������� 
����%���� #��
��


��������� 
����

,�
�* �� s�� $��� #������� �������� Xs. ����� (s + 1)�% $��

�#�
�
���
� 
�������� �������.

�" 
������� 
����%��� ����������B(ω)(s) 
 
���
��
�
�� 
 dP (ω)/

�" ������� λ(X(s), B(ω)(s)), ��$�� ������ ��� �0" � ��� �1" #��

X = X(s), B(ω) = B(ω)(s);


" �������

X(s+1) = max{0, X(s) + ρs[C
1 − A∗λ(X(s), B(ω)(s))]}, (3.5.12)

��� ρs 2 
������� $���� 3
�4���� �����X(s) #�� -��� #���
���

��� 
 
����%��� ��#��
�����	 ����������
��� �4������ ��������


�
#����� 
 ��#��
������ ����������� ������������ 
#�
���

5����
�* ������ ���������� 
����
����
��� ���������
 ������

����
� 
 
���������

,�
�* �������
� ����������
��* 
�#����� 
��� �������

F (X) = F (X1, . . . , Xn). 6�

�����
���
� �������
��% #����



X(s+1) = X(s) + ρsξ
(s), s = 0, 1, . . . , (3.5.13)

��� X(0) 2 #����
��*��� �����	 ρs 2 
������� $���	 ξ(s) 2 
���

���
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������ �����	
���� ��
��� ���

E{ξ(s)/X(1), X(2), . . . , X(s)} = FX(X
(s)), (3.5.14)

��� FX ���	
��	����� ����	����	�

F (Y )− F (X) ≥ (FX(X), Y −X). (3.5.15)

����� minF (X) = F (X∗) > −∞. ��� ����������� ��������

�������� ��� ���
� X∗ ������	������

������� ��	�
� �����

ρs > 0,
∞∑
s=1

ρs = ∞,

∞∑
s=1

ρ2s < ∞; (I)

E(‖ξ(s)‖2/X(1), . . . , X(s)) ≤ C < ∞. (II)

���	
 lim ‖X∗ −X(s)‖ = 0, s → ∞, � ��
��������� ��

��
�����
���	� ����� ��	�������� ���	����� 	 ������ � !"#� ��$


����� ��� �
� ���%���� &!�'� () ��
�	�� ������* !�'� 	*��
��$

+���� �����	���
���� �� ������
������ �� �������������� ��
����

R, 	*��
����� ����	����	��� &!�'�,)$&!�'�-) �
����� ��������������

����* �
�������� 	�
���� C1 −A∗λ(X,B(ω)). .�
�� �������� �
�

�/�������� ���%���� &!�'� () ���������� ��
�
� ��
�	��

ρs > 0,
∞∑
s=1

ρs = ∞,
∞∑
s=1

ρ2s < ∞.

0�*�� �
�	���� �������	�*� ���%��� ��������*/ ���/������$

�
�/ ���������	� ����������+��� 	*��

�+ 	��� 1��
%�+F (X)

	*��

�� �������	� K ����� �*�� �������	
�� �
���+��� ����$

��2�����

X(s+1) = W (X(s) − ρsνsξ
(s)), s = 0, 1, . . . , (3.5.16)

��� X(0) 3 �����	�
��*� n$����*� 	�
���� ������
������ ���$

����	� K 3 ����
���� ���
� ���%����4 ρs 3 	�
����� 2��� ��

���
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s�� ��������	 νs 
 ���
������� 
��������	 ξ(s) 
 ���������

������� �������� 
���
��������� �������� �������� ������������

X(0), . . . , X(s) ������� ������� �� ����������� ��������� FX �����

��� F (X) � ����� X(s);

E(ξ(s)/X(0), . . . , X(s)) = asFX(X
(s)) +m(s), (3.5.17)

����� as 
 ��������� �����	 m(s) 
 n�
����� ������	 W 
 ����

����� ������������� �� 
�������� K, ������ ��� W (X) ∈ K �

‖X −W (X)‖2 ≤ ‖Y −X‖2 �� ������ Y ∈ K. !������� ��������

������ � ����
 ������
� Y = W (X) ��������� �� ����� ��"����

��������� ������ ��������� ������

������� � ������������

������� ��������

inf
Y ∈K

‖X − Y ‖2. (3.5.18)

# ��������$ ������$ ����� $ ���  ���
 ������� 
��������K

���������� ��������� ������������� W (X) �� ��������������

����������� X(s+1) 
���� ���� ����������� ��������% &�����


��������� ����$ �������'

�( ���� K = {X|X ≥ 0}, ��"���� ������ )*%+%,-( �
��� ���

Y ∗ = W (X) = max{0, X}� � ������� )*%+%,.( ����������� 

X(s+1) = max{0, X(s) − ρsνsξ
(s)}; (3.5.19)

�( ���� K = {X|aj ≤ Xj ≤ bj}, ����������� ������� )*%+%,.(


���� ����������� � ����

X
(s+1)
j =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
aj, X

(s)
j − ρsνsξ

(s)
j ≤ aj

X
(s)
j − ρsνsξ

(s)
j , aj < X

(s)
j − ρsνsξ

(s)
j < bj

bj, X
(s)
j − ρsνsξ

(s)
j ≥ bj

(3.5.20)

�( ���� K = {X|DX = g} = {X|(d(i), X) = gi, i = 1,m}, ���
������� d(1), . . . , d(m) 
 ������� ��������
�� ������ 
������ D,

���
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����� ����	

 ��
�
��� �������	� ���

X(s+1) = W (X(s) − ρsνsξ
(s)) = X(s) − ρsνsξ

(s) −
m∑
i=1

λid
i, (3.5.21)

��	 λi � ������	�� ���������

�� 	
�� K = {X|g(X) ≤ 0}, ��	 g(X) � �������� ����	�	����� 

	��� �������! ����� "���#� ��#�
�	��� ��	������ ���	����������

��		� �	$	��	

Y = W (X) =

⎧⎨⎩ X, g(X) ≤ 0,

X̃, g(X) > 0
(3.5.22)

� X̃ ��#�
��	�
� �" �
����% X̃ = X − λdgX̃
dX ; λ ≥ 0, g(X̃) = 0, �

��	�������% ����	

 ��
�
��� �������	� ���

X(s+1) =

⎧⎨⎩ X(s) − ρsνsξ
(s), 	
�� g(X(s) − ρsνsξ

(s)) ≤ 0,

X̃, 	
�� g(X(s) − ρsνsξ
(s)) > 0

(3.5.23)

� X̃ ��#�
��	�
� �" �
����% X (s) − ρsνsξ
(s) = X̃ + λdg(X̃)

dX ;

λ ≥ 0; g(X̃) = 0;

�� 	
�� K � �������% ������������ K = {X|DX ≤ d} ��#�
 

�	��	 ��	������ ���	���������� 
�����
� � �	$	��& "���#� ���� 

����#���� ����������������

‖X − Y ‖2 → min, DY ≤ d (3.5.24)

��	�������% ����	

 ��
�
��� ��	�������	� �� ������ $��	 �	 

$	��� "���#� ��������#���� ����������������

X(s+1) = min
DY≤d

‖X(s) − ρsνsξ
(s) − Y ‖2. (3.5.25)

'�

������ 
�	����(��% �	��� �	$	��� "���# ��������� ��� 

�������������! �#�����&)�% �
�*	���
�� 
�������� �	�	����� 

��������� +������	���! ���,+�����% "���#� 
��,�
��#	
���� ���	% 

���
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���� �����������	���
� �
��� ����� �����


ψ → min (3.5.26)

��� 
���	�
�

E(CX + Z∗(A,B,X0)(B − AX)) ≤ ψ, (3.5.27)

X ∈ K, (3.5.28)

��� K � 	��
���� ������������ �������	�� ��������� ����� ���

���� ����� K2 = Rn ��� ����� ������� A �����������	����
� � ���

��
��
�� ���� �������	� K ������ 	 
	��� 	���� ������ � �!�"#$�

� �!�"%$ �������	�
�� ��&�' �����
 ����'���� �����������	���
�

������
 ����� &��� ��(��� ������������� ��������� � �&)��

��
��� �������	� K � 	��
���� � �����
)�' ����� ����� &���

�������� ��(� ��
 ������	������ ������� ������� �
���K � �����

�������� �������	� �X(1) � ��(���� ������ � �!�"#$�� �!�"%$� �����

�� 	����' �������� ��(����
 ����
*)�
 ������

ψ → min,

E[CX + Z∗(A,B,X0)(B − AX)] ≤ ψ,

E[CX + Z∗(A,B,X(1))(B − AX)] ≤ ψ.

+� k�' �������� ��(����
 ������

ψ → min,

E[CX + Z∗(A,B,X(i))(B − AX)] ≤ ψ, i = 0, k − 1, X ∈ K,

���X(i) � ����������' ���� �� i�' ��������� � ��&��� ,- #. �����

����� ��� lim
k→∞

F (Xk) = min
X∈K

F (X), ��� /��� lim
k→∞

Xk �� �&
��������


	�
���
 ����������� ������ �������' �������

0����� �&������
 � ������� ��(���
 ��������� ������� ��
���	

������ 	 �	
�/�����' �������	��� 1��������� ����
* �	
�/����
*

���
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������ ���	���
�����
� ���
����
�����
� �� ��������� ��������

�
���
���
� B �
�� ������� � �������� ����� ������ �����
�  ����

�����!� � �����"� �����#
��$ ���� ����������� �����
�H+ +H− ≥ 0.

%����� ��� ������ &���'
� �����������
� �������

B = (b1, . . . , bm)
T .

����������� 	
�
�
 ������� F 1 = {F (β) = F (β1, . . . , β2)};
Fi(βi) = F (−∞, . . . , βi, . . . ,∞) �	� 	
��
� i = 1,m ����	��������

�	���
��� ��	������

�� Fi(βi) = 0

(
1

βi

)
��� βi → −∞ �	� lim

βi→−∞
βiFi(βi) = 0,

1− Fi(βi) = 0

(
1

βi

)
��� βi → ∞ �	� lim

βi→∞
βi(1− Fi(βi)) = 0,

(� � 	
��� �������� �������	� Fi(βi) ����� �� ��	�� ��� ������

��� ���	� ����� �������� ��	���� �� ������	�
��� ��	���� ������

�������� Fi(βi) �	� 	
��
� i = 1,m. ������ ��	���� (� ���������

���� ����� ����! ����
�������! �� ������ ����
��	 "������

#��	!�!��� �� ���� dFi(βi), ��	� �������
��	!��� ���� ����

�����������

����������� 	
�


$	��� F 0 = {F (β)}, ����	������
��% �	��
��
��� ��	������

�� F (β) ∈ F 1 (� �	� 	
��
� i ��������
� ���	� y0i , y
1
i , �����&

��� Fi(y
0
i ) = 0;Fi(y

1
i ) = 1. '�	� F (β) ∈ F 1 � ������ ���������

��� χ = (χ1, . . . , χm)
T = ((A1X), . . . , (AmX))T , �� �� �������!

���������� �	�
����� (H+, EB), � (��� ������	� ����� ������

)*�*�+,�)*�*�-, ���������� � ����

ϕ(X,χ) → min, (3.5.29)

AX − χ = 0, X ≥ 0. (3.5.30)

���
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������ �����	
��������
� �������� ������� ��������� ����������

������� ������!�� "���#�� ϕ(X,χ) ������� �� X � ������� ��

χ.

$ ��%��� &''
( �������� �����)*�� �������� �����+������ ���

���� �����	
��������
��

������� ��	�
� ����� F (β) ∈ F 1 � H+ +H− ≥ 0, ���	
 �
	
�



��������
������� ����� ��� ������� ���	����� ����	 !

,� �� ����� ������" # ���� �����
���������� �#���� ��
����$

%��&'�� ϕ(X,χ) ���	
 � ����&� ���	
( &��	
 �� ������#��� #�&�

���
 π, �	�#���#��"����� ����#�"� πA ≥ C, H+ ≤ π ≤ −H−;

	� �
������
 ���	
 � ����&� ���	
( &��	
 ������#��� �
�
 #�&�

����# (π0, χ0) �
&
"( ���

�� Fi(χ
0
i ) =

π0
i−h+

i

−h−
i −h+

i
	�" #��� i, 	�" &���� � −h−

i > h+
i ;

%� π0 ) �����
��� $ ��
� �
	
��

[min(π, χ0)|πA ≥ C, H+ ≤ π ≤ −H−];

�� %�&&'�" ϕ(X,χ) ���
�����
 �#����( �� �
&����� �� 	�����

�
���"( ������ *��� ����
$ ����� ����� ���	
 � ����&� ���

�	
( &��	
 �� ������#��� �
� #�&����# (π0, χ0), �	�#���#��"��

��� ����#�"� �� � %� ���&�
 	��

������� ��	��� ����� F (β) ∈ F 0, H+ + H− ≥ 0, ���	
 �
	
�



��������
������� �����

,� �� �
������
 # ���� �����
���������� �#���� ��
����$ %��&�

'�$ ϕ(X,χ) ���	
 � ����&� ���	
( &��	
 �� ������#��� ������"

������ πA ≥ C,H+ ≤ π ≤ −H−;

	� �
������
 ���	
 � ����&� ���	
( &��	
 ������
 πA ≥ C,

H+ ≤ π ≤ −H− �+�
	
�� ���������

-������ ����	 � ����� �������)� �"�����������! ��� ����������

���
����� ��	��� ,��� �
	
�
 
��������
������� �
������
 	�"

���
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��������� �	��
�� F (β) ∈ F 0 � �
��������� 	������

H+ +H− ≥ 0, �� ������ ��������� ��� ���� F (β) ∈ F 0.

��������� 	
�
�
���� ������ ������� !������" ������� ��� ����!

����� �	��
�� F (β) ∈ F 1 ��� ������
� A,C,H−, H+, �� ��� ��!

����� ��� ���� F (β) ∈ F 1.

��������� 	
�
	
 #����� ������� !������" ��������� ��$�� �

���%�� ��$�� ��� F (β) ∈ F 1, H+ + h− ≥ 0& ��$�� �
������
 ���!

�	'(�� 	������)

�� �	(����	�� ������� ������
 πA ≥ C,H+ ≤ π ≤ −H−;

�� ��� ��*��$� i ����$�& ��� −h−
i > h+

i , ��+� Fi(χ) = 1 ���

���������� +��%��$� χ, ��+� �	(����	�� ������ π, 	��������!

��'(�� 	������� πA ≥ C,H+ ≤ π ≤ −H−, πi < −h−
i ;

�� ��� ��*��$� i ����$�& ��� −h−
i > h+

i , ��+� Fi(χ) = 0 ���

���������� ����$� χ, ��+� �	(����	�� ������ π, 	����������'!

(�� 	������� πA ≥ C,H+ ≤ π ≤ −H−, h+
i < πi.

�� ��	
�� ��	
������	��� � ��	
��� ������ ���� ������ ���������

�������� 
��
������ ������� ����
�������


������ 	
�
�
 ,�� ��$�& ���+
 ������ (X0, χ0) +
� ��������

������ ������� !������" & ���+������ � ����������& ���+


 � X0 ≥ 0, AX0 − χ0 = 0!

�� ��� ��������$� ������� π0, 	����������'(�$� ����������'

π0A ≥ C, �
��������% 	������

�� x0i > 0, ���� (π0A)i = Ci;

�� Fi(χ
0
i ) =

π0
i−h+

i

−h−
i −h+

i
, ���� −h−

i > h+
i .

"#	
����
	������ ���� ����
�����$ %	��	�$&� 
����' ���(�

)��%��� ������ ��	(�������*	+	 %
	+
����
	����$ ���� ����� ��

�����,� %
� �����
�	� ��*�	
� 	+
�������
 B.

-��	�� ./01� .� 1� . ��1� .���1 %	��$2��� ������	����& ���()��%�

���
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��� ����� �	
���	����

�
 ��
�������
����� � �
�
��� 
�
�����

�
� 
���	�
� ��	����� ���
����� �	
 
�
�����
� 
���	�
� ��	�

����� D+ ��� ��	���� D �������	�� ������� ���	���  ��������

DD+D = D, (3.5.31)

D+DD+ = D+, (3.5.32)

(DD+)T = DD+, (3.5.33)

(D+D)T = D+D. (3.5.34)

!
"�
 �

���	�� �	
 	�
�� ���	��� ����	 �����	����
� �������

��� ���
� ��	����D, ��� #	
� ���� ��	����D ����	 �������
�	�

m×n, 	
 
�
������� 
���	��� ��	����D+ $ (n×m), � 	�� �� ���

��� 

��� D $ 
�����	��� �����
"������ ��	����� D+ �
������	

� D−1. % 
���� �� ����D+ = R1DR2� ��� R1, R2 $ �������  ������

��� RDDT = DT � DTDR = DT �

	��	�	����
� &����
�����	���

�	
 ��� �
��
� �� �#	���
� ������ '(�)�*+�'(�)�,+�  

	
�
� ���

����� B(ω), ω ∈ Ω, X ∈ K, ���	���  ��
��� DY = B − AX, Y ≥ 0

����
	��
������� ����-	�� ��
	
� η, 
������������� � ���	�
���

��� ��
	����	����
�
 ������� ���	���DY = B − AX :

Y = D+(B − AX) + Pη ≥ 0. (3.5.35)

&��  ��
���� '(�.�(.+ ������ '(�)�*+ � '(�)�,+ �
"�	 ��	� �����

�	������ � ����

Z(X) = (C,X) + Emin
η

(H,D+(B − AX) + Pη) → min (3.5.36)

���  ��
����

Pη ≥ D+(AX − B), (3.5.37)

A0X = B0, X ≥ 0. (3.5.38)

���
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������ �����	� 
���� �
������ � 
��� ������ ������������� � ���

���� ������ η, ��������������	� ����������� Pη ≥ D+(AX − B)

� �������������	� (H,D+(B − AX) + Pη), ���� � ������

[min
η

(HP, η)|Pη ≥ D+(AX − B)]. (3.5.39)

 �	�� ��!�� �������"

{min
η

(HP, η)|Pη ≥ D+(AX − B)} =

= {max
ω

(ω,D+(AX − B))|ωP = HP, ω ≥ 0}. (3.5.40)

������ �
�#�
$�% �����!���� �����&��� �������� � �	���������

�'% �������� ������& �
�#�(��% � )�����& ���!����� ������ ������

�����������

*���� �������������& ������ �
�#�
+� � �
�#�
,� ���������� ) ����

Ẑ(X)=(C−HD+A,X) + E{max
ω

(ω,D+(AX−B))|ωP=HP, ω≥0}→min

(3.5.41)

��� �������'

A0X = B0, X ≥ 0. (3.5.42)

-������ .��)/�� ���������� Z(X) � Ẑ(X) �� ���������� ����

	����� E(H,D+B).

������ �
�
�+���
���$� � .���� �
�#�(����
�#�(0�% )�) �������% ��

����� )������)����� � ����������"��& ���)� ������% ��� �����

���	�� .���� ������ ��'����& ������� 1 ������ 2,+3 ��)�����% ���

���	�� �����"������� ���������& �������& �����/� ��������� ���

�����" ������� ����������������� 
)��������� ���'
�����& ���

���� ���'�������)�	� ���	�������������

���
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��� ������	 
����
��	� ������

�	� �
�
� ����
���������� 
���

��
������
���

�����������	 
����� �� �
�������� ������� ���
������� � �����

��� ����� ����� ����� �� !�� � �"�� ��#"�� ������ �$���� ��� %��� ��&� ���'�

������
�'����	� ��� ����� bj � j�� ���(�� ������
���	 ) �
�����

��	 ��
�����* +���, ����� ���������� ��������
�� � �
������,-

ϕj(bj). .�&�� (�
������� �����(/��� ������
����� � j�� ���(� ���

����
���	 ��� ������ �
��� ������
�( ���
����� yj =
m∑
i=1

xij. 0�
�

� ���� ���
�
�/�� %��'� �
��� �(�
������	� ��� yj < bj(ω), �� ����

-� ����� ������ � ��
���� mj(bj(ω) − yj). 0�
� 1� yj > bj(ω), ��

��
��(�-� ����
����
,��� 
������ � ��
���� kj(yj − bj(ω)) 2(��

%33�/����� mj � kj ������
	-��	 � 
���������� �� (��(�����'�

�����1���	 
�����4� (������ ��	
��� � ��������� �����
�
�����

��� ����� �����(/��� � �� �������������(�� �
� �����	��� ��
���

(�-&��� ��� �� ���
�
�/�� �� ��
�� ��
(�� /���* 0�
� � /�
���-

3��(/�- (
�������(�� ������������ 
����� �(
-���, �����������

�(�� �1������ %��� �
���1�(� �����������(�	 �����������	 
�����

��������� ���5

min
X

F (X) = min

{∑
i,j

cijxij +
n∑

j=1

kj

yj∫
−∞

(yj − bj(ω))ϕj(bj)dbj+

+
n∑

j=1

mj

∞∫
yj

(bj(ω)− yj)ϕj(bj)dbj

}
(3.6.1)

��� �'��������	�

n∑
j=1

xij = ai, i = 1,m, (3.6.2)

m∑
i=1

xij − yj = 0, j = 1, n. (3.6.3)

���
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���� ����� μj =
∞∫

−∞
bj(ω)ϕj(bj)dbj 	
	�����
� 	�������� ���	�

� j�� ����
� �	
��
������ 
	 ������� ������� ������ �	��
 
�
�

�����
������ � ����

F (X)=
∑
i,j

cijxij+
n∑

j=1

kj(yj−μj)+
n∑

j=1

(mj+μj)

∞∫
yj

(bj(ω)−yj)ϕj(bj)dbj.

(3.6.4)

��� ������� �
	� ������  ������ !"#$% �����
	
�� ��&	��
�� �	�


	��� 	��	�����
�� �� ��
	�� ����	����� �����&� � ��������	�

��	&������	�����'  ��
	
� !()*% +���,�&��
� �����	
��� 	
	
�

-����. 
�����	�
��. ������ � ���	���/ �������	&	 ���	�� � ������

������ ��������������' ��� 
	&	� �
	
� �	����
� ���
���� 	��


������	�
� ������� �
	� ������� +���,�&��
� �	�������	���

���	��� 0����1������'

2���	&���	 �����	
����	� �	���� �	&�
 
�
� ������	���� �
	�

/��
������� 
�����	�
��� ������� � �	
	��/ ���������� ����.
��

	
3��� ��	���	��
�� ��� 
���� �	����� � �	
	��/ �� �	&�
 
�
�

������� ����������� ��� 	
3��� ��	���	��
��� 
�� � ���	� � �����


�/ �	
��
�����' 2����� �
�/ �	����� ��	��
�� � ������. �����

������	&	 ��� ������	&	 ��	&������	����� � �������	�
� 	
 
	&	�

���������	 ��� ������
�	 ������������ ������
�� ���	��� �����

��'

4������� ������ 	���������� 	
3��� ��	���	��
��� ��� 	�� ��	��

�����	���� � ��
	
� !(56%' 4��
� ���.
�� ������� i (i = 1,m) ���

�	�� �	
	��� ���/	��.
�� � �	�����
��λij �� ��	���	��
�	 �������

j�&	 ��	���
� 7j = 1, n8'

9�����	� �	�����
�	 i�&	 ������� �	�
�����
 ai ������� � ���	�

bj �� ������ �� ��	���
	� �����
�� �������	� �������	� � ��	
�

���
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������ ���	�
�
�
�
� ϕj(bj). ����� xj � 	��
����
��
 ���
�
����

j��� 	�������� � �����
� 
��
 xj < bj(ω), ����
���� ������� � ���

�
�
���
 mj(bj(ω) − xj), 
��
 �� xj > bj, �� 	��
�
 ����������

kj(xj − bj(ω)).

�������
� �
�
� pj  
�� 
 �
�
� cj ������� �� 	��
�������� 
�
�

�
 � j��� 	�������� � �
�
� yj � ��	��� !���� 	������ � �����


��������
��
���� 	
�
���" #���� ������ ���$���
�
����� �
�
%���

�� 	�������
�����
� 
�

� �
�&

max
X

F (X)=max

{
n∑

j=1

pjxj−
n∑

j=1

cjxj−
n∑

j=1

kj

xj+yj∫
−∞
(xj+yj−bj(ω))ϕj(bj)dbj−

−
n∑

j=1

mj

∞∫
xj+yj

(bj(ω)− xj − yj)ϕj(bj)dbj

}
=

=max

{
n∑

j=1

pjxj−
n∑

j=1

(kj+cj)xj−
n∑

j=1

(kj+μj)

∞∫
xj+yj

(bj(ω)−xj−yj)ϕjbjdbj+

+
n∑

j=1

mj(μj − yj)

}
(3.6.5)

	�
 �����
�$
n∑

j=1

λijxj ≤ ai, i = 1,m, (3.6.6)

xj ≥ 0, j = 1, n. (3.6.7)

'��
 ������ ����(
 ����
)
��� �� 	�
 *
��
�������� �	���
 bj

��� 
�

� ��
�
�����
 �
)
�

 xj = bj (j = 1, n).

+���,�����
 � �����
 -./01 ��������
� ������� ��
���� � �����


23"4"56�23"4"06� 
 ��
��� 	�
�	����
�

� ��� �
���� bj(ω) ���	�
�
�

�
� �
���
���� �"
" 	�
�
��
� ����
�
� bj(ωt); t = 1, Tj � �
�������

���� pjt.

���
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� ���� ���	
� �


	
 ������
�� ��


minf(X)=min

{
n∑

j=1

[
cjxj+kj

t=t∗∑
t=1

(xj−bj(ωt))pjt+mj

Tj∑
t=t∗

(bj(ωt)−xj)pjt

]}
(3.6.8)

��� ��������
n∑

j=1

λijxj ≤ ai, i = 1,m, (3.6.9)

xj ≥ 0, j = 1, n, (3.6.10)

�
� t∗ ����
������� �� ����������� bj(ωt∗) ≤ xj < bj(ωt∗+1).

� �
���� ����� ���
�
��� 	�� ������� �


	� � !"!#$%� !"!�&$ �����
%

������ ������' �


	� ����(���� �����
������
���!

� �
���� �)#�� �
��������
 �


	
 ��
�����
��� ������� �
��%

����� �
� 
�����
��
� �


	
 ����
���	������ �����
������
���!

*���+ ��������� ����
���+ ��
� ������� �
������� �
 ��������,�

� 
���������+�,� ��(�,! -�������,� ��(�, ���.������'��� ��/%


� 0�������
��,�� �����
�� � ��
����'��� �
�
��� �
 �
/
,(

�
���
����
��,( �����
! 1���������+�,� ��(�, ������
'� ���%

	
(�,� ���
���� ��� ���� �� 0������'��� ����� � �����, ����%

������ 
 �
�����, 
�� 
���������+�,� ��(��� ����� �,�+ ����, �

��������,� ����(! -
���	�,� ���, �
������� ����	
'��� �����%

��( �
������(� ���
��/����+����+' �����
 � �
��
�
�� �
 �
���	%

�,� �
�����
�! 2���� �
 
���������+�,� ��������� �
�
��� ����%

������3 ����	����� ����
� ������� ������
��� ��������� � ��	����


��� �� ��/�� �,�+ �������+' ���
��
�
��! 2 ���� ������
� ��%

�

 ��������
 ��0���
4�� � ������
�����,� �
�
����
� �


	��

������
�� ������
�����+ � �����
��
	���� �
������� � �
��������

�
 �����,� ��������� ���+�� �
����� 	�� ��
�����
���+� �
 ������

�����/��
'.�� ���������� ����� �
 �����,� ��
�
��� �,�� �/�

%

���
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������ ��� 	
�� ������
�������� � ���
���
�� ����
 ������
���
���

�� �������
����� ��
�������� ������ �
���
�� �� ������� �����

��� ��������� 
�
��
 
� ���� �������� �������

������ ����� ��� �!�
�������"

xij # �������
�� ����
�� � 
������ ��������� ������� ������
��


��� i, ������������� ��
�������� �� ���$��
 j;

xijk # �������
�� ����
�� ������
�� 
��� i, ���
�� � ���$��
�

j � ������
�������� �� ���$��
 k;

y+j # ��������
�������� 
����� %� 
����� ���
�& �� ������
�� ��

���$��
� j;

y−j # ��
���������� �����
� ������
�� %� 
����� ���
�& �� j��

���$��
�'

aij # ����� ������ 
��!����� ������
� 
��� i ��� �����������

���$��
� j, ���� ������
 � ������ ������ !�� ��
����� �� 	
�


���$��
'

aijk # ����� ������ 
��!����� ������
� 
��� i, �������������

��
��������� �� ���$��
 j ��� 
���� �
�!� ��������
� ���$��


k. (�� 	
�� aijk ≥ aik;

bij # ����� 
��� ���
�� ������
���� 
� ���� ����
 ������
�� 
���

i �� ���$��
� j;

ai # �����
���� � 
������ ��������� ������� ����� ����� ����
�

������
� 
��� i;

dj # 
����� �� ������
�� ���
� %� 
�����& �� ���$��
� j;

cij # �
�����
� ����
� ������
� 
��� i �� ���$��
� j, ��� �����

���� �
� ������
 � ������ ������ !�� ��
����� �� 	
�
 ���$��
'

cijk # �
�����
� ����
� ������
� 
��� i �� ���$��
� k, ���� ��

!�� ���
 � ���$��
� j. )�������� cijk ≥ cik;

q+j # $
��* 
� ��������
������� 
����� �� ������
�� 
���� ����

���
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�� �� ������	� j;

q−j 
 �	��� �� �
�������� �� ���� 	���� �����
	� �� ������	


j.

������ ������������ ���
	�� �	���	�� ��� �����	����� ������

�	����	��
����� ����������������� �� �
���� �	��
� �� 	��� ���

�	���	 ���
�	�� ������ �� �������	
����
 �
���� �����
	� �� !

���� 	��� �����
�
��"	�� �
 �� ������	��� � ���
�
��
	�� ���!

�� ���
	�� �����
	�� �� ���� 	��� �� �� ��� ������ �� �	����

�	��
� ����
 ��	�����
��� �
�����#�� ��������� �����
	��� ����!

��� ������� ���������	�� �
�
������
��
 �����
	�� � ������	� ��

������	�

$������ �
����� �	��� ����������"	 ��
��� ��� �����
	�� �� !

���� 	��� �%&

 ����� �
	��� ����� �� ��
� ������	��
n∑

j=1

aijxij ≤ ai, i = 1,m. (3.6.11)

$������ �	����� �	��� �������"	 	�	 ���	� �	� ��� �� ����

	��� �����
	�� �%&

 ����� �����
	�!������ �
�
�
�
���� � ���!

���� ������	� �� �����
 ������ �
 ��
����
	 ����� �����
	�!

������ �
����������� ��������������� �� �	�	 ������	� '���


	���� �
�%������ %��������
 ���	���
��� ��� �� ���� ������	��

�%����
 ��� �����	����� ����� �	����	��
����� �������������!

���� (��� �����
	 	��� i, ���	
�����	� ���
	� ��	����� �� ����!

��	� j ����� aij ������ �
�
�������	� �� ������	 k, 	� ��
����
��


����
��
�� ������	� ����
	 aijk �����) 	���� ���
	 �� ������	� k

�����
	 �	�
�� aijk/aij ���
	�� �� ������	� j.

*������
��� �	����� �	��� � �	�� ��
����� 
���� ��
"	 ���

K∑
k=1
k �=j

aijk
aij

xijk ≤ xij; i = 1,m; j = 1, n, (3.6.12)

���
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m∑
i=1

bijxij +
m∑
i=1

K∑
k=1
k �=j

bikxikj −
m∑
i=1

K∑
k=1
k �=j

bij
aijk
aij

xijk + y+j − y−j =dj; j = 1, n.

(3.6.13)

������� ��	
��� 
����� ���	�����	�� ������� � �������� ����

	�� �	�������� ���������� ��������� ����
��{∑
i,j

cijxij + E

{
min

xijk,y
+
j ,y

−
j

[∑
i,j

∑
k �=j

(
cijk − cij

aijk
aij

)
xijk+

+
∑
j

(q+j y
+
j + q−j y

−
j )

]}}
→ min . (3.6.14)

��
�� ����
�� ��������� ��������� 	�����������	�� ��������

�� xij, xijk, y
+
j , y

−
j , ��	���
������� ������� ��	
���  !"#"$%& ���

��������  !"#"$$& �  !"#"$!&' 	� ������		�� xij � xijk 	�
����������

�����	�����	�� �������	�� ���������		����"

(�� ����� ���
���	�)� �����	�� �������� ���	�����	�� �������

��������� � �������� 	����	�� �	�������� ��������		� ���������

�� 
 �	�)�*���	�� 
������ �����������
�)� ���)���������	��' �


������ �������������	� ����������� �� ����	��	�� �
��	�	��


����
 	� ������

�"

+	�)�*���	�� 
����� �����������
�)� ���)���������	�� �����

���������	� � ��������� )����"

������� ���	�
������

,����� ���������	�� ����*���	�� 
���� �����������
�)� ��	���

	�)� ���)���������	�� ��	������ 
 $-.. )���' 
�)�� ��������� ���

���� (�" (�	��)� /$0%1 � 2" 3��� /$#1" (���	��4�� ��
����� ������

����*���	�� 
���� �������� � ��
������� ����� 5" 6���� /%!!1' /%!%1'

/%!.1' /%!71' 8" +���	�
�)� /97.1' /97#1' /9771' :";�	)���� /!#01' /!#.1'

," :���� /90<1' /90-1 � ���)�� �������" =��������	�� ����*���	��

���
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������ �� �	�
��� 
�	���� ������������ � ������	�
���� ������

��
� ��������
� �
������	�

�� 	������
�� ����� ��� �� ���!�� �"����

�""#�� �"!!�� �$���� �$"��� �$"��% &'% &�
(�� � )% *���
�+�� ����� ���

+���	� 
��,�����-� � ��������
-� 
�	���� ������	�
���� �	�
�

��
�.���
�� ������ �����������+��� 	�
��
��� �������������
��

� +�
��
-� ���	�� ���	���(�� �	
���
��� ��+���� ����
���
��%

/ ��,���� 0% *�
������
� � 1% 2���
� �"#!�� �"��� ���	�����
-

�������� 
�	�
��
�� ��
�.���
�� ������ �����������+��� ��������

������
��% &�
�.���
-� ������ �����������+��� ������	�
���


����	�
�� ������
��� ��
������+�� ������ � 
�	����� 
���	
��

�
3����(�� ��������	�
- � ��,���� 4% 5��+����� �"6�� �"��� �"#�%

7�������
-� ����� ����
�� ��
�.���
-� ������ 
� ���,
8���

����������	�
�� �
3����(�� � ����+���� ����
�
�� �	
���
-�

���������� 
�	����� �����,���
 9% 4���	���-� � :% ;���� �� #��

+���� ����� 4���	���
 ���
��	�'�� ��� ���
	������ �����	�8���

��������� �
�	�� ����� �����������+��� �������������
�� �� ���

�� "�� ��  �� �� $�� �� 6�%

&'% /����	�� �$ "�� *% &������� ���!� � ��
��� ����	�'�	� ����

	��
-� �,�,��
�� ��
�.���
-� ����� � ���	�����	� �(�
+� 
����

��+ � �����������+�� �������%

<33�+���
-� �����- �
�	��� ��
�.���
-� ����� � ������8

�,�,��

�� �,���
�� �����(- �����,���
- � ����� �!��� ���!�� �"�!�%

=��,	�'�

-� �����- �(�
+� �
���
�� (�	����� 3

+(��
�	�

�����,���
- � �"�!�� �"# �� �$���%

>����������+�� ���
�����
�� ������ �,�
'��	��� � � ��� ��!�� �! ��

��"6�� �"�#�� � �#�� � !��� �$ ��% ?����� ������+���
��� �	�
�����
��

� 
�	����� 
���	
�� �
3����(�� �����������	��� � ��,���� ��"#��

��#��� �"� � � ��
���% 1% @��	� ��#�� ���	�����	 ��
�.���

8 �����


���
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� ��������	
�� �
�
���	�
�� ������� ���
���� �����


�� � �������� 
����
�� �
����	���

��� �����	�
�� 
�	��������� ��
�� ��������������� ������������


�	��

���������� 	
��
������ ��	�� �
������ �����
������ ��	��� ����

������������ �����������
����� �������������� ������������

�������� ���������
���� �������
����� ���������
���� � ����
�

����� �� ����� ���� �	�
���
��������� ������� ��� ������ ����

�������� ��	��� � !������
���� �� 	��������� �����	� 
������

���
���� ���� ��
����� ������� �������
��� ����
����� ���
���

�����"����� ��������
���� ���������������� ���"������ � 	�����

�������� ��	��#�� ����� ��� ��������� � ������� 	�� �
����

�������� ���������� 	����������� 
������������ ��	��� �

$ ���������� 	�� 
��� "��� ������������ ��	��� � ����	� ������


������� ��������������� �����������
����� $���
�� ������ ����

�������� ��	��� ��������������� �����������
���� 	�����������

�� ���� �����
�	��� � ���������� 	
��
����� ��	��� ���������

������� �����������
�����

��	��� �����
������ ��	�� ��������������� �����������
����

� ����	� �� �������"�� ������
���� ��
���� �� ��%����"�� � ����

������ ���������
 ����
� ��	���� �������� ����������� � ���

����� �������� �����	���� ��&����� ��#�� ��������� �����
����

��� ��	���� 
 ������� �� ��#	�� �����	����� 
���� ���������

��������� ����������
��� ��
����� ������
������ �������
�����

�� ����
���� ��	��� � ��������� ����� '�� ���	�	���� 
�����(

��&������� $ 	����� ��	���� ���������� ����� �� ��#	�� 
���� 
��

��������� �	�
���
������ ���������� ���
�&��� ��������� �����

���
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������ ���	
���� � 

��

�������
� ����
����

� 
������
����

	
�
� � ��������

� ���������� �� ��������

��� �
��������� �	������� ����
����� � 
�
��	
 
������
��

��� 	
�
� ����
���������� �����


����
��� ��������
 ��������

�������� ��������  ���� �
��
 �
 i�
 ��
�� Ωi, i = 0, 1, . . . , n !

��������� ������
����
 ���
���
���� ��"���� ωi� ��� Ω0 �������

�	 ������������� ���
���
 ω0�  ���� Ω
k ! ���
����� ����	�������

Ωi, i = 1, k� ωk = (ω1, . . . , ωk)# Ωn = Ω � ����� �
 Ω 	
�
�
 �����

�������
� 
��
 P � ����������
� �����$%�
 �"�
	�
& ����A ⊂ Ωk�

�� P k(A) = P (A×Ωk+1× . . .×Ωn)� '����
 ������������� ������
��

���� (Ω,Σ, P ) � �����������$%�� σ�
���"��� Σ� ��������
 P k !

�������$ ������������$ 
��� �
 Ωk &

Pk(A | ωk−1 ∈ B) =
P k(A× B)

P k(Ωk × B)

��� �$"�� A ⊂ Ωk� B ⊂ Ωk−1�

("�	�
��
 ����	 Xk ���
����� ����	������� Xi, i = 1, . . . , k#

xk = (x1, . . . , xk) ∈ Xk� Xn = X� ��� X0, X1, . . . , Xn ! ��������
�

��������� 
������� ����	������� ��������� xk ∈ Xk�

k = 0, 1, . . . , n � ��� 
�������� X0 ���$�
�� ���� ����� x0�

 ���� 	
�
�
 �������)������ϕk(ω
k, xk) �
	
�������mk ��� �
��

���� ωk ∈ Ωk � xk ∈ Xk� k = 1, n# ���
� ����� ��� �
����� ω ∈ Ω �



�������� X 	
�
� )�������
� ϕ0(ω
n, xn)� '����
 G0

k = G0
k(ω

k) !

��������� ����
���� 
�������
 � bk(ω
k−1) ! m�
����� ����
����

�������)������ �� ωk−1 *���
�������� � �	
���
��+� ("�	�
��


����	 Bk ��������� "
�
���� ������
������ ������
� ����
������

bk(ωk−1) ! �������)������ �
	
�������
k∑

i=1

mi� ,
������ �"�	�
��


����	 Eωk
(u(ωk) | ωk−1) �������� 

��

�������� ����
��� u(ωk) �

�������������� ��� �	�����
 ��
��	
��� ωk−1�

���
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���������� ��	
���
� ���������� ����������
� 	���� ���������

������� ����������������� ����
�	�� �������
� ������� � ���	���

������

����� ����� �
������� 	����� ������������� ���������������

����������������

Eϕ0(ω
n, xn) → inf, (4.1.1)

Eϕk(ω
k, xk) ≥ bk, (4.1.2)

xk ∈ Gk, k = 1, n. (4.1.3)

 
� ����� ����
 	����� �

� �!����
������� ��
������� �������

���� ���	���� ��
����� 
� ����������� ��	��
���
�� �
� ��
���

�
��� ������
����� 
� ��"���� 	����� � ����
� �
� ���"���
�

���������� � ����� ������ �
���� �	�����
� !���#�$ �
� �������

��
���$ �
����� ������ ��"����� % ������������ 	������ � 	������

����� �� �����&���
����� ��
�
� ��"���� �� ��&��� ����� ��&��

�
���
��� ��� ���������������
$ ������� ��� ��"����� �����
��

!���#�� �� ���
�	�����
� � ���
�����
� �
���$�
� ����������

��
���$ �
� ��� ��"����� ��������
���� ' ��
����� ��������
��

��� xk � ������
�&����� ��� ��
����� �� �
� ���� ��!����#�� �

���
�	�����
� 	�������� �
���$�
� ������
� ����
�� (��������

	�#�� ���������� 	����� � �) ��!����#������ ��������� �������


����� ��$ ��!����#��$� ������� ��������� � ������� ��������

���������� ��"����� % �������
����� �������$ � *+,-.� ����������

�
� �������������� 	����� ����&������ #�������� ����
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������ ��	
��


����������� �������������� ������ � ������������ ���������

����� ����� ��� ∫
Ωn×Xn

ϕ0(ω
n, xn)dFωn,xn → inf, (4.1.4)

∫
Ωk×Xk

ϕk(ω
k, xk)dFωk,xk ≥ bk, (4.1.5)

xk ∈ Gk, k = 1, n. (4.1.6)

 ������ ������!�� �������" ����������#$�� ������!%�& ���

����' ��� �����(���&" �� ���(����� ��)����*������ ��������"

������#$�� ������������ ������� � ��������� ��������������

+���������*�� ������ ,-����. � ,-���/. � ������ ������ � ���������

�������������" �����%���& � ���%����� ����������" ����� ���∫
Ωn×Xn

ϕ0(ω
n, xn)dFωn,xn → inf, (4.1.7)

∫
Ωk×Xk

ϕk(ω
k, xk)dFxk|ωkdFωk|ωk−1 ≥ bk(ω

k−1), (4.1.8)

xk ∈ Gk(ω
k); k = 1, n. (4.1.9)

0�%����� ������ �������� ����� )���*�& ������������� Fxk|ωk �

1������ �������!" ��� ������ ��%����� � ������������� ��%�#�

$�� ��������������" ���� Fxk|ωk ������������ ����� �������*�� �

����#����� �����&��� ���������� ωk" ������������� ��%�#$��

������������� ������� �� xk−1 � ωk� 2������" ��� ������ ��%�����

� ��������� ��%�#$�� ��������������" ���� Fxk|ωk ������������

����� �������*�� � ����#����� ωk−1" �� �� ����#����� ωk" �����

����� ��%�#$�� ������������� ������� �� xk−1 � ωk−1�

���
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���� �����	
����
 ������ � ��������� ����������
�� �����
�


� ���
�� �
��
���
�� ������
�����
 ������ �������  �����!� ����� 

���
 ��� ∫
Ωn×Xn

ϕ0(ω
n, xn)dFωn → inf, (4.1.10)

∫
Ωk×Xk

ϕk(ω
k, xk)dFωk|ωk−1 ≥ bk(ω

k−1), (4.1.11)

xk ∈ Gk(ω
k), k = 1, n. (4.1.12)

"�#�� $�����% xk �
 ������������� � ��#�&������ �����%���

������
��� ������% ������ 
��
�
�
 �' ��������� (����� �����
�


� ����
�������� ����&)�� ��������� ���� ������� ��������
�


����� ���������� � ��#�&����
ωk� 
���� ����
�������� ����&)��

������� ���&
 ��� xk = xk(ω
k)� *����

� �
� ������ �����
�
 �

��������� ����&)�� ��������� ���� ������� ��������
�
 �����

���������� � ��#�&����
 ωk−1� �� �� ��#�&����
 ωk+ � 	
�� ������

��������� ����&)�� ������� ���&
 ��� xk = xk(ω
k−1)�

,���

� ������
- ������ �����.� �����/� ���� ������0� ������1�� ��� 

��	
������ �
����
�������� �������� � 2��
��% ���
������� ����

������
 ���� �����3� ���� ���
��
�
����� ��������� � ��� �
��
�
��&


� ������� �� ��2��� 	
��� ��������
�
 ����� ��#�&����
 ���� 

��
��� ������% � ������% �������
��&)�� 	
�����

4�2�� �#���

�� ����������
 ����� � #����������� � ������� 

�� ����������
�� ���&
 ���
� ������������ ���
������
� "�2� 

����������� �
���2����
 
��
&
�
 �#�#)����� �����-
�
�� ���� 

������� � ��#�
� 5�116 ��
 ���
��% ����%��% �����	
����% �
��� 

�
������% ������� ������
��� ���� �����
 510!6�

,��
- U 7 ���2��
�� �����
���� ������% �����	
����% �
��� 
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U = {xk ∈ G1 × . . .×Gn | Eϕk(ω
k, xk) ≥ bk, k = 1, n},


 V [bn(ω
n−1)] � ��������� ���
������ ������� ����
���� ��
�

��� ��� ���
���� �
������������ 
�������� ��� 
������������ 

	
�
�� � 
�������� ���
���������!

������� ��	�	� ��������	 U 
 V ����	�
 ���������
��

U = {xn ∈ V [̃bn(ω
n−1)] | Eb̃k(ω

k−1) = bk, k = 1, n}.

���������	
���� "����� ���	�
�����#

Ṽ = {xn ∈ V [̃bn(ωn−1)] | Eb̃k(ω
k−1) = bk, k = 1, n}.

$
��% xn ∈ Ṽ ! &�� 	�
���� ���

Eωkϕk(ω
k, xk) = Eωk−1{Eωkϕk(ω

k, xk) | ωk−1} ≥

≥ Eωk−1 b̃k(ω
k−1) = bk, k = 1, n,

�!�! xn ∈ U ! $
��% �����% xn ∈ U ! '��������#

b̃k(ω
k−1) = Eωk{ϕk(ω

k, xk) | ωk−1}+ {bk − Eωkϕk(ω
k, xk)} ≤

≤ Eωk{ϕk(ω
k, xk) |ωk−1}, k = 1, n.

$� ����������� b̃k(ω
k−1) ����� Eωk−1 b̃k(ω

k−1) = bk!

$�(���
 xn ∈ Ṽ !


������ ���������


���
���� ��	�	� ��
 ���
� 
 ��� �� �����
�� ϕk(ω
k, xk) 


��������	� Gk� k = 1, n ���	��
 ������
�
� �����
� �	�	�

�� ! �"#�� ! $" 
 �� ! %"#�� ! &" 
�
 �� ! !'"#�� ! !(" �� �	�
�
����


�� ��)� ���	���� �
 �	�	�	 � ����	��
� 
�
 � �
��
� ���	��)
#

��" ����	�	*� � ��� 
 ���+�� � ��� ����	�� ���
Ebk(ω
k−1) = bk 

���
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�
������ ���	��
�
�� � ������ � �������
������ ��
���� ��������


����� 
������
����� � ������� ������ ������� ��� ����
�	�
���

���� ������������ ����� ��	���� �������

�����
�����
 ��
���� ��� 
���
������� ����� ���
������� ����

�	 ����� ��� ���
����������� � ����� ��� 
��������� !���

�	��"�� ϕ0 ��
	��� � ���
����
� ���
����	��"�� ϕk ����	
� 
�

x 
�� ������ ω� 
� �

�������� �������� "������� �	��"�������

���
������� �� ����� �� ���
����������� ���	
 ��
� ���
���	
�

� �� ����� �� 
�������� #�
	����
� ϕ0 � −ϕk �� �����
����


	�����$� 
�� ��
���� �

�������� ���
�� � ��������� �
��
��

��� �
�������
 ���� � 
� �� �������� "�����$ �	��"�� %"�������

�	��"������&�

'������� "������� �	��"������ �� �

�������� �
������� ���

��� �� 
������� �����(
�
��$ �
����
������$ ������ � ���
��$


��
������ ���
����
 �� ��������� "������� �	��"������ �� �

��

������� �
������� �������� ���
�����������

)���� ������� 	
��������� ����
 ���
� ��� �
��
�������� ���

��� �� 
����� � ����� �� ���
��������$�

������� ��	�
� �����

�� �	
���
���
�� �	
� Fω 
� Ω ≡ Ωn 
	�
	
��
��

�� ���	������ �������	��
�	 ��
���� g0(ω) � gk(ω
k)� ��
�
��

�������	 �� ������ �����	����	

� ϕ0(ω
n, xn) � ��	 �������

�����	 ϕk(ω
k, xk) 

!���� ��������
�	 �����	
��

�	 
	"����	 �
����� �
���#����


�$ ���%�����	���$ &����� ��
	�	���� ����	 �	 &
��	
�	 �	�	�

���� ��
����
���� ��� � ��������
�	 �����	
��

�	 
	"����	

���
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���� ����������	�
 � 
��

����
� ��
���������
�

������ ��������
 � ���
�� ������ �����
� � ��
�

����
� ������ ����

���� �
��� ��
�
����� 
�
�������� � � ����
�!

"����#����� ��
��� 
������$ � ���� � ��$ �
��������� %���&��

ϕi � ��� 
��������� �
��'���$ 
 �����$��
��� ��� Fω,x!

(����� ��
�

����
�
 ��
���������
�
 ��
�������
����$ � ���
��

� �� 
���������$�� �
��� � �	 ������� ������
� ������ 
������

)'�� 
����	� � 
�����! ����	 ����� ������ ���� *+!�!�,- � *+!�!�.-�

�
�
��$ ��/����$ � ���� � ��������$� *� ����
�� � ��� ��
������


�� � ��/�)'�� ��������-!

0������ 
���������$ ������ i��
 
���� �

���������� ��
#����


Ki = {xi ∈ G0
i | ∃[yi+1 ∈ G0

i+1, . . . , yn ∈ G0
n];

Eωi
[ϕi(ω

i, xi) | ωi−1] ≥ bi(ω
i−1),

Eωi+s
[ϕi(ω

i+s, xi, yi+1, . . . , yi+s) | ωi+s−1] ≥ bi+s(ω
i+s−1),

∀ωi+s−1, . . . , ωn−1, s = 1, n− i}, (4.1.13)

��� G0
i ���������$�� �
�
� ��
��&�) Gi �� �

��������) ������

��
��
��	� 
������$���) �
�����$)'��� ����
�� xi! 1���
�����

��'����
����$ ����
�
� yi+s� s = 1, n− i� ��
�����
�$)'�� ���
�

��$� *+!�!�2-� 
����������
 ������) ����&��
���� � 
����������

� ����������
� ����
����
� ������! 3�
��
��� � � �
����
�� �

���
���� �����/��
��� ������ *+!�!�,- � *+!�!�.- $��$���$ ���
���

K1 �= Φ *&�����$ %���&�$ *+!�!�,- �
 �����
�
#���) 
���������

�����-� ����� ��
�� �
�
� K1 �= Φ� �
 � Ki �= Φ� i = 2, n!

4�����$ %���&�$ Qi(xi) ������ i��
 
���� ���������$�� �
�
�

���
��
� ������������
� 
#������ϕ0(ω
n, xn) � �����
�
#����� ��


�� 
����� ����/�����)'�� i���� ������
��� ���
� ωi−1 ������� �

���
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 ������ � ������� �������� 
�
��������� ���

��� xi−1� � �� ������� 
���	���� �� i��� ������� ����������� ���

����� x∗i+1, . . . , x
∗
n �

Qi(xi) = Eωn|ωi−1(ωn, xi−1, xi, x
∗
i+1, . . . , x

∗
n). (4.1.14)

����� �������� ����������� ���������� � ������� � ������� ��

i�� ����� ��� �������
 
����
����
��
 ������ 
�����
� � �������


���	���
 ������ ����������
�� � ��� �������������

inf
xi∈Ki

Qi(xi). (4.1.15)

!�� ���� ���
��������� �������� ������� ����� ���

xi = xi(ω
i)� yi+s = yi+s(ω

i+s)� s = 1, n− i� � ��������� ��������

������� " xi = xi(ω
i−1)� yi+s = yi+s(ω

i+s−1)� s = 1, n− i# $
�

�� %������ &	��%�� 
������������ �# �# ϕ0(ω
n, xn) =

n∑
j=1

ϕ0j(ω
j, xj)�

�����

Qi(xi) = Eωi|ωi−1{ϕ0i(ω
i, xi) +Q∗

i+1(ω
i, xi)},

 ��

Q∗
i (ω

i−1, xi−1) = inf
xi∈Ki

Eωi|ωi−1{ϕ0i(ω
i, xi) +Q∗

i+1(ω
i, xi)}, i = 1, n− 1,

��� i = n

Q∗
n(ω

n−1, xn−1) = inf
xn∈Kn

Eωn|ωn−1ϕ0n(ω
n, xn).

������� ����	�
��

'���� ���� 
�����
� ������ ��������� ������ ��� ��� ��������


����
����
��� ������ �������� � 
�������� 
����� ��� (� �����

���� ��
�����������)#
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�
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�
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��� ��$���� ������� 
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������ � 
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�
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�!
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�
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	 ������ ��
���
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� �� ���������	 ��
	���
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��������
� ��
��
��"

(����� ���������
� � ����	 ��
��������

 ������ �� ����
�
�

�$&����� ����������
� � ���$� ��
 �����
������ 
���
���� �����

�
�� 	��

	������ ��
���� ���
$���� ��
��
� �� ��
�
!� ����

���
� �� 
� ������
�"

) ����
��� ��
���
� ���
	�����
�
 	� 	���	 

���������� ���

���


��
�
� ��
�!
�� ��$��� �����
� � ����
���
�	 
 ��
�
���

�
�	� ��� 
 ��
�!
�� ��$���� 
�
������%
	
 ������� ������
�

����
���
�	 
 ��
�
���
�	"

) ����
��� ��
���
� ���
	�����
�
 F (y1(t), 2(t), . . . , yn(t)) �����

	�	 ��
�!
� ��$��� ���
	������� �����
� �� ��
���
� �������

!
��������� ����
�
� ���������
�*

ui(t) =
σi
δ
ci(t), (4.2.1)
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��� σi =
yi − yi(t)

Si(t)
, δ =

n∑
i=1

(
yi − yi(t)

Si(t)

)
.

������ �	��
� �
�	
�����
�� �	��� ��
�� ��
���
� �	
������	�


�
�������� ��
��	�	���� � �������� ������
����� � �����	
����

�� �
	����� ���	�	�	�	 �	
���
��� 
���
�� �	 �
� 	�������  �
����

��
���� ������ 	
�!�
��
���
� ��	�	���	��
��	 ��������� 
����


���� �
� �	
������� "��
	��	�	 
	
�	���� ����	�	 ������
�����

#�	�
$	��� %�	����������& 	�����	� ��	�	���	��
��	 �$ 	�
�����

���� '��	� ��
�����
���� �
�� ��	�	���	��
��	�� #
�� ��
������


���� �	��	
��� 	��	�������	 ������
�� �
� 	������ �� ����
��	�	


	
�	���� � �������	��

(�����
�� "�	�	����
��� 
��

 )	���
� *+�,�-./

σi =
yi−yi(t)
Si(t)

0 
���� 
���
��� ��	�$	����$ �
� �����	�� 	���

�

i �� ����!��	 
	
�	���� � ���	�	�	� "��
	��	� *��
���	�.1

δ =
n∑

i=1

(
yi−yi(t)
Si(t)

)
0 
���� 
���
��� ��	�$	����$ �� �������� �
�$

	���

�� �� ����!��	 
	
�	���� � "��
	��	��

2
��	����
��	�

σi

δ 0 �	
� 
���
��� ��	�$	����$ �
� �������� i��	 ������
�����

#�	�	���	��
��	� ��
�����
���� � 	��� �� �	
���	��	 ��
��	�


��������$ �������	� ����������
�	� ��	��� �������� ��3����

��� ��
�����
���� ������ � ��
��� �����
��  �
��
� �	��	 ��
�

�����
��� ����� ��	�	���	��
��	 ��	��� �������� 	�����	�� �	�

��� ���� ��	�	���	��
��	� ��
�����
���� 
���
�� c(t) � ��	�	��

��	��
��	� ��
�����
���� ��)����� 
���
��/
n∑

i=1

(
yi−yi(t)
Si(t)

)
−c(t)� ���

n∑
i=1

(
yi−yi(t)
Si(t)

)
0 ��������� 
���
��� �� �������� �
�$ 	�����	�� �

c(t) 0 ����!��
� 
���
����

���
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��� ����������
 ���
�

�������
 
� ���	������ ��������� �
���������� ��� ������	�����

!�� "�	
#� ������� ����$�� ��������� z��% ������	���� �� ���	���

����& ��� "�	
#� ���
��� ��
�	����� �� ����
#���� ���� 
������

������ � �������� �"'������

���
� ��
�(� �������� ��#���� ������
�	���� �������� "�
��

����
 ��
)

ui(t)−
yi−yi(t)
Si(t)

n∑
i=1

(
yi−yi(t)
Si(t)

) → min, yi �= yi(t);

n∑
i=1

ui(t) ≤ c(t) = ϕ(t) + ψ(t);

yi(t) = yi(t− 1) + Si(t)ui(t) + di(t);

yi(t) ≥ yi(t+ 1), yi(1) > 0;

Si(t) ≥ 0, c(t) > 0, ui(t) ≥ 0;

i = 1, 2, . . . , n, t ∈ [1, T ].

*�
�	
 �������� ��#���� ������
�	���� �������� � ���������

��"��� ������������ �������� ��	����� (������ �	�(��� �������

�� �����������	
���� ��������� +�� ��
�	
 ����� ����	
�����
��

���
�& ���
� ��	
� ��	����� ������
�	���� �������� ��	����� ���

��������� ��	�������� 
����������� � �������� ������	���� ,�"'�

�����-�

./����	����� ��� ��
�(� �	�
��$�� �"������{(
yi − yi(t)

yi

)
−
(
yj − yj(t)

yj

)}
→ min;

���
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n∑
i=1

ui(t) ≤ c(t) = ϕ(t) + ψ(t);

yi(t) = yi(t− 1) + Si(t)ui(t) + di(t);

yi(t) ≥ yi(t+ 1), yi(1) > 0;

Si(t) ≥ 0, c(t) > 0, ui(t) ≥ 0;

i, j = 1, 2, . . . , n, i �= j, t ∈ [1, T ].

����� �����	 
 ��
�
����
�
� �
��� ������� �
�
��� 
 
�������

��� �
�	���� ���
� ��
���������� ��
	�

�� �
�
�
� 
���	���
���

�
 �� 	����
����� ��
��
�
���� � �

������� 
����
 ������� 

!�� �
���� 
��
������ ��� ����
��� ����������� 
�


�
� ����

�������
� � ���
�
��� ����
���� 


�
����� �������� �
�" ���

���������� ��
 �

������� �	��� 
��
��������� 

# �������" ������" �������� ��$���� ��
���������� ��
	�

�


 �������
� ���
�� ����
����
�
 �������� � ����	% 
������ ��
�

�������%�
� 
���
��� � ���
��������� �
 �������
 ������ ���

��������� &
�'����( ��� �

������� ��� ���
�
�
�
� ������� ���

����
�
� ����
��
�
 


�
���� )
���$��
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�� ��
�
 ��
	�
� �
�

�	� �
�
���
����
� �� �
��$���� 
����
 	�
��� �������� *��

��
� ��
�"
���
 ������ 
����������� 	�
���� ���� ��
�� �� ��


�

������� �� 	$�� �
� ���%���
� ��
	�
� 

+�
�
��� �� ��

�
�	 �
�
���
����� � $��
�
� ����������� ���

��������
������ �
���� ������
 
������%�
� 
	��
�����
 ������

�
����� ��� 
��
���� � ��$���� ����� � 
�
���" �������" ��
�

�
����
��" 	
�
���"� ��� ��� ��������� ����������
�����" �
�

������ � �
�
��� 
�
���
� ������ ������
������ ��
���������� ���


	�

� � 	���������� ��

������%�
� �� ���
������� �
�
��� �
�


�� � �
� ��� ��
� ���� ���
���

���� "������� #
� ��
 ����
���

���
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� ����� ��� ��	�
 ��� 
	� ��������� ������� ����� 
�	�����
 ����

��� 	��������� ���� ��� �������������� 
��������

�	���� �� 
�������	�� ��������� ������ �� ������ � ���� ���

	������ �����
����
 ������� ������� �������
���� �������
��

���� � ����� �� ����������	�� ��
������ �������	�� � ���	��

���
���� ����������� � ����
��� 	��������� ����� 	�����
 
��


�� � ����������	�� ����� 
�������	����� ��������� �	������  ���

������	��� ��!������� 
 ��������� ��������

" ������ 	������� 	�	���� �����
��	�
����� ��������� ����
��

��� ��� 	 ����������	�
# �	�$�	�
���� �����
����� ������
��	���

������� 
 	
�# ������
 �����������
��� �����
�� 	��	���� ���

��
��	�
� !������ ������������� ������������ � 
 ����� �������

���
��� � �������� �����	�
��� %� 
 	��� ��	��������� ������

������� !���  ��� ������
��	�� 
 	���� �����		� �������
����

���������� �	���
��
���� ������
 	�������� �
����� � �����		�



 ������	�� ���	������� ����������	�� 
 	�����
��� ��������	���

���
���� ��$�	�
� � ��������������	���� ������		��

"������� �������� �������� � ����������
�� �������� 	������

#$�� �����
�����
�� �����
���� �������
��	�� � ���	��
����	��

����������
��� ���
���� � ��		�������# ����� ������ ����� 	���

��	����	���� �����������
����� &���������
�� ������ ���������

��� 
 ����� ������ 	����	����	��� ������� 	�	���� �� 
 ���������

����������� ����� ��������� ������ � 
 �������
���� ������������

������� ���
���� ��	������
  ��� ������������

%���
�� ��������� ������� ����������	�� ����������
�� ����

��� ���
���$�� � ��		�������# ����� ������ ������� 	����	�����

	���� �����������
����'

(� 
 �����		� ����
����� ��	�� �� ����	��
����	� 
��������

���
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������������� ��	
������ 
���������� �������� ���� ����������

����
�� ������� ��
���
��� �
���������

�� � ��
����������� ����� ������ ��������
���� ����������� 

�� �
��� �
����� ���!����
��� ��� ��"�� ���"�� ����� ��������

�"� ��� �������� 
���������� ���������� ����
��

#� ������� ������������� ��!�������� ���"��� $

����������

�� ���
�������

%� �����&���� �������� ����
������ �� ���������� ����������� 

��� �	���� �������� � ����&���� ������� ����� �
� ���	������ 

��� ����
����
���� �������

'� ������ �
� �����
����� ���� ����
�������� �������� ����� 

����� ���!����
��� ��������� �����
��!�� ������������ ������

����������� � ������
����� �������
�� ��������

(����� ���	��������� ������������� �
��� �� ��
����� �
�� 

������ ����������� � ������� �
����������� )������������ ��� 

������ ����� �
��� ����������� �����!� �
���������� � ��
�����

��������
��������

*��	� ������� � ������������ �������������� ����
�� ����� 

��� ��&���� ������ ����������
���� ��������

)�� �� �"� ������
� � ������ �
��� +��� �� ,���,- � �	!�� �
����

��&���� �������������� ������ �������� ��&���� ��������
��� �� 

	�� ��&��!�� �����
� �
� ��&��!�� ��������
����� ������!�� ��

���� ����� 
�������� .������ ������ ������ �� ������� � ��	
� 

������ ����!�� �������� ���������� ��
���� ������� (�� ������ 


����� ��������� �����	�
��� / ���������� ����������������

��������
���� �
� ��	����� �����"��� �������� �
������� �� 

�������� ��
����� .������ ������ ������ ����� ��	
�����������

����
��������� �
� ���������� �
� �
� ���
�������
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����������	
 �����
��� ����	�� 	�	 �����
��� �����������	
�

������� ������ ������ �������
���
 �������	����� 	�������	�

��� ��
��
�
���
 � ���������� ��������	
 �� ���������� ����	���

�	�� ���������� �����	� ���� 	 ��	�
�	
 �����	��

! ��� ��� ����� �����	� ������������ ��������	�� �����
	�

����	�� 	 �����
	� �����������	
 ���	�
� ������ �� ������	�	�

�������" ���������� 	 ����	��	 ���	" "�������	��	� ��� ����"

���������� �����	� ���� 	� ! ���� �" ��	�
�	
 �����	�� � �����

��" �����	� ������� �� ��������	��� �����
	� ����	�� 	 ����	�

��	 ���	� "�������	��	�	 �����
	" �����������	� ���������
��

����� �����		� ����	�� 	�	 	�������		� ��������	���
	� ���	�

�	����� �����	
 ��� �� ���	����� 	�������		� ��� 	 �� ����	���

�����" ��� ��	� ��� ����" ���������� �����	� ���� 	�

����������� 	
�
�
 �������� �	�
��� � 	������� 	���	�
��

����� 
 �	���
�	� �	������ 	������� 
 ����	�� 	������ �	����

������ 
� �����
����� ��
�� ����
��� ��	��	�����

����������� 	
�
�
 �������� �	�
��� � 	������� 	���	�
��

����� 
 �	���
�	� �	������ 	������� 
 ����	�� 	������ �	����

������ ����� �����
����� ��
�� ����
��� ������	��	�����

#������� � ����������	� 	 	���������	� �����$�����" ���"��

��	 ���	" ������� ��	�
�	
 �����	� �����������	
 �������� �

��	��	���	 ������ �����	 ������ ��	�	���	���� �������	������

���� 	 ������������ ����	�	
�

��� �����	
����
 ������ ������	����� �	����	������� ����� � ����

�	��������� ��������� ���
�����

#���� ���� � %&�'�'()�%&�'�'*) �������
 � �������	����" ������


	" ����	��"� +����������� ������������	� bk(ωk−1) �����"  ��

���
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���� ����	
��	
� �
������ ��
 �������������
� ������� ��������	�

	�� 	���� �������� ��	����� �������	���� Bk� ��
 ���� �� ���

�������!�	�"

 bn(ωn−1) ∈ Bn ������������� ���# ������ �
����$��

�
����%�� &���	��
� ����� S(bn(ωn−1)) 	
 	�� ���	' �	���	
� "��

������ !�	�"
�	��� �
����$� � ���
�
����
 �� ������ ����
 ����	
�

��	
� �
������� ����� S(bn(ωn−1)) ( !�	�"
# 	� Bn� )������� 
��

��� ���� Fωn 	�����*�	�� +���� ��������� ����� ��	
��

������� ��	�
� ��� �����	�
 �� x ��
����
 ϕ0(ω
n, xn) �

−ϕk(ω
k, xk)� k = 1, n ��
����
�	 S(bn(ωn−1)) � �����	���

)�
 n = 1 �*�������' S(b1) ������� 
� ������* ,#��	��� � ����

���	*� ����� -%.$/ ���
�  � �������� 	���
���� ��� � -�0�/� 1�#

��������
����
 ����� ��	
# ��
 n = 1 	�� 	������
����
 � ���

����	

 � �*�������
 ϕ0 
 −ϕ1� )�
 n > 1 ��������	
� �*����

����
 S(bn(ωn−1)) ������� 	������*� �������� �	
� � ���������

"������ !�	�"

 
 ����	
��	
� �����
� 	���
���� �*�������
 ϕ0


 −ϕk� k = 1, n� 2����
� �*�������
 ϕ0 
 −ϕk �� x ��������	���

	� 	� 	������
��� �����
� ��# �*�������
 S(bn(ωn−1))�

3������ 
�4�� ������#�� ������
�' ������� ��������		�� � �
����$��

�
����%�� )���' 
����

hk(λk, ω
k, xk−1) =

= sup
xk∈G0

k

[
(λk, ϕk(ω

k, xk−1, xk))− Sk+1(ω
k, xk)

]
, (4.3.1)

Hk(λk, ω
k−1, xk−1) =

∫
Ωk

hk(λk, ω
k−1, ωk, x

k−1)dFωk|ωk−1, (4.3.2)

Sk(ω
k−1, xk−1) =

= sup
λk≥0

[
(λk, bk(ω

k−1))−Hk(λk, ω
k−1, xk−1)

]
, k = 1, n, (4.3.3)

��� Sn+1(ω
n, xn) = ϕ0(ω

n, xn)� λk = {λkj}� k = 1, n� j = 1,mk�

5
������ (. , .) ����	������# ����#�	�� ���
�����	
� � ����
�����

���
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�����������	
 � �����
 ≥ ������	��� � ����
	 �������� ��������

�	��� �������	
��� �	�������	
����� �������� �����

S(bn(ωn−1)) � ��������	 ������� S(bn(ωn−1)) �� ����	 ���������

���� Bn
 ��	� S(b
n(ωn−1)) � 	��� �����
���� ��
��	��	������ �����

�� Bn �������
 �	 ��	������� �� S(b
n(ωn−1))� !�		� �	��� �
	���

" �� �	��	�� ���#���	�������

������� ��	�
� ����� ����� ���������	� S1 = S(bn(ωn−1))


��
�� ����� bn(ω
n−1) �� ���������� ��������� � ��� ����� �����

�	�� ������� ���	� � ����� !���" #$�%�%%&�

$��	����	�	���	 ���	�%�	��	 ��	� �����%����� ������
����

���� �����	������	 �	��" �	 �����
� �
� ������ &'�(�()*�&'�(�(+*


��		� ����������	 ��
���	 ������
�������

������� ��	�	� '���� ��(�����)� ������������		

xn(ωn) = {x1(ω1), . . . , xn(ω
n)} ∈ Gn(ω

n),

λn(ωn−1) = {λ1, λ2(ω
1), . . . , λn(ω

n−1)} ≥ 0,

����*�����")(	� ���������	"� (4.1.12)#��� ���������� ��	

λij(ω
i−1) �= 0 &� 	

hk(λk, ω
k, xk−1(ωk−1)) =

= (λk, ϕk(ω
k, xk(ωk)))− Sk+1(ω

k, xk), k = 1, n, (4.3.4)

+�� Sn+1(ω
n, xn) = ϕ0(ω

n, xn)� � ����*���� ��!	�*")��" � �����

(�) ����������� ���������	� #$�
�%& � #$�
�
&� ��+�� xn(ωn)

��������*"�� ����� ����� ���	��*��� �������	���� ����)�

(	 ����	* ,���!	 #$�%�%�&�#$�%�%�&�

���������	
��������	�	� �������	
����� � �����	������ � ,+)-.�

!�		� �� �������	��# &'�-�(*�&'�-�-*/∫
Ωk×...×Ωn

ϕ0 (ω
n, xn(ωn)) dFωn ≤

���
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≤
∫
Ωk

Sk+1

(
ωk−1, xk−1(ωk−1)

)
dFωk|ωk−1 =

= −
∫
Ωk

hk

(
λk(ω

k−1), ωk, xk−1(ωk−1)
)
dFωk|ωk−1+

+

∫
Ωk

(
λk(ω

k−1), ϕk(ω
k, xk(ωk))

)
dFωk|ωk−1 =

= −Hk

(
λk(ω

k−1), ωk−1, xk−1(ωk−1)
)
+
(
λk(ω

k−1), bk(ω
k−1)
) ≤

≤ Sk

(
ωk−1, xk−1(ωk−1)

)
, k = n, n− 1, . . . , 1.

����� k = n� ��	
�� ��	�
���

� �������
�� �� ��	�������� 	�
���

�

��� �	� k = 1 ������ �	��� 
���� S1 ≤ S(bn(ωn−1))� ��� � �	����

�
�	���� �	� k = 1 ∫
Ω1×...×Ωn

ϕ0 (ω
n, xn(ωn)) dFωn =

=

∫
Ωn

ϕ0 (ω
n, xn(ωn)) dFωn ≥ S(bn(ωn−1)).

���
��� ∫
Ωn

ϕ0 (ω
n, xn(ωn)) dFωn = S(bn(ωn−1)),


��� xn(ωn) � 	������ ������ � �!�!"#�� �!�!$#�

������� ����	�
��

%��������� �

�	&����� ��&�
 '�
( �����(��
��� ��� ���
	��

���� ��
����(��) ����
�	��	��) 	����*�) �	�
�� ������
���

��� ������ �
�)��
�������� �	��	����	�
���� � ����
���� 
�	��

�
���
���� ��	�����������

���
( ����� ������ 
���

Eϕ0(ω
n, xn) → inf, (4.3.5)

P{xk ∈ Dk(ω
k, xk−1) | ωk−1} ≥ αk(ω

k−1), (4.3.6)

���
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xk(ω
k) ∈ G0

k(ω
k), k = 1, n, (4.3.7)

��� �� �����	 
���� ϕk(ω
k, xk) �
���������� ����� ��
����
�������

���� ������� ���������� 	�������� Dk(ω
k, xk−1)� � ��� bk(ω

k−1)

� ��
��������� �� ! !!" # �����
$ αk(ω
k−1)� �
��������%�� ��
�&�

�� [0, 1] �&����� �� ' (" � �� ' )" �������� �����$	 ������	 &�����

�� ! !*" � �� ! !+"" 

,��&����	

αk(ω
k, xk−1) = sup

xk∈D̃k

ψk(ω
k, xk);

ck(ω
k, xk−1) = sup

xk

ψk(ω
k, xk); (4.3.8)

Uk(λk, ω
k−1, xk−1) = {ωk ∈ Ωk | ck(ωk−1, ωk, x

k−1) ≤
≤ αk(ω

k−1, ωk, x
k−1) + λk}; (4.3.9)

Vk(λk, ω
k−1, xk−1) = {ωk ∈ Ωk | ck(ωk−1, ωk, x

k−1) <

< αk(ω
k−1, ωk, x

k−1) + λk}; (4.3.10)

uk(λk, ω
k−1, xk−1) � vk(λk, ω

k−1, xk−1) # 	�
$ 	������� Uk � Vk

���������������

λ∗
k(ω

k−1, xk−1) = inf{λ ≥ 0 | αk(ω
k−1) ≤

≤ uk(λk, ω
k−1, xk−1)}; (4.3.11)

Ψk−1(ω
k−1, xk−1) = Hk(λ

∗
k(ω

k−1, xk−1), ωk−1, xk−1)−
−αk(ω

k−1)λ∗
k(ω

k−1, xk−1); (4.3.12)

Hk(λk, ω
k−1, xk−1) =

∫
Ωk

hk(λk, ω
k−1, ωk, x

k−1)dFωk|ωk−1; (4.3.13)

hk(λk, ω
k, xk−1) = max{αk(ω

k, xk−1) + λk, ck(ω
k, xk−1)}. (4.3.14)

-����.&�� ���
�	� � ' '� 	���� �
���
��. ��
����������. ����

���%��� ����
������ 

���
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������� ��	��� ����� ���	
 ϕ0(ω
n, xn) � �
���������� �����

������� � ������� ������� �����!� ���"��	�#$ 	�
%� ��&��� 
���


����������� �����'�( ϕ∗
0(ω

n, xn) = −ψn(ω
n, xn)� )	� ����� �*�� 

%����	�� � �����
	�	� ��+���� ��������	��, ���	�"# �����-� 

�����.��$ *�� k = n, n− 1, . . . , 1�

��� ����� ���	
 �
�
���� ���
�����
� �������
���
� ������

�
� ����
�� ������������ �������
������ �����
 � ������
�
 ���

���������
�
 �����
���
��
� ������ ��� �� �� ��� !k��" �����

��� �����Lk(ω
k−1, xk−1) 
Nk(ω

k−1, xk−1)# $�� �����Lk(ω
k−1, xk−1)

�������� ���
������
� ������ ������ ���


αk(ω
k−1)− v(λ∗

k, ω
k−1, xk−1) ��� ����� Rk(ω

k−1, xk−1) =

%Uk(λ
∗
k(ω

k−1, xk−1), ωk−1, xk−1) \ Vk(λ
∗
k(ω

k−1, xk−1), ωk−1, xk−1)#

$�� ����� Nk(ω
k−1, xk−1) �������� ��������
�� Lk(ω

k−1, xk−1)

�� Rk(ω
k−1, xk−1)# & ��
� �	�������
�� xn(ω

n) ���������� ���
�

�����
� ��	�� �������
���
� ������
� ����
� �����
 !'#(#)" �

!'#(#*" ����� 
 ������ ������ ����� �� �� ��� ����� !k��" 
����

����� ���������
�

xn(ω
n) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

∈ D̃k(ω
k, xk−1), ψk(ω

k, xk(ωk)) = λk(ω
k, xk−1(ωk−1)),

���
 ωk ∈ Uk

(
λ∗
k(ω

k−1, xk−1), ωk−1, xk−1
) \

\Nk

(
ωk−1, xk−1

)
.

ψk(ω
k, xk(ωk)) = ck(ω

k, xk−1(ωk−1)),

���
 ωk ∈ Vk

(
λ∗
k(ω

k−1, xk−1), ωk−1, xk−1
)∪

∪Nk

(
ωk−1, xk−1

)
.

(4.3.15)

& ���+����� ����
�����
�� ������
�����
� 
 ��������
� ����
�

���
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�������� ��	
� ���� 
������������ � ���� ����� �� �������
��

������� ����������������� ������������� ����� �� ����� 
������

������� �� ����� 
�����	� ��� �����������	� ����������� ������

���	� ��� ��������� � ���
������ ����
 !�� ����������	� ������

������"� ��������
 ��	������ ������� ����������������� ������

��� �������� ����� ��
�������

# �������������� ������������� ������� ������� ������� ��$

��� ���� ������
� �� ������� � �������� �� ��������������" �

����������" ������ %� ��������������� ����� ���	�������� ���

���� !�� ������� ��� ���� !�� ������������� & ������� ���$

����������� �����' �� ���� ����� �� ����
���� ����������" ��
��$

����� �� �������� ������� %��������� ����� ���
��
�
 ������ �

��������� �������������� �������������� ��
��"��� ����������


�����" �������

# ��������� 	��� �
����������� � ��
	�" �
�� ������� ���$

����������� ����� ����
���� !�" ��������� (���� ����������$

	� ���������� ���� !�� ������ ��� ���� !�� ������������" ��

���������������� ���� ������ ������������� �������" ��
��"$

��� ���������� ������� ���� � ���
 ���������
 � ���������� ��$

��������������� ���� !�� ������ ��� ���� !�� ������������"

��� ������ ��� ��������� ���
������ �������������� ���������$

���� �������" ��
�������� %��� ��������������� ��������� ���	�

������� � ���������� ����!����� ����� �������������" ��������$

������

���
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��� �������	
� ����
� �������� ������� 	 ����	��� �������� ���

�������� � �������������� ��������� ���	�����

���������� �	�
�����	
� �����
 ���	���� ����	�� � ������	����

	��� �
��	���	���� � ����������	��� ��������� ����������

Mωnψ0(ω
n, yni (t)) → inf; (4.4.1)

Mωk
{ψk(ω

k, uki (t)) | ωk−1} =

= Mωk

{
n∑

i=1

k∑
j=1

{uij(t, ωk) | ωk−1}
}

≤ ck(t, ω
k−1); (4.4.2)

yi(t+ 1, ωk−1)− yi(t, ω
k−1) =

= Si(t, ω
k−1)ui(t, ω

k−1) + di(t, ω
k−1); (4.4.3)

yi(t+ 1, ωk−1) ≥ yi(t, ω
k−1), yi(1, ω

k−1) > 0; (4.4.4)

Si(t, ω
k−1) ≥ 0, ui(t, ω

k−1) ≥ 0, ck(t, ω
k−1) > 0,

i = 1, n, ωk ∈ Ωk = ×k
i=1Ωi, t ∈ [1, T ], (4.4.5)

��� ck(t, ωk−1) � �����	 
����
��
�
��� ��	���
�����

�
�� � ��
�
��� �������� ����������� �� ����	�� ���

�
�
���

�	����� ����	� �������	����� �� ������ ����
� ����� ����� ���

Mωnψ0(ω
n, yni (t)) = Mωn

{
n∑

i=1

(
yi − yi(t, ω

n)

yi

)}
→ inf; (4.4.1′)

Mωk
{ψk(ω

k, uki (t)) | ωk−1} =

= Mωk

{
n∑

i=1

k∑
j=1

{uij(t, ωk) | ωk−1}
}

≤ ck(t, ω
k−1); (4.4.2′)

yi(t+ 1, ωk−1)− yi(t, ω
k−1) =

= Si(t, ω
k−1)ui(t, ω

k−1) + di(t, ω
k−1); (4.4.3′)

yi(t+ 1, ωk−1) ≥ yi(t, ω
k−1), yi(1, ω

k−1) > 0; (4.4.4′)

Si(t, ω
k−1) ≥ 0, ui(t, ω

k−1) ≥ 0, ck(t, ω
k−1) > 0;

���
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i = 1, n, ωk ∈ Ωk = ×k
i=1Ωi, t ∈ [1, T ]. (4.4.5′)

��������	 yi(t+ 1, ωk−1)− yi(t, ω
k−1) �
�
� Δi(t, ω

k−1)� �

Si(t, ω
k−1)ui(t, ω

k−1) + di(t, ω
k−1) ��������	 
�
 fi(t, ω

k−1)�

���
	 ��������� �����
������
 �
�����
 �������� ��
� ���
�
�

���� �
�
��
 ��
�� ��������� �
�����

uni (t, ω
n) = (ui1(t, ω

1), ui2(t, ω
2), . . . , uin(t, ω

n)).

��������	 �
�
� pi �
����������� 	
�� �� Ωi  	��!
���
 "�
�

	
������� ������� A� ���
�
�
���� ��
�����	 ������	#


��� A ⊂ Ωi� �� pi(A) = p(A × Ωi+1 × . . . × Ωn)� � �
�
� pi  

�������� �
����������� 	
�� �� Ωi# ��� ��
� A ⊂ Ωi, B ⊂ Ωi−1

pi(A | ωi−1 ∈ B) = pi(A×B)
pi(Ωi×B) ��� ����$� A ⊂ Ωi, B ⊂ Ωi−1�

%
�� pn ���
	 ��
�����$��� �
��
�������

&���� Σ  σ���$
��� ��������� ������� �� Ω� '�
�	 ������	�

	� ���
�
���� �
����������
 ������������ (Ω,Σ, P )�

&
�
(��	�����
	 ������ )*�*�+,�)*�*�-, ��
�����	 ������	� '�
�

��
��� 	���	���������∑
Ωn

ψ0(ω
n, y1(t, ω

1), y2(t, ω
2), . . . , yn(t, ω

n)) (4.4.6)

�� ����
������� ��	
��	�� ������!
���

uni (ω
n) = (ui1(ω

1, t), . . . , uin(ω
n, t)), uij(ω

j, t) : Ωj → Uij,

$�
 Ui  	��!
���� ������������ ����
���� ��
��� ���

uij ∈ Uij� i, j = 1, 2, . . . , n� �����
��������� �������	#

∑
Ωj

ψj(ω
j, ui1(t, ω

1), ui2(t, ω
2), . . . , uij(t, ω

j)) =

=
∑
Ωj

n∑
j=1

uij(t, ω
j) ≤ cj(t, ω

j−1); (4.4.7)

���
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∑
Ωj

{yij(t+ 1, ωj−1)− yij(t, ω
j−1)} =

=
∑
Ωj

{Sij(t, ω
j−1)uij(t, ω

j−1) + dij(t, ω
j−1)}; (4.4.8)

yij(t+ 1, ωj−1) ≥ yij(t, ω
j−1), yij(1, ω

j−1) > 0; (4.4.9)

Sij(t, ω
j−1) ≥ 0, uij(t, ω

j−1) ≥ 0, cj(t, ω
j−1) > 0;

i = 1, n, j = 1, 2, . . . , n, ωj ∈ Ωj = ×j
i=1Ωi, t ∈ [1, T ]. (4.4.10)

��� ������ 	
������ 

�
��� 
��	

�
�
��� 

��
��� � �	���
�


��
���� 

������� 	
������� � �������
��� 	
����	�� ���

��
�� ������ ������ ���
� ���� 	


��
����
����� ��
������

��
�����  

��
��� ��������
�����∑
Ωn

ψ0(ω
n, y1(t, ω

1), y2(t, ω
2), . . . , yn(t, ω

n)) =

=
∑
Ωn

n∑
i=1

(
yi − yi(t, ω

n)

yi

)
	
� ��	���
��� �������

∑
Ωj

ψj(ω
j, ui1(t, ω

1), ui2(t, ω
2), . . . , uij(t, ω

j)) =

=
∑
Ωj

n∑
j=1

uij(t, ω
j) ≤ cj(t, ω

j−1); j = 1, 2, . . . , n;

∑
Ωj

{yij(t+ 1, ωj−1)− yij(t, ω
j−1)} =

=
∑
Ωj

{Sij(t, ω
j−1)uij(t, ω

j−1) + dij(t, ω
j−1)};

yij(t+ 1, ωj−1) ≥ yij(t, ω
j−1), yij(1, ω

j−1) > 0;

���
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Sij(t, ω
j−1) ≥ 0, uij(t, ω

j−1) ≥ 0, cj(t, ω
j−1) > 0;

i = 1, n, j = 1, 2, . . . , n, ωj ∈ Ωj = ×j
i=1Ωi, t ∈ [1, T ].

����� ������	
�
�
� ��� cj(t, ω
j−1) � ���
�������� ���������

��������������� ������
j∑

k=1

mk������� ��������������

cj(t, ω
j−1) = (c1(t), c2(t, ω

1), . . . , cj(t, ω
j−1)) � ������	�� ����� ����

���
 cj(t, ω
j−1) �	������� ���
���

‖cj(t, ωj−1)‖ = max(|c1(t)|, sup
ω1

|c2(t, ω1)|, . . . , sup
ωj−1

|cj(t, ωj−1)|),

��� |cj| � ���	����
 ����
 ������
 cj � mj������� ���	������ ����

���
������  ��	
��� !"#$� �����������
 ���% �
��% ������& ���
����

�
�
%��� ������
������ ������� �����
��� ����� Cj� '���
 �
(��&

�������������� cn(t, ω
n−1) ∈ Cn ����� ������������
�
 ���) �
�
�


*+�+�,-�*+�+�#.-� /����
��� ����� S̆(cn(t, ω
n−1)) ��(��� ��
�
 ���

	����� ��������
	
 *+�+�,- �
�
�� *+�+�,-�*+�+�#.-� ���	
��� !",$ 0��

������) �
 Cn�

1
��������� ωk−1� uk−1
i � ck ∈ Rmk

�

2
�������� �	������� �
�
��� 3����������
�
∑
Ωk

ψ0(ω
k−1, ωk, u

k−1
i (t), uik(t, ω

k), t) (4.4.11)

�
 ������������ �����)���% �����
(���&4

uik(ω
k, t) = uik(ω

k−1, ωk, t) : Ωk → Uik,

����	�����)���% ��	���)�∑
Ωk

ψk(ω
k−1, ωk, u

k−1
i , uik(t, ω

k), t) ≤ ck(t, ω
k−1), (4.4.12)

∑
Ωk

Δk(ω
k−1, ωk, u

k−1
i , uik(t, ω

k), t) =

���
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=
∑
fk

Δk(ω
k−1, ωk, u

k−1
i , uik(t, ω

k), t), (4.4.13)

ui(t, ω
k−1) ≥ 0, ck(t, ω

k−1) > 0, i = 1, n, t ∈ [1, T ]. (4.4.14)

��������	 �
�
� S̆k(ω
k−1, uk−1

i , ck) ����

 ����� 	���	�����
�

	��� �
�
���� ����������� ������ �������

������� ����	� �����S̆(ck(t, ω
k−1)) ��������� � 	
�	�� 
��	��

�
	
�
�
�����
� ��	��
�	��� � ��������� �������∑
Ωk

S̆k(ω
k−1, uk−1

i (t, ωk−1), ck(t, ωk−1)) → min (4.4.15)

��� ���� uk−1
i (t, ωk−1) = (ui1(t, ω

1), ui2(t, ω
2), . . . , ui,k−1(t, ω

k−1))� ���

�
�� ��� ∑
Ωl

ψl(ω
l, uli(t, ω

l), t) ≤ ci(t, ω
l−1), (4.4.16)

∑
Ωl

Δl(ω
l, ωk, u

l
i(t, ω

l), t) =
∑
Ωl

fl(ω
l, uli(t, ω

l), t), (4.4.17)

ui(t, ω
l) ≥ 0, cl(t, ω

l−1) > 0, t ∈ [1, T ], l = 1, k − 1, i = 1, n.

(4.4.18)

���������	
���� ���� uki (t, ω
k) = (ui1(t, ω

1), . . . , ui,k(t, ω
k)) ����

��
 ���!
 ������!	 "#�#�$%&'  �∑
Ωk

ψk(ω
k−1, ωk, u

k−1
i , uik(t, ω

k), t) ≤ ck(t, ω
k−1).

(�) �	� *� �*�
�
�
��
+

S̆k(ω
k−1, uk−1

i (t, ωk−1), ck(t, ω
k−1)) ≤

∑
Ωk

ψ0(ω
k, uki (t, ω

k)).

,�
���� 
����' ����!! ����� �
�
���� ����������� ������ "#�#�$-&�

"#�#�$.& �
 ����/
 S̆(cki (t, ω
k−1))� , ������ � ����0' 	���� ��� �

uk−1
i (t, ωk−1)  ��' � ��0 �0*���!���� ��� ��/
��
 "#�#�$%& � � ��0

���
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�������� ��	
��	
� �� �
���� ����
 ��	����� �����
���	� �����


����������������� �� ��	��� �� �� �������� ε > 0�

!�

 ���
��� �	� ������� ωk−1 ������ ����������������� 


uk−1
i = uk−1

i (t, ωk−1)� ����� ������ ����" ��� ����	������	� �
	��

�
# ������$� 
 ����" �������� ��	
��	
� �� �������� �� ��	�� �� �� ε�

%���� ������������
� uki (t, ω
k) = (uk−1

i (t, ωk−1), uik(t, ω
k)) ����	��

������� �
	��
� �����&��

'�������� ����� S′ �
��## ����( ��	����� �����
���	� �����


����������������� )�	���� *

S ′(ck(t, ωk−1)) ≤
∑
Ωk

ψ0(ω
k, uki (t, ω

k)) =

=
∑
Ωk−1

[∑
Ωk

ψ0(ω
k−1, ωk, u

k−1
i (t, ωk−1), uik(t, ω

k−1, ωk))

]
≤

≤
∑
Ωk−1

[
S̆k(ω

k−1, uk−1
i (t, ωk−1), ck(t, ω

k−1)) + ε
]
≤ S ′ + ε.

%�� ��� ε  " �"���	
 )��
���	(��� �� S ′(ck(t, ωk−1)) ����� �
����

����(  
�
 
�
��� ��� �����
���	� � ������ ������������������

������� ����	�
��

������� ����	� +,-.� ��� �����	�
 �� ui ��
����
 ψ0(ω
n, uni ) �

−ψk(ω
k, uki )� k = 1, n� ��
����
�	 S̆(cni (t, ω

n−1)) � �����	���

��� �������	
	�� �
��
�����	�� �������� 
������

/�
���
 ������� ����
������# � �����-� � ������0�� 
 �����������#

)�
	�������	(��
�( ��1�#2
3 )���
	�

!�

 ���
 
	���#2�# )�
	�������	(��
�( �����
�*

hn(λn, ω
n, un−1

i (t)) =

= sup
uin∈Uin

[(
λn, ψn(ω

n, un−1
i (t), uin(t))

)− ψ0

(
ω0, un−1

i (t), uin(t)
)]
;

���
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Hn

(
λn, ω

n−1, un−1
i (t)

)
=

∫
Ωn

hn

(
λn, ω

n−1, ωn, u
n−1
i (t)

)
dpn;

Sn

(
ωn−1, un−1

i (t)
)
= sup

λn≥0

[(
λn, cn(t, ω

n−1)
)−Hn

(
λn, ω

n, un−1
i (t)

)]
;

hn−1(λn−1, ω
n−1, un−2

i (t)) =

= sup
ui,n−1∈Ui,n−1

[(
λn−1, ψn−1

(
ωn−1, un−2

i (t), ui,n−1(t)
))−

−Sn

(
ωn−1, un−2

i (t), ui,n−1(t)
)]
;

Hn−1

(
λn−1, ω

n−2, un−2
i (t)

)
=

=

∫
Ωn−1

hn−1

(
λn−1, ω

n−2, ωn−1, u
n−2
i (t)

)
dpn−1;

Sn−1

(
ωn−2, un−2

i (t)
)
=

= sup
λn−1≥0

[(
λn−1, cn−1(t, ω

n−2)
)−Hn−1

(
λn−1, ω

n−2, un−2
i (t)

)]
;

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

hk(λk, ω
k, uk−1

i (t)) =

= sup
xk∈Xk

[(
λk, ψk

(
ωk, uk−1

i (t), uik(t)
))− Sk+1

(
ωk, uki (t)

)]
;

Hk

(
λk, ω

k−1, uk−1
i (t)

)
=

∫
Ωk

hk

(
λk, ω

k−1, ωk, u
k−1
i (t)

)
dpk;

Sk

(
ωk−1, uk−1

i (t)
)
= sup

λk≥0

[(
λk, ck(t, ω

k−1)
)−Hk

(
λk, ω

k−1, uk−1
i (t)

)]
;

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

h1(λ1, ω
1) =

= sup
ui1∈Ui1

[(
λ1, ψ1

(
ω1, ui1(t)

))− S2

(
ω1, ui1(t)

)]
;

H1

(
λ1

)
=

∫
Ω1

h1

(
λ1, ω1

)
dp1;

S1 = sup
λ1≥0

[(
λ1, c1(t)

)−H1

(
λ1

)]
;

���
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��������	 �
�
� Sn

(
cn(t, ω

n−1)
)
��	�
���
 ���
���

S̆(cn(t, ω
n−1)) �� ���	
 ������������ Cn� ��
� Sn

(
cn(t, ω

n−1)
)

���

���������� �����
��
������ ����� �� Cn ���
���� �
 ��
������

����� S̆(cn(t, ω
n−1))�

������� ��	�
� � !"� S1 = Sn

(
cn(t, ω

n−1)
)
�

���������	
���� # �����
 n = 1 ���
�$�
��
 ��
��
� �� �%!"�

&������	� ��� �
��
	� �
��� ��� n = k − 1 � ����	����	 �����'

n = k�

(���
����
	 ωk−1� uk−1
i (t) � ����	����	 ������ )*�*�+,�)*�*� ,�

-�
 
�
 ������ )*�*�.,�)*�*�!, ����/������� �� Sk

(
ωk−1, uk−1

i (t)
)
����

����
� � Sk

(
ωk−1, uk−1

i (t), ck(t, ω
k−1)
)
� 0�/��	�

hk−1(λk−1, ω
k−1, uk−2

i (t)) =

= sup
ui,k−1∈Ui,k−1

[(
λk−1, ψk−1

(
ωk−1, uk−2

i (t), ui,k−1(t)
))−

−Sk

(
ωk−1, uk−1

i (t)
)]

=

= sup
ui,k−1∈Ui,k−1

[(
λk−1, ψk−1

(
ωk−1, uk−2

i (t), ui,k−1(t)
))−

−Sk

(
ωk−1, uk−1

i (t), ck(t, ω
k−1)
)]
,

��
� ����
��� Sk−1

(
ωk−2, uk−2

i (t)
)
� ������
���
 ��� ����� )*�*�*,�

)*�*�%, � )*�*�+,�)*�*� ,� �������1��

2�
�����
����� ��� ��� �������1� � ��
 Si� i ≤ k − 1� 0�

����
�����	� ��
�����$
��1� �����
�����	� ��� ������ )*�*�3%,�

)*�*�3+,� S1 ����� ����
��1 ��	�
���� ���
���� �����' ��$�
'

4���� ���
������� )*�*�3%, ������ )*�*�3%,�)*�*�3+, � ������	���� ��

�����' ����� �4�����
��� )*�*�3.,� � �������' ���

 ck−1(t, ω
k−2)�

5�� 
�
 ����� �� �
��
	� *�*�3� /�� ���
��� �������
� �

S
(
cn(t, ω

n−1)
)
�


������ ���������

���
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������ ����� 	
�����
������ ������������ �������� ����
���

������� ���	� ��	������ ��� ��	�������� �	���
� ���
������	�
�

������� ��	�
� ��� ����� ���	
 ��
��� �������� �������

����������������� ����� ������� uni (t, ω
n) 
���������� ���	
 �����

�������� �� �� �� ����!�� "��

uni (t, ω
n) = (ui1(t, ω1), . . . , uin(t, ω

n)),

λn(ωn−1) = (λ1, λ2(ω1), . . . , λn(ω
n−1)) ≥ 0,

��� �
���������#��� ������� ������$� � � ��������� ���

λij(ω
i−1) �= 0� �

hk(λk, ω
k, uk−1

i (t, ωk−1)) =

=
(
λk, ψk

(
ωk, uki (t, ω

k)
))− Sk+1

(
ωk, uki (t)

)
, (4.5.1)

�
� Sn+1

(
ωn, uni (t)

)
= ψ0

(
ω0, u0i (t)

)
� � �����%�
� Sk ����
���#���

�� �
�� ���������� �� ���������� ��������

���������	
���� �����∫
Ωn

ψ0

(
ωn, uni (t, ω

n)
)
dpn =

∫
Ωn

Sn+1

(
ωn, uni (t, ω

n)
)
dpn =

= −
∫
Ωn

hn

(
λn(ω

n−1), ωn, un−1
i (t, ωn−1)

)
dpn+

+

∫
Ωn

(
λn(ω

n−1), ψn(ω
n, uni (t, ω

n))
)
dpn =

= −Hn

(
λn(ω

n−1), ωn−1, un−1
i (t, ωn−1)

)
+
(
λn(ω

n−1), cn(t, ω
n−1)
) ≤

≤ Sn

(
ωn−1, un−1

i (t, ωn−1)
)
.

������� ∫
Ωn−1×Ωn

ψ0

(
ωn, uni (t, ω

n)
)
dpn ≤

���
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≤
∫

Ωn−1

Sn−1

(
ωn−1, un−1

i (t, ωn−1)
)
dpn−1 =

= −
∫

Ωn−1

hn−1

(
λn−1(ω

n−2), ωn−1, un−2
i (t, ωn−2)

)
dpn−1+

+

∫
Ωn−1

(
λn−1(ω

n−2), ψn−1(ω
n−1, un−1

i (t, ωn−1))
)
dpn−1 =

= −Hn−1

(
λn−1(ω

n−2), ωn−2, un−2
i (t, ωn−2)

)
+

+
(
λn−1(ω

n−2), cn−1(t, ω
n−2)
) ≤ Sn−1

(
ωn−2, un−2

i (t, ωn−2)
)
;

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .∫
Ωk×Ωn

ψ0

(
ωn, uni (t, ω

n)
)
dpn ≤

∫
Ωk

Sk+1

(
ωk−1, uk−1

i (t, ωk−1)
)
dpk =

= −
∫
Ωk

hk

(
λk(ω

k−1), ωk, uk−1
i (t, ωk−1)

)
dpk+

+

∫
Ωk

(
λk(ω

k−1), ψk(ω
k, uki (t, ω

k))
)
dpk =

= −Hk

(
λk(ω

k−1), ωk−1, uk−1
i (t, ωk−1)

)
+
(
λk(ω

k−1), ck(t, ω
k−1)
) ≤

≤ Sk

(
ωk−1, uk−1

i (t, ωk−1)
)
;

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .∫
Ωn

ψ0

(
ωn, uni (t, ω

n)
)
dpn ≤

∫
Ω1

S2

(
ω1, ui1(t, ω1)

)
dp1 =

= −
∫
Ω1

h1

(
λ1, ω1

)
dp1 +

(
λ1, c1(t)

) ≤ S1 ≤ S̆(cn(t, ωn−1)).

��� � �����	 �
������∫
Ωn

ψ0

(
ωn, uni (t, ω

n)
)
dpn ≥ S̆(cn(t, ωn−1)).



��� ∫
Ωn

ψ0

(
ωn, uni (t, ω

n)
)
dpn = S̆(cn(t, ωn−1)),

���
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���� uni (t, ω
n) � ������� 	
�
�� 
��������
��������

������� ����	�
��

��� Λ�������

��� ���
 �������
���� ������� �������� ������� � ��������

�������� �� ���
!��" ������
���#$�� ��%�� �����������" &����

��� ���	��
#� &��������� ������� � ��
��	
!��� ����
���� ���

������ ω � ��&������ ��&������ �
�
���� λ" ����� %��' �������

�� ���
#$�� ��
���
� ( ��&������ �����'��� ����
�� ����
����&

�
&�� 	
�
� ��&��� λ � ��
� ������������ 	
�
�� � �&
	��
����

�������� ��&������ ���������'�� ������� 	
�
�� ����&���� ����

��
������
���� )���� �
	��
�' ��� 	
�
�� Λ����������

*�� ����
����� �%$�� ��������+����� ���������'�� ����&����

������ ��+�� �&
	
�' &������&������ ���� ���������� � 
�
��	


Λ�	
�
�� ��� ���������� 
������������ ���
#$�� ��
��� ������

��
���� ����
������&�� 	
�
� �������� ��������

*���' Ui � �%�
��' ����������� 
�������
 ui" , F � �%�
��' 	�
�

�����  ��&!�� f(ui(t), ω)� (����� �����#$�� �����������-

����������� 	
�
�
 ./01� �	
���
 f(ui(t), ω) 
� Ui×Ω ��������

�
	�� � Ui� ���� ��� ����� ui ∈ Ui �i = 1, n�� � ����� ��������
�


�� c �
������� {ui | f(ui(t), ω) ≥ c} ���	����

����������� 	
�


 ./01� �	
���
 f(ui(t), ω) 
� Ui×Ω ��������

�	��� � Ω� ���� ��� ����� ui ∈ Ui �i = 1, n�� � ����� ��������
�


�� c �
������� {ui | f(ui(t), ω) ≤ c} ���	����

����������� 	
�
�
 ./01��	
���
 
� f(ui(t), ω) 
� Ui × Ω

�i = 1, n� ��������
	������	���� ���� �
� ��������
	�� � Ui� �

��������	��� � Ω�

2���
��� ���� ������������" �� ��+�� �&
	
�'" ��� &
+�
� ���

���
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������ ����	
� ����
�
������ �������� � ����
�������� � �
����
�

�������� � ����
�
����
����������

����������� 	
�
	
 ����� ���	
��� 
���������
�[
ui, f(ui(t), ω)

]
�������
� Ui × F �������� ������� ����������

���� f(ui(t))�

����� L � ��
�����
 ���������� �
��� ���� �
����
�������
�

���� 
 ���
� � ����
�� 
�
 �����
�� �

��������!"
� ���


ui → u0i � # F
(
u0i (t)

)
� ��
�����
 
 ���
� �
��
 u0i �

����������� 	
�
�
 $%&'�������� f(ui(t)) 
�����
���	
�� �
���

�� 
 u0i  ���� L ⊂ F
(
u0i (t)

)
 � 
�����
���	
�� ����� 
 u0i  ����

F
(
u0i (t)

) ⊂ L� !��� f(ui(t)) 
�����
���	
�� �
���� � ����� 

F
(
u0i (t)

)
= L � ������� ��
���	
�� 
 u0i � ������� 
�����
���

�	
�� �
���� ������� �� �������
� Ui ���� "�� �
�#��
� �����

����� ��� 
��� ui ∈ Ui�

����������� 	
�
�
 $%&'�������� f(ui(t), ω) �� Ui×Ω �
������


�����
���	
��# �
���� $ 
�����
���	
��# ����� ���� f(ui(t), ω)


�����
���	
��# �
���� 
� ui ��� ������� ω ∈ Ω � 
�����
���	
�

��# ����� 
� ω ��� ������� ui ∈ Ui�


������ 	
�
�
 �� ���������� $%('� %���� Ui i = 1, 2, . . . , n

� Ω & 
	
���	� �������
� ���� �� �����	� ���
����� �

f(ui(t), ω) & ������� �� Ui × Ω �
���
�������
	
����� � 
������


���	
��� �
���� $ 
�����
���	
��� ������ '����

sup
ui∈Ui

inf
ω∈Ω

f(ui(t), ω) = inf
ω∈Ω

sup
ui∈Ui

f(ui(t), ω). (4.6.1)


������ 	
�
�
 $%('� %���� X(Y ) 
	
���� � ���
����� 

Y (X) & 
����
����� 
	
����� �������
� ( f(x, y) & 
�������


	
����� ������� �� X × Y � !��� f(x, y) 
�����
���	
�� �
����


� x ��� ������� y ∈ Y �
�����
���	
��� ����� 
� y ��� �������

���
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x ∈ X�� �� ����� ����� 	
���
��

����� ������ ����� ����� ���������� �������

u∗i (t, ω) ∈ Ui(ω)� ���������� ∀ω �������� ������

sup
ui(t,ω)∈Ui(ω)

f(ui(t, ω), ω) = f(u∗i (t, ω), ω). (4.6.2)

 �!��

M sup
ui(t,ω)∈Ui(ω)

f(ui(t, ω), ω) = sup
ui(t,ω)∈Ui

Mf(ui(t, ω), ω) (4.6.3)

���∫
Ω

sup
ui(t,ω)∈Ui(ω)

f(ui(t, ω), ω)dp = sup
ui(t,ω)∈Ui

∫
Ω

f(ui(t, ω), ω)dp. (4.6.4)

���������	
���� � ��	�
 ���
�	�� �����∫
Ω

f(u∗i (t, ω), ω)dp =

∫
Ω

sup
ui(t,ω)∈Ui(ω)

f(ui(t, ω), ω)dp ≥

≥ sup
ui(t,ω)∈Ui

∫
Ω

f(ui(t, ω), ω)dp; (4.6.5)

� �
���
 ���
�	��

sup
ui(t,ω)∈Ui

∫
Ω

f(ui(t, ω), ω)dp ≥
∫
Ω

f(ui(t, ω), ω)dp, ∀ui(t, ω) ∈ Ui(ω),

����� ��
�������� � 	�
���	����

sup
ui(t,ω)∈Ui

∫
Ω

f(ui(t, ω), ω)dp ≥
∫
Ω

f(u∗i (t, ω), ω)dp. (4.6.6)

�
��	���� ������� � �������� ��������∫
Ω

sup
ui(t,ω)∈Ui(ω)

f(ui(t, ω), ω)dp = sup
ui(t,ω)∈Ui

∫
Ω

f(ui(t, ω), ω)dp. (4.6.6′)


������ ���������

�������
�� �	��� ���	�! "����� �
�	���� 
�#�	�� � �������$

	����	�
 �	%�
��&�� �����'�(�������)

Mψ0(ω
n, yni (t)) → inf; (4.4.1′′)

���
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M{ψk(ω
k, uki (t)) | ωk−1} =

= M

{
n∑

i=1

k∑
j=1

{uij(t, ωk) | ωk−1}
}

≤ ck(t, ω
k−1),

uij(t, ω) ∈ Uij(ω), j = 1, n; (4.4.2′′)

yi(t+ 1, ωk−1)− yi(t, ω
k−1) =

= Si(t, ω
k−1)ui(t, ω

k−1) + di(t, ω
k−1); (4.4.3′′)

yi(t+ 1, ωk−1) ≥ yi(t, ω
k−1), yi(1, ω

k−1) > 0; (4.4.4′′)

Si(t, ω
k−1) ≥ 0, ck(t, ω

k−1) > 0, ui(t, ω
k−1) ≥ 0,

i = 1, n, ωk ∈ Ωk = ×k
i=1Ωi, t ∈ [1, T ]. (4.4.5′′)

������ �������	
	�� �
����� ��	���� φ
(k)
0 (ωn, un−k

i , λn−k=1,n)�

φ
(k+1)
0 (ωn, un−k−1

i (t), λn−k,n) =
(
λn−k(ω

n−k−1), cn−k(ω
n−k−1)

)−
− sup

ui,k−n(t)∈Ui,kn−k

[(
λn−k(ω

n−k−1), φn−k(ω
n−k, un−k

i (t))
)−

−φ
(k)
0 (ωn, un−k

i (t), λn−k+1,n)
]
, k = 0, n− 1,

���

λk,n =
(
λk(ω

k−1), λk+1(ω
k), . . . , λn(ω

n−1)
)
,

φ
(0)
0 (ωn, uni (t)) = φ0(ω

n, uni (t)).

����������� ��������� �
������	���

����� ������ ��� ����� ����	
� ψ(ui(t, ω), ω) �
����� ��

ω ∈ Ω� ∀ui(t, ω) ∈ Ui(ω) 
 ������� �� ui(t, ω) ∈ Ui(ω)� ∀ω ∈ Ω� 


���������� ����	



ϕ(ui(t)) = inf
ω∈Ω

ψ(ui(t, ω), ω),

f(ω) = sup
ui(t,ω)∈Ui(ω)

ψ(ui(t, ω), ω).

����� ϕ(ui(t, ω)) ������� �� ui �� Ui� � f(ω) �
�����

�� ω �� Ω�

���
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������� ��	�
� ����� ����	
� ��
���� �
�����
�
�� ����
�

��������� �
�
�� ���
���� ����
�� ψ0(ω
n, uni (t))� i = 1, n�

t ∈ [1, T ]� �	
��	�����
 �	�����
 �� uni (t) ∈ Un
i , ∀ωn� 
 ������


�
�� ���

���
�� �
�����
�
�� �
�
�� ���
���� ����
�� !

	��������
���� ψk(ω
k, uki (t))� k = 1, n� t ∈ [1, T ]� �	
��	��
��

�� �	��
��� �� uki (t) ∈ Uk
i , ∀ωk" #���
 φ

(k)
0 (ωn, un−k

i (t), λn−k+1,n)�

k = 1, n� t ∈ [1, T ] �	
��	������ �	������ �� un−k
i (t) ∈ Un−k

i �

∀ωn� ∀λn−k+1,n ≥ 0 � �	
��	��
��� �	��
��� �� λn−k+1,n ≥ 0�

∀ωn� ∀un−k
i (t) ∈ Un−k

i "

���������	
��� ��
����
�� � �������
�� �������

φ
(k)
0 (ωn, un−k

i (t), λn−k+1,n),

��������������� �
������ ���� �������� 
������ �� ������ ��� 

����
����
�	 � ������������
�	 ���� ������� 
������ �� �
���� 

����� !�"�#� !�"�$�

����� ��	�
� $��� ����	
� ��
���� ψ0(ω
n, uni (t))� i = 1, n�

t ∈ [1, T ]� �
�
�� ���
���� ����
�� 	 ����	��� 
����
�� �
����

�
��� 	�����
 �� uni (t), ∀ωn� 
 ��
���� ����	
�� ���

���
��

ψk(ω
k, uki (t))� k = 1, n� t ∈ [1, T ] 	��
��� �� uki (t), ∀ωk� �� ��
��

���

φ
(1)
0 (ωn, un−1

i (t), λn), φ
(2)
0 (ωn, un−2

i (t), λn−1,n), . . .

. . . , φ
(k)
0 (ωn, un−k

i (t), λn−k+1,n), k = 0, n


������	
� �� ����	����	�%&�� ������

��"

���������	
��� ���� ����� �������� �� ���������	
��� �������

��%�� &'(�

)������� � 
�
�������Λ ����*� ��� 
����
��*�
��� ������ 
�� 

����� ��+���� (4.4.1′′)−(4.4.5′′)� ,���� 
���
������	� *�� �������

ψ0(ω
n, uni (t)) � ψk(ω

k, uki (t))� k = 1, n� t ∈ [1, T ] ������������� ��� 

���
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�������� 	
��
�� 
����� � ���	�
	�	��� � �
���� 
���� � 	
��
����


���� � 
���� �� ���
� ������	� �
����
�	��
 ����	
������
 �
�

��� �
 ������� � ��
!�� 
� ��!
"

Sn(ω
n−1, un−1

i (t)) =

= sup
λn≥0

Mωn|ωn−1

{
(λn, cn(t))− sup

uin(t)∈Uin

[
(λn, φn)− φ0

]}
=

= Mωn|ωn−1φ
(1)
0 (ωn, un−1

i (t), λn),

Sn−1(ω
n−2, un−2

i (t)) = sup
λn−1≥0

Mωn−1|ωn−2

{
(λn−1, cn−1(t))−

− sup
ui,n−1(t)∈Ui,n−1

[
λn−1, φn−1 −Mω sup

λn≥0
φ
(1)
0

]}
=

= sup
λn−1≥0

Mωn−1,n

{
(λn−1, cn−1(t))−

− sup
ui,n−1(t)∈Ui,n−1

inf
λn≥0

[
(λn−1, φn−1)− φ

(1)
0

]}
=

= sup
λn−1,n≥0

Mωn−1,n

{
(λn−1, cn−1(t))−

− sup
ui,n−1(t)∈Ui,n−1

[
(λn−1, φn−1)− φ

(1)
0

]}
=

= sup
λn−1,n≥0

Mωn−1,nφ
(2)
0 (ωn, un−2

i (t), λn−1,n).

#����$�%��� ������� ����%�
�

Sk = sup
λk,n≥0

Mωk,n

{
(λk, ck(t))−

− sup
uik(t)∈Uik

[
(λk, φk)− φ

(n−k)
0 (ωn, uki (t), λ

k+1,n)
]}

=

= sup
λk,n≥0

Mωk,nφ
(n−k+1)
0 (ωn, uk−1

i (t), λk,n).

&���$�
� k = 1' ����%�
�

S1 = sup
λn≥0

Mωnφ
(n)
0 (ωn, λn).

()��������
� Λ���!�%� !�� ���$�*	����� �	�+��	�%
���� ��!
��

�����	�� �
�
��� ,
�
��′′-�,
�
�.′′-�

���
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������� ��	��� ��� �����	
	�� ���	���
 ��
������
	�� ���

	����
��	� ��	���� ψ0(ω
n, uni (t)) � ψk(ω

k, uki (t))� ������
 ���
�

�
���� ������� �	�������	�� ���
�����
���� ���
�� ���	����

�
�
	��  !"!"#′′$� !"!"%′′$� �������
		�� � 	
�  Λ�&�����$ ���
�

'��� ��
������
	� � ���


max
λn≥0

Mωnφ
(n)
0 (ωn, λn(ωn−1)). (4.6.7)

������� �	�
	�� 
���
 ��
����
��� ���������� �������

φ
(n)
0 (ωn, λn) �� λn ≥ 0 ∀ωn�

�������
�� ������� ����� �	�	��� ����������

Q(λn) = Mωnψ
(n)
0 (ωn, λn(ωn−1))

������  
���!" ��#	� $��� �
	������	� � ���	

Q̃(λn) = Mωnψ̃
(n)
0 (λn+1(ω

n), λn(ωn−1)), (4.6.8)

�
��	� ψ̃
(n)
0 % �������� ����	
	���
�	��� ������� �������	����

λn(ωn−1) � ������	�� ���	����� �	���
&������� λn+1(ω
n)�

�������
�� ��	���'�� ���	����	
��� ������ ��������� �
�&

�
����
������

max
μn≥0

ψ̃
(n)
0 (λn+1, μ

n), (4.6.9)

��	 λn+1 = Mλn+1(ω
n)( μn = (μ1, . . . , μn)�

)���� �	���
 μ∗n % 
	*	��	 ������  
���+"� )���� ����������

ψ̃
(n)
0 �����	���
�	� ��	���'	�� �������,

M
(∇λn+1

ψ̃
(n)
0 (λn+1(ω

n), μ∗n), λn+1(ω
n)
)
=

= M∇λn+1
ψ̃
(n)
0 (λn+1(ω

n), μ∗n)Mλn+1(ω
n),

���� ��� �� #	 ����	�

Mωn

(∇λn+1
ψ̃
(n)
0 (λn+1(ω

n), μ∗n), λn+1(ω
n)− λn+1(ωn)

)
= 0. (4.6.10)

���
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��������	�� 
�����
�� ��������

������� ��	�
� ��� �������	 
���
����	 ������������

��������� �������� ����������� ψ
(n)
0 ������� ������������� ���

������ ��
��� �������� ������� �� ! "#$ ������� ���
��������


���������������� �������� μ∗n = {μ∗n
i }$ i = 1, n$ ��������

�������� Λ���
��� 

���������	
���� �������
��� ���
��� ��� �������� �����		

ψ̃
(n)
0 ����� ���	
��� � �	���

Q̃(λn) = Mψ̃
(n)
0 (λn+1(ω

n), λn(ωn−1)) ≤

≤ ψ̃
(n)
0 (Mλn+1(ω

n),Mλn(ωn−1)) ≤ ψ̃
(n)
0 (λn+1, λn). (4.6.11)

� 	�!���"  �� μ∗n
i # ��$��	� ���� �������� ���� 	 %&�'�()" ����*

 ��� ��� λn ≥ 0

Q̃(λn) ≤ ψ̃
(n)
0 (λn+1, λn) ≤ ψ̃0(λn+1, μ

∗n). (4.6.12)

+��	� �,�����" ��$��	� ���� �������� ���� 	 %&�'�() ����������

���-��� ����� �������� �����	����� Λ*���� 	�

.������"  �� ��	 ����
��		 %&�'�/0) ������ μ∗n ���� �� ���

���-��� ����� �����	����� Q̃(λn) ��	 λn ≥ 0 	" 
������������"

������
� ���	� 	� ���	�����!- ������ Λ*���� 	�

1��
��	������" ��� �	�������	������ �������� �����		

ψ̃
(n)
0 (λn+1(ω

n), μ∗n) ��	 �
�- ωn 
�������	�� �������
���

ψ̃
(n)
0 (λn+1(ω

n), μ∗n)− ψ̃
(n)
0 (λn+1(ω

n), μ∗n) ≤

≤ (∇λn+1
ψ̃
(n)
0 (λn+1(ω

n), μ∗n), λn+1 − λn+1(ω
n)
)
.

2! 	
�	� �������	 �
��� ��	���	� �,�	-  �
��� �������
����

� 	�!��� %&�'�/0)" ���� ���

ψ̃
(n)
0 (λn+1(ω

n), μ∗n) ≤ Mψ̃
(n)
0 (λn+1(ω

n), μ∗n) = Q̃(μ∗n). (4.6.13)

���
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���������		 
��
���� � 
��
����� �������� � ������� ���

sup
λ≥0

Q̃(λn) = sup
λn≥0

Mψ̃
(n)
0 (λn+1(ω

n), λn(ωn−1)) =

= ψ̃
(n)
0 (λn+1, μ

∗n).

����� �������� ��� ����	��� ���� !��	� �� !����!� �!�!���"

���������# �!���� μ∗n = {μ∗n
i }� 	��	$ �#�	 �!%!��!� Λ"������ �

���!�!�	$ �# �����!������! �!%�$ �! ������� �������# ���&�"

'�����# ���������!���# ������ ����	��	 �!%!��#�

������� ����	�
��

(!�!������������# �������)��# ���� �! ��!&�� 	��	!��	 !���"

���!���� �!%!��!� Λ"������� *�� ����	��� ���� !��	� ��! ����"

���)��! ����� ��!������	$� ����# ������ +���,�#λn(ωn−1) ≥ 0�

�����!����	$ �� �����!��$

Mψ̃
(n)
0 (λn+1(ω

n), λn(ωn−1)) = ψ̃
(n)
0 (λn+1, μ

∗n). (4.6.14)

*������� Λ"������ ��	 ���&�'�����# ������ �����!�!�!��	 �!"

������ � ����,���� ������ �������!���&� �������������

ψ
(1)
0 (ωn, yn−1(t), λn) =

= −λncn(t) + inf
ui,n(t)

n∑
i=1

λnAni(t)ui(t) +
n∑

i=1

(
yi − yi(t)

yi

)
,

&�! Aij - �����,� �&�����!��#� �������$ �	� ������!� '++!�"

�������) �!�����&��!���� �������� ������������� ��&��

ui,n(t, ω
n) =

λncn(t)−
n∑

i=1

(
yi−yi(t)

yi

)
n∑

i=1

λnAni

.

. �����!������ � �!����!������ +�������� ������!�

ui,1(t, ω1) = Mω2,n

[
n∑

i=1

λj(ω
j−1)Aj1(ω

j) +
n∑

i=1

(
yi − yi(t)

yi

)]
.

���
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��������		 
���
��
 ui,1(t, ω1) � �����
��
 ��	 ψ
(n)
0 (ωn, λn)� �����

��
� �
��������
 �����
��
 ��	 ������
��	 Λ�
������

ψ
(n)
0 (ωn, λn) = −

n∑
j=1

[
λjcj(t)+

+
n∑

i=n−j+1

λiAi,n−j+1 +
n∑

k=n−j+1

n∑
i=1

(
yk,i − yk,i(t)

yk,i

)]
.

���
���� ��� ������	 
����� ������′������� ′� ��!� ��� ����"����#

$��"%��Q(λn) = −Mωnψ
(n)
0 (ωn, λn)� &�������
 � �
"�����
 $��"�

%�� '��( 
����� ��$$
�
�%���
�� ������
���� )�� ��
���	
� ���

�
*��# Λ�
������ ������
�� �
����� ��"����������+� ����"�� ,�"�

�
 �����	 Λ�
����� ���
� ���# ��
�
�� " �
*
��! ����
�����
�#�

����� 
���� ����"��+� �����
����
�"�+� ���+�����������	�

��� ������	
� ���
���� ��
���
 � �	�����
�	
� �
�
�
� ����
�

���������� �����
������
	��

- ��
����.
� ��
�
�
 ���� ��������
��� ��� ��	 "��
���
���+�

�����
� ������
��	 �����
������� �
*�!.�� ������ ���+�'����

��� ���������
�"�� 
���� ��+�� ���# �����#
����� ��.�
 ����%��

�� �
���� ���(���
������ � $��"%�����#��� �������������� /
��

� ��
�����"�( ��������� �
*�!.�� ������ ������� 
�����
�#��

�����

� - �����	.

 ��
�	 �
� �"��#"�������# 
�"���
���� ���
�

�����
�"�� ����
������(� "�����
 ��+�� �� ���# �����
�� � ���

���� "�������������	 ��������� �
*�!.�� ������� - �����	.
�

��
�
�
 �����������
��	 �����	��
 ������� � ���
��!��	 �������

" ������
��! ��������� �
*�!.�� ������ ���+�'������ ������

����
�"�� 
�����

-�����
 ���������� ���
�#��
 ���
�� ���+�'������ 
���� ����

������
�"�+� ���+�����������	� ��	 "������ ���
��	 ��������#

���
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��������	
� ������	
� ��
����� ��������

����� ����� ��	��	�� �	�������	�� �������������� ������ �

�����	
�� ������	���	
�� ����	���	����

E

{
n∑

j=1

cj(ω
j−1)xj

}
→ max, (4.7.1)

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

P
{
A11x1 ≤ b1(ω

1)
} ≥ α1

P
{
A21(ω

1)x1 + A22(ω
1)x2 ≤ b2(ω

2) | ω1
} ≥ α2(ω

1), (4.7.2)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

P
{
An1(ω

n−1)x1 + An2(ω
n−1)x2 + . . .+ Ann(ω

n−1)xn ≤
≤ bn(ω

n) |ωn−1
} ≥ αn(ω

n−1), xj = xj(ω
j−1) ≥ 0, j = 1, n (4.7.3)

��� cj � xj � ������
 ������	���� nj� bi � αi � ������
 ������	����

mi� ������������ αi ���	���� �� ������� [0, 1]� Aij � �����!


������� mi × nj� �������� P �����	����� �������	��

"����� #$�%�&'(#$�%�)' ��������	�	� ������

E

{
n∑

j=1

cj(ω
j−1)xj

}
→ max, (4.7.4)

n∑
j=1

Aij(ω
i−1)xj ≤ F−1

i (1− αi(ω
i−1)), i = 1, n, (4.7.5)

xj(ω
j−1) ≥ 0, j = 1, n, (4.7.6)

��� F̃i(z) = P{bi(ωi) < z | ωi−1} � �����	�� *�	�!�� ����������	��
�����	�	� ������� bi ��� *��������		�� ωi−1�

� F̃−1
i (t) = sup{y | F̃i(y) < t} � �+� ������	�� ����	���� �������(

	�	�	
��

��� 	������
� ������	��� � ��������������� ���������� ����(

��� ������ #$�%�&'(#$�%�)' ������� �������� ��	
� �
�� �	�� ��� ��

������	
� ��
����� �������

,����� - & ��������������� ���������� ������	����.

���
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�� cj = cj(ω
j−1) � �����	
 � ��
����������
�� ���
���������

�� Aij = Aij(ω
i−1), i �= j � ���	��
 � ��
����������
�� �������

�����

�� Aii = Aii(ω
i−1)� ����������
� ���	��
 � ��	��������
�� ����

������� �� ����������

�� ������������ F̃−1
i (•) ��	��� ��
 ���!" ∀ωi−1# ����

inf
ωi−1

F̃−1
i (1− αi(ω

i−1)) > −∞, i = 1, n.

$���� ����� ����"���� "���	�������

������� ��	�
������ ��� �����	
��� 
 � � ��������
�	 �����

��
�	 �	�����	 ������� ������ �����
� � ����� � ��	�� ���

x∗1 = −A−1
11

[
F̃−1
1 (1− α1)

]
(−)

, (4.7.7)

x∗i (ω
i−1) = −A−1

ii (ω
i−1)
[
F̃−1
1 (1− α1(ω

i−1))−

−
i−1∑
j=1

Aij(ω
i−1)x∗j

]
(−)

, i = 1, n, (4.7.8)

!�	 [a](−) = max(0,−a) ���"#���� ��"����
	
�
�$��

����	
��
 
 ���
� ���� ������
�� � ���
�
�� ��
���	���


′� ������� Aii(ω
i−1) � ������ �����
! ��� Aii ��"
� #���� 



����$% &�
�
��� ������� Aii � ��
"���������' A+
ii �
������(

�
���� �! $���
 �� �! "���������� ������)
���

c̃i(ω
i−1)
(
I − A+

ii(ω
i−1)Aii(ω

i−1)
)
= 0 (4.7.9)

��� "�
* ωi−1 +I � 
����#��� �������,�

-��� ���
���� ����	
��� 
 �� ����	
��� 
′! �� " ����������* �
(

)��	�* ���"���* ����#� +.�/�0,(+.�/�
, ��
��
� ���
���� �������


������� A−1
ii �� ��
"���������
A+

ii � 1� ����"�' +.�/�2, ��
��
�! #��

���
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������� ��	
���	�� 
�����n��� ����� 	� �
��	����� ���� ��������

ω = 0�

������ ��  �!�
��!�
����� �����"#��� ����#�	����$

%� Aij = Aij(ω
i−1), i �= j & ���!��' � 	�����������	'�� �����	�

�����

�� Aii = Aii(ω
i−1), i = 1, n & �����	���	'� ���!��' � �������

����	'�� �����	���� 	� �����	����

(� infωi−1 F̃−1
i (1− αi(ω

i−1)) ≥ 0, i = 1, n.

) �!�	��' ����#�	�� �*����� ��!�����	�� 
����� k��� �����

	� ����� �!� �!��
����	�� 	�*�!� xk−1� ���"��� 
����� k��� �����

	� �	����!��� �����	�����	' ��!�	���	�� ��� 
���� �!��+������

"#� ������� ������ � � ���	� ������� �	�������	�� ��� �����

���
�� 
������� )����� �*�
	���	��

c(+)
n (ωk−1) = max{0, ck(ωk−1)},

c̃n−k(ω
n−k−1) = cn−k(ω

n−k−1)−

−
k−1∑
i=0

Eωn−i+1,n−k|ωn−k−1

{
c
(+)
n−i(ω

n−i−1)A−1
n−i,n−iAn−i,n−k

}
;

k = 0, 1, . . . , n− 1.

,!� k = 0� c̃n(ω
n−1) = cn(ω

n−1)- Ĩ
(+)
n−k(ω

n−k−1) & �����	���	�� ����

!���� �����	���	'� �����	�' 
���!�� !��	' ���	���� ���� �����

�������"#�� ��������"#�� c̃n−k(ω
n−k−1) ����������	'� � 	��" �

�!����	�� �������

.���� ����� �����"#�� ����!���	���

������� ��	�
� ��� �����	
��� 
 � � ��������
�	 ������
�	

�	�����	 ������� ������ �����
��������� ��	�� ���

x∗n−k = x∗n−k(ω
n−k−1) = Ĩ

(+)
n−k(ω

n−k−1)A−1
n−k,n−k(ω

n−k−1)×
���
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×
[
F̃−1
n−k(1̄− αn−k(ω

n−k−1))−
n−k−1∑
j=1

An−k+1,j(ω
n−k−1)x∗j(ω

j−1)

]
,

k = 0, 1, . . . , n− 1. (4.7.10)

���������	
��� ����
������ �
������
� � 
����� ������

����� �������	
� �� ��������� � � ����
�������
�� Aii � ���

�����	 ��� 
���� ��� ����� ��
���� �
����������

�′� ���
�!� Aii(ω
i−1) " �
�������	���# 
��� Aii 
���� $�
�� ��


�
��# %������� ���
�!� Aii � �
������
����& ���
�!� A+
ii

����
�!����	�� �' �
��� ����' ��� �
�( ωi−1)

c̃i(ω
i−1)
(
I − A+

iiAii

)
= 0�

*
� %��� ��������� ��
������ ��� �������	��( 
�+� ��(

�
���� ,-�.�/�0 
�(
��� �
�' �
�� �������	 � ��( ��
����� ���
��

!� A−1
ii �� �
������
����� A+

ii �

1(��� ��
�
����� 
�+� ��( �
���� ��� �����%�����( 
��(��


��$�
��( ������& 2/ � 2� �� 
������ 
 ����&��
�	 
������
����

 ��( ����$ � ����� ���	 
�
�
�
�
����� �� ������
�� $�
����

�����%������ ������&��� 
��(�
��$�
��� ������ 
 �
������� ���


�����
����� ��
���$�������

*�
�	 ����� ����$�

E
n∑

j=1

ψ0j(ω
j−1, xj) → max, (4.7.11)

P

{
k∑

j=1

ψkj(ω
k−1, xj) ≤ bk(ω

k) | ωk−1

}
≥ αk(ω

k−1), (4.7.12)

xk = xk(ω
k−1) ≥ 0, k = 1, n (4.7.13)

� ��
�	 ������� �
� 
���� ��� �
���������

���
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�� ψ0j(ω
j−1, xj), j = 1, n � ��������� ��	�
��
������ ��������

��� �� xj� ψ0j(ω
j−1, 0) = 0, ∀ωj−1�

�� ψij(ω
i−1, xj), i �= j � ��������� 	�
��
������ �� xj 	������

�������� ψij(ω
i−1, 0) = 0� ∀ωi−1� i, j = 1, n, j �= i�

�� ψii(ω
i−1, xi), i = 1, n � ��������� ���	����� �� xi 	������

�������� ����
������ 
���
�	�	���� ������� 	�������������

ψ−1
ii (ωi−1, y)

ψ−1
ii (ωi−1, y) = inf

x
{x | ψii(ω

i−1, x) = y},

ψii(ω
i−1, 0), ∀ωi−1, i = 1, n.

!� "�
��	�#���� 	������������� F̃−1
i (•) �$����%��� 
��
�� &���

�� ��
�� 
�������� ��	��'������

������� ��	�
� (�)�* ��� �����	
��� 
� � ��������
�	 �����

��
�	 �	�����	 ������� ������ �����

�������
�� ��	�� ���

x∗12 = ψ−1
11

{
−
[
F̃−1
1 (1̄− α1)

]
(−)

}
, (4.7.14)

x∗i = x∗i (ω
i−1) = ψ−1

ii

{
ωi−1,−

[
F̃−1
i (1− αi(ω

i−1))−

−
i−1∑
j=1

ψij(ω
i−1, x∗j)

]
(−)

}
, i = 2, . . . , n. (4.7.15)

+����, ��

������ %�
���� ���

 ���$�-����� 
���% 
�� �
���

%�
��$� ���$�������	���#� 	 ������ �� ��'��� -���� ���������

��
# ����������,��� �$����%���#

E

{
n∑

j=1

cj(ω
j−1)xj

}
→ max, (4.7.16)

���
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⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

P
{
A1x1 ≤ b1(ω

1)
} ≥ α1,

P
{−A1x1 + A2x2 ≤ b2(ω

2) | ω1
} ≥ α2(ω

1),

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

P
{−An−1xn−1 + Anxn ≤ bn(ω

n) | ωn−1
} ≥ αn(ω

n−1),

Anxn ≥ 0.

(4.7.17)

����� ����	
�� P �����
��
�� �������
�


�� ����	�� ���������

����������
���

�� �	
� �	
���� Ai, i = 1, n �	��
 ����� �� �
����

�� cn(ω
n−1)A+

n < 0� cn(ω
n−1)(I − A+

nAn) = 0� ∀ωn−1�

 � κn−1(ω
n−2) = infωn−1 F̃−1(1̄− αn(ω

n−1)) > −∞, ∀ωn−2�

!� "�������	

�� ���	
���
�� �
����
�# $
	��� 
����
�������%

���

&����� �'�(
	��
��

c̃n−1(ω
n−2) = cn−1(ω

n−2);

c̃i(ω
i−1) = ci(ω

i−1) + Eωi,n−1 | ωi−1

[
c̃i+1(ω

i)
]
(+)

Ai,

i = 1, n− 2,

[a](+) = max(0, a);

I1i(ω
i−1) ) ��	��
	��
	� �	
���	 � $����

	��

[
c̃(ωi−1)

]
(+)


	 ��	%

��
	��* I2i = I − I1i� i = 1, n− 1*

μn−1(ω
n−2) = −κn−1(ω

n−2) = − inf
ωn−1

F̃−1(1̄− αn(ω
n−1));

μi(ω
i−1) = − inf

ωi

[
F̃−1
i+1(1̄− αi+1(ω

i))− μi+1(ω
i)
]
,

i = 1, n− 2.

+���
 ���
� ��������� �
������
���

������� ��	��� ,�- .

���
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�� ��� ����	 
���� 
���
� ����������������� ��� ���������� � � �

���� ��
������	 ���������� � �� ����
��	 
����

c̃i(ω
i−1)× (I − A+

i Ai) = 0	 ∀ωi−1	 i = 1, n	

F̃−1
1 − μ1 ≥ 0.

�� !������"��� ��������� ����#��� ���$��� ��
������% 
����


� $��� ����������������� ��� ���������� � � � ���#� $��

x∗n(ω
i−1) = 0,

x∗i (ω
i−1) = I2i(ω

i−1)μi(ω
i−1)+

+I1i(ω
i−1)
[
F̃−1
i (1̄− αi(ω

i−1)) + Ai−1x
∗
i−1(ω

i−2)
]
, (4.7.18)

i = 1, n− 1.

��������	
� ��
����� ������
 ���� �������� 	� ���	����		
��

����� ��� 
�������	�� ��
����� ����
�	�� ������ ������

������ �!�������� �
"	
 �
�#����$ �
����� % ������ ����&� ����	���

�������� ��& i!'
 (���� ����"�	�� ���� (I − A+
i Ai)y(ω

i−1)$ '��

y(ωi−1) ) ��
���
��	�� ��#���	�� ��%�
�� *
"	
 �
���
��� ����!


�	�� ��
����� ������� ������ ������ �!�������� � 
�%����
��� 
�

�
�#��	�& +� ,�� (�
� x∗n(ω
n−1) 
%�"���&$ �

��� '
�
�&$ 
����!

	�� 
� 	#�&- ����"�	�� �������� ��& x∗i (ω
i−1), i = 1, n− 1 �
���!

	���&$ ����	&��& �
��%
 ����"�	�& ��& c̃i(ω
i−1)�

.���� �
���
�	�& ����
�	�� ��
����� ������$ ���
"�		��

��
�$ �#������		
 ���
���
���� 
�
��		
��� ���#%�#�� ���/����!

	�� %����
� �	
'
(���	�� ����� ��
��������%
'
 ��
'������
��!

	�&� 0�"� ��������������& ��� 
���� �
��
�� % �
���
�	�� ����!


�	�� ��
����� ������� 1�
�	�� �	
'
(���	
� ��
��������%
�

������ 
���'
$ ���� � ����
�	�� ��
����� �������� ��
����& %

�	����# �
��� ��
��
� ���#%�#�� �	�������$ 
�	
(���	
� ������ �

���
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����������	
�� ����
���� ��������� ��� ��������	�� ��������

�� ��������	��� ���	� ������� ������	���������� ����	�� ������

	�� �������

���������� �	� �����	�
 ������ ������������� � ��� ��������

��	��

Eωnϕ0(ω
n, xn) → sup, (4.7.19)

Eωk

{
ϕk(ω

k, xk) | ωk−1
} ≥ bk(ω

k−1), (4.7.20)

xk ∈ Gk, k = 1, . . . , n. (4.7.21)

!���� Li � Wi " �����
 �������
� #�	�$��� ���%��&�
��� ���

���������		� Ω = Ωn � Ωi−1 � Rni 'ni " ������	���� ���	� xi� i�

 � ������� � Φi = {ψ : Li → Wi}� ���������� ���������	
� 	�%��

ψi ∈ Φi � �������� � ������������ �	� �����	�� �������������� ���

���� '(�)�*+� � '(�)�,*� � ������	
�� ����
���� ��������� �����

����	�
 ������ � ��� &� $����
� #�	�$��	���� '(�)�*+� � � ����

&� � ��	���	���� ����� � ������ ��� � � '(�)�*+� � '(�)�,*� � � � ���

	���	���� ����� � ����� ����⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
Eωk | ωk−1ϕk(ω

k, ψk(xk)) ≥ bk(ω
k−1),

xk ∈ G0
k, k = 2, . . . , n,

Eωn {ϕ0(ω
n, ψn(xn))− ϕ0(ω

n, xn)} ≥ 0,

(4.7.22)

 �� �� ��������	�
 ψk(xk) = {x1, ψ2(x2), . . . , ψk(xk)}� k = 1, n�

G0
k " �����$�� Gk 	� ������	��	�
  �������������� �����������


��������
���� ������� xk� -���� ����� �����
��� �����&��	���

������� ��	�
�.,/01 ����� x1∗= const� xi∗=xi∗(ωn), i=2, n �

�	�
��
���� 	
�� �������	��� �����
� �����

x∗1 = x1∗, x∗i = ψi(xi∗), i = 2, n (4.7.23)

���
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��������	
� ������	
� ��
����� ������� �����	�� ������

������������������

���� ����	
��
�� ������ �� 
������ ������ �	�������


��� ���

���
�� �
� �	
��
��� �� �
 � ��
� � ��� ��� ����!������ �������

"����#$%�"����&#% �
����
������� ������ �

���
���
� ����
�� �
����


���� ��' ��
���� �����(�
�
� ��
��� ���
���
�' ��)�*+�� ����

���, ��' 
�� �� �
 (�
� �-����������
� �
��� � 
������ ������

.�� �� ������ � ���
���
�* ��)�*+�� ������ �
� �	
��
��

�
����
������� ����� ��
����
 �� 
�����

�� � ��(�
� /&0�1 ��'��

��!�� �������� �
����
������ � ��� ���������
�' � ������� ���

-������� ��
�����2���

3������ ��-������' ��
�����2�' �����
���'�
 ��(�� ���

�*

����� ���
��
�� ��
�����2��� ��� ��
���� �������
�
�� �
���
�'

�����
�

�� ���
��� � ��
�)��� 
�������� 4��
'
�  �����
���
�

� k����
�� ���������� ����
��
�
�� Rk �����
� ������� ��-����

���� ����'����
�� (Rk,
λ≥) � -������*
 	
� ������* y

λ≥ y′� ����

��' �*(�� ���� 	����

�� y � y′ �� Rk ��' ���� i ≤ k� 
����� �
�

yi ≤ y′i� ��+��
���
 j < i� ��' ��
��� � yj > y′j� 5����� ������� ���

-������� ��
�����2��� ���������
�' � ����

L∗ = ��max
Rk

{u(x) | x ∈ Q}, (4.7.24)

 �� u(x) = {ui(x)} 6 k����
�' ���
���-�
�2�'�

7 ��(�
� /&0�1 ������
�� �
� �
�!��
��Q∗ ��)�
�� ������ "����&�%�

���� �
� 
� ���
�� �������'�
�' �����*+�� �������


�� ���2����

��� ⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
Q0 = Q,

Qi = sup−1{ui(x) | x ∈ Qi−1}, i = 1, k,

Q∗ = Qk.

(4.7.25)

���

 

                            26 / 39



� ������ �	
�� 
�������� �����	�� 
������ � �������� �
���������

����������������� �
��!�"�����

#��$�! � i%! �����������! k%�� &��
� "����� �����'(�%�����	'�

!��$�����

Gki(ω
k−1, xk) =

{
xk | Eωk|ωk−1ψki(ω

k, xk) ≥ bki(ω
k−1),

xs ∈ Gs, s = 1, . . . , k
}
. (4.7.26)

)���* κk(ω
k−1, xk) + ������, i%� ��!
������ �������� 
�������%

���� ���� -����������������. ������. !��$����� Gki, � 
���*

uk(x
k) = Eωk−1κk(ω

k−1, xk)� /
�������! ������%������� uk 
� &��%


�!, � ������ &��
�� + 
� �
������ ��$����� ���������� � ���%

��! ������%������. u(xn) = (u1(x
1), . . . , un(x

n), un+1(x
n))� � ���%

�!����! "����� ����������������� �
��!�"����

�� max
xk∈Un

u(xn), (4.7.27)

��� Un + 
����������� �"!���!0- ������ �� Ωk−1�

1��� "����� �����'(�%�����	'� �!��� ��2����, �� � "����� �����	��

�!��� ��2����, �
��!��*��� � �!0��� �����'(�%�����	'�� 3����� �"

��"��2�!���� "����� �����	�� �� �������, ����4� ������, ��� ��%

-����� "����� �!��� ��2����� 5�"��2�!���* "����� �����'(�%�����	'�

�0������ �" ��"��2�!���� "����� �����	�� ���*�� � ��! ������, ��%

��� �� �����������������! !����!�!� ��� ��!
�����0, ���!� 
�%

������ , ����0 �������� 6����� ������������������ �����
����%

��� "����� �����'(�%�����	'� !�$�� �0�* 
�������, ���� ��������*

�0
������� ������ �����	7� �� ��� ���-, � 
���� ��� ���- �����"�%

�� ωk−1� �����! n + 1%!����. ������%������. u(xn, yn) = {uk},
��������.4�� ������ �
������.��� ������2����!�

uk(x
k, yk) = −‖Eωk|ωk−1ϕk(ω

k, xk)− bk(ω
k−1)− yk(ω

k−1)‖, (4.7.28)

���
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k = 1, n,

un+1(x
n) = Eωnϕ0(ω

n, xn). (4.7.29)

����� ‖ak(ωk−1)‖ ����	
�
�� 
���������� 	���� ������
	���
 ��	��
��� ak(ω

k−1)� ��� ���
�� ��������	��� 	���� ||a(ω)‖ ������������
� �� ���
��� ��	����� �������
�
������
� �	�������
��� �	��


�!�
�	�� ����
��������� �
�
���

����
��� � ������������ � �
�
��� "#�$�%&' � "#�$�(%' �
�
�� ����

����
�
�������� �������
���

��max u(xn, yn),

xk ∈ Gk, yk ≥ 0. (4.7.30)

)��� �
�
�
 "#�$�%&' � "#�$�(%'* � ������� ������� "#�$�(+' �����	��

���� ����� ��� ���� ω* �
���,��
* �� �
���,��
 � �
�
�
 "#�$�-+'*

� �. ��,�	�� ���������� �����
��	�� 
�����	�� ��,
� �� ��
�

���
 �����	�� �
�
���

/
�������� �
�
�� �������
�
�������� �������
���⎧⎨⎩ u(x) → ��max,

x ∈ Q,
(4.7.31)


�� u(x) = {u1(x), . . . , un(x)}�, Q0 ���������	�� �	�1������ 2����
����� 	
 ���
������ ���������	�� Q×Q ��	����

u(x, y) =
n∑

k=1

αksign(uk(x)− uk(y)), (4.7.32)


�� {αk} 0 ���������	�� 	
��� �
�
������* ��� ������
�

αn > 0, αk >

n∑
i=k+1

αi, k = 1, . . . , n− 1. (4.7.33)

3 �
������ {αk} ��1�� ���� ����
	
* 	
������* ��������
�����
	���� αk =

1
2k−1 , k = 1, n� ������

u(x, y) = −u(y, x). (4.7.34)

���
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����� ����� ����	
��� 	���
�������

������� ��	�
������ ��� ����� ���	
 ����� x∗ ∈ Q 	
�� 
����

���� ������ �������� ���	������ � ����������� ���	


u(x, x∗) ≤ 0, ∀x ∈ Q. (4.7.35)

���
����� ��	��� � ��! x∗ " 
������ ������ ��������� �����

u(x, x∗) = 0 # ��� � ���!�� # ��� �� ���� ���� x ∈ Q ���$�

�#������ ��������
�%������� �&��� ��� ������ ���������

���
����� ��	��� '��� u(x, y) ≤ 0� �� x
λ≤ y�

����� ����� ����	
��� 	���
�������

������� ��	�	������ (����� �������� 
��
����� # ��� � ���!��

# ��� �� ���� ����

max
x∈Q

min
y∈Q

u(x, y) = 0. (4.7.36)

������� ��	��� (����� �������� 
��
����� # ��� � ���!�� #

��� �� ���� ����

min
y∈Q

max
x∈Q

u(x, y) = 0. (4.7.37)

������� ��	��� )�#����#� miny∈Qmaxx∈Q u(x, y) = 0 �&
�#�����

#� ����� � ���!�� ������ ����� % ��*�� u(x, y) ����� # Q × Q

�����# + ���� �

��������� 	���
������ ��������� ������������ ��������� �����

�� ���������� ������ �� ��� ����
����� 
�!�
��" �
���� �����

���"������� �#� �
�#
����
�������

���
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��� ����� 	
���

��� ������ 	��
���� ����
�� � ���
���� 
�	
��



� �
�
������ � �	��
�
��� ���� ���� 	��������

� �������� ���	
���
� ������ ������	
������ 
���������� ������

��
	������ �	����	�� ��	�
�	�

 ����	���� �	�	�����
 ����

�

�	�	�
 �	���� �	�� ���
 ��� ��	����� ���������	���� 
 ����
���

��


 � 
��
� �	��������� 
�����	�
��� �������
��
	�� �� ��
�!

"���
	�
������� ��	� 
 �������
	������� �������
��
�
 �����

��� �������� ���
�� ������	������� �#�	�
���
�� ��
��
	�� 	��
�

����� �	�	����
��
�
 ����	���� �	�	�����
 ����

� �	 �	����

��	��! "������
	��������� ���������
� 
�����	�

 
 ������� 
��

���	 
 �������
��
	�
� �� ��
� ������������ 
�����	�
�����

���������� �	�	�
 $ �	����� 
������� �	����� �	��������� �	

���� ���
��%
� ��	�	�� �� ������#� ����� �	

���� �� ��
� �	

����%�� ��	��!

&��
 �� ��
� ���� ���
��� �	������
�� �� ���
�	����� ��	�

����	��
������ �	�	�
 ������������ ��	�
��
����
�
 �	�	����
��
�

�	�
 
�
 
�
������ 
������� 
�������� ��	���
� �	�	�����
 �����



� �	�	�
! '� ��
� ����� 
��
����� 
 �
���� ���	��#
�� � ������

	��
����� 
�����	�

 $ ��������� �	�	����
��
� �	���������
�


�
 
������ 
�������� ��	���
� ����	���� �	�	�����
 ����

�!

(	�
� ���	���� ����� �	���	��

	�� ���#���	���� �	�	�� ��
�

���
� �� ��
� 
 ����

�� �������� 
�����	�

 � 	��
�����
 ���

 	�%
�
 ��	

�	�
!

)�%	� ����	��
�	*

Mωnψ0(ω
n, yni (t)) → inf; (4.8.1)

Mωk

{
ψk(ω

k, uki (t)) | ωk−1
} ≤ ck(t, ω

k−1); (4.8.2)

���
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yi(t, ω
k−1) = yi(t− 1, ωk−1) + Si(t, ω

k−1)ui(t, ω
k−1) + di(t, ω

k−1);

(4.8.3)

yi(t, ω
k−1) ≥ yi(t− 1, ωk−1), yi(1, ω

k−1) > 0; (4.8.4)

ui(t, ω
k−1) ≥ 0, Si(t, ω

k−1) ≥ 0, ck(t, ω
k−1) > 0,

ui,k ∈ G0
k, ωk ∈ Ωk = ×k

i=1Ωi, k = 1, n, i = 1, n, t ∈ [1, T ]. (4.8.5)

���� ��������	
�� 	 �

���	� �������� �����
������� �������

	����
 ����������
������ �
�	����� �� �
�

� �������  �����!� ��" 

�� �
���
�� 	 �����#$�� 	���

Mωn

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩ui(t, ω
n)−

(
yi−yi(t,ω

n)
Si(t,ωn)

)
n∑

i=1

(
yi−yi(t,ωn)
Si(t,ωn)

)
⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭→ inf; (4.8.1′)

Mωk

{
ψk(ω

k, uki (t)) | ωk−1
} ≤ ck(t, ω

k−1); (4.8.2′)

yi(t, ω
k−1) = yi(t− 1, ωk−1) + Si(t, ω

k−1)ui(t, ω
k−1) + di(t, ω

k−1);

(4.8.3′)

yi(t, ω
k−1) ≥ yi(t− 1, ωk−1), yi(1, ω

k−1) > 0; (4.8.4′)

ui(t, ω
k−1) ≥ 0, Si(t, ω

k−1) ≥ 0, ck(t, ω
k−1) > 0,

ui,k ∈ G0
k, ωk ∈ Ωk = ×k

i=1Ωi, k = 1, n, i = 1, n, t ∈ [1, T ]. (4.8.5′)

%����

�� ��"�## ��
�� ���
�
���� �

���	
 ��&���� �
���'

�
�

� �������� ��&���� 
���� S̆(cn(ωn−1))� ����

S̆(cn(ωn−1)) = sup
k

c(t, ωk−1).

(���� ��&���� �
 i � )�
�� ������
���� ����� ��
���
��� ��� 



'��* �
�
�����	 ����	�' �
 �������$�� (i − 1) � )�
��� ����


��&
#$�� ��
	��
 ���#� 	��+

ui(t) = ui(t, ω
i−1), i = 1, n.

���
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������ �����	
�������
 � 
����������� ������ ��������������� ����

���

�������� � �������
� ������������
� �����������
� � �

��������
� �� �!"�
� �������
��

#�� ��������� ���������� ������ ��� �
 ����
������$��� %���


��$��� ��������

&���$

ωi ∈ Ωi' i = 1, 2, . . . , n' ��� Ωi � ��������� 
��(����� � ����

��������� ���
�������� ��)���* ωi �� i�
 �����+ Ω0 = {ω0}+
ωi ∈ Ωi = Ω1 × Ω2 × . . .× Ωi+

ωi = (ω1, ω2, . . . , ωi) � ������ � ������������ ���
������� i+

ωn ∈ Ωn = Ω1 × Ω2 × . . .× Ωn+ ω
n = (ω1, ω2, . . . , ωn) � ����������

���$����$ �����*��� ��)���*�

&����������� �����*��� ��)���* Ωn �)������
 �����

Ω(Ωn = Ω).

&���$ �� Ω ������ ������������� 
��� P �

,�������
 
��� P k �� Ωk �����!"�
 �)����
- ���� ���
������

��� ��)���� A ⊂ Ωk' ����� P k(A) = P (A× Ωk+1 × Ωk+2 × . . .Ωn)�

.����
 �������! ������������! 
��� P k �� Ωk-

Pk

(
A | ωk−1 ∈ B

)
=

P k(A× B)

P k(Ωk × B)
��� �!)��� A ⊂ Ωk, B ⊂ Ωk−1;

Σ � σ�����)�� �����*��� ��)���* �� Ω�

/���
 �)����
' 
� ���������� ������������� ������������

(Ω,Σ, P )�

0���
����
 ������������$����$ 
��(���� Y0, Y1, . . . , Yn

��������$��* ���������' yk ∈ Yk, k = 0, 1, . . . , n+

Y0 = {y0(t)};

Y k = Y1 × Y2 × . . .× Yk, yk = (y1(t), y2(t), . . . , yk(t));

���
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Y n ≡ Y.

����� ��� 	
���
� ωk ∈ Ωk � yki (t) ∈ Y k, k = 1, 2, . . . , n �
�
�


��	�������	��� ψk(ω
k, yki (t)) �
��������� mk�

�
 ��������� Y ��� 	
���
� ω ∈ Ω ���	����
� ψ0(ω
n, yni (t))�

G0
k = G0

k(ω
k) � ��	������ ����
���� ��������
�

ck(t, ω
k−1) � mk������� ����
���� �������� � �
�
��������

��������� ��	�������	��� �� ωk−1�

ck(t, ωk−1) �
∑n

i=1 � mi�����
� ��	�������	����

ck(t, ωk−1) ∈ Bk� Bk � ��	������ �
�
����  �����
������

Mωk

{
ui(t, ω

k) | ωk−1
}
� �������� �
���
�����	�� ����
���

ui(t, ω
k) �  ��� ��������� ��� �������
 ��
���
��� ωk−1!

"����������� �
�
�� i�
� #�
 
!

$
�������� ���������� �����
%&�� ���
��� � ��������� �
�
��

i�
� #�
 
 ��� �
�
�� '(!)!*+ � '(!)!,+  �� ��	�����
����ωi−1 � ui−1-

Ki =
{
yi ∈ G0

i | ∃
[
ui,i+1 ∈ G0

i+1, . . . , ui,n ∈ G0
n

]
,

Mωi

[
ψi(ω

i, uii(t)) | ωi−1
] ≤ ci(t, ω

i−1),

Mωi+1

[
ψi(ω

i+s, yi, ui,i+1(t), . . . , ui,i+s(t)) |ωi+s−1
] ≤ ci+s(t, ω

i+s−1),

∀ωi+s−1, . . . , ωn−1, s = 1, 2, . . . , n− i
}
, (4.8.6)

yii(t, ω
i−1) = yii(t− 1, ωi−1) + Si

i(t, ω
i−1)uii(t) + dii(t, ω

i−1); (4.8.7)

yi(t, ω
k−1) ≥ yi(t− 1, ωk−1), yi(1, ω

k−1) > 0;

ui(t, ω
k−1) ≥ 0, Si(t, ω

k−1) ≥ 0, ci+s(t, ω
i+s−1) > 0,

ui,k ∈ G0
k, ωk ∈ Ωk = ×k

i=1Ωi, k = 1, n, i = 1, n, t ∈ [1, T ]. (4.8.8)

"����������� ����������� � ����
������ ������� �
���.������

�
�
�� '(!)!*+�'(!)!,+!

���
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������� ��	�
����� ������	 
��
��	 ������ ��������������� �����

������ ������ �� ��	 ������������ ������ ��������������� ��� !��

���� � ����������� ��� " �"#���	���$ ������� K1 �= ∅�
����������	
�� ���� K1 �= ∅� �� �
���
�����

Ki �= ∅, i = 1, 2, . . . , n.

������� ������� ��
���� Qi(yi,i(t)) ������ i��� ������

Qi(yi,i(t)) = Mωn|ωi−1ψ0

(
ωn, yi−1

i (t), yi,i(t, ω
i−1),

y∗i,i+1(t, ω
i), . . . , y∗i,k(t, ω

n−1)
)
,

��� ωi−1  
�!�" ������

# ��"����"��� "��������


� 
� �����#�

�"���������$�# ����� i%

yi−1(t)  
�!�" �"�
��
# "���
��%

yi(t, ω
i−1)  "���
�� 
� ����� i%

y∗i,i+1(t), . . . , y
∗
i,k(t)  �������	
�� "���
�� 
� �����#� ������$�#

�� i��%

y∗i,k(t) = y∗i,k(t, ω
k−1)� k = i+ 1, n�

&�"�����
�� �������	
��� "����$��� �"����� 
� i�� ����� �
��

������
�� ���#���������� ������ ��������� ����� �!"����� � "����


�� ������ ��������������� �"��"����"���
��'

min
yi,i(t)∈K

Qi(yi,i(t)). (4.8.9)

("� ����"�!��	
�� ������� ��
����

ψ0(ω
n, yni (t)) =

n∑
j=1

ψ0j(ω
j, yji (t)) (4.8.10)

�
�����
�� Qi(yi,i(t)) ��"�$������

(���	

Q∗
i (ω

i−1, yi,i(t)) =

���
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= Mωn|ωi−1ψ0(ω
n, yi−1

i (t), yi,i(t, ω
i−1), y∗i,i+1(t, ω

i), . . . , y∗i,k(t, ω
n−1)).

��� ��������	
��
 ��	���
 ������� ������	
��� �������� ����

��	� ������ ����� !������"! ����	�����#�� �� ��$��� %����

i = 1, 2, . . . , n− 1 �	�������� ���������	
���� ���������

&�		����'

Q∗
i (ω

i−1, yi−1
i (t)) =

= min
yi,i(t)∈Ki

Mωi|ωi−1

{
ψ0i(ω

i, yii(t)) +Q∗
i+1(ω

i, yii(t))
}
, i = 1, n− 1,

(4.8.11)

��� i = n

Q∗
i (ω

n−1, yn−1
i (t)) = min

yi,n(t)∈Kn

Mωi|ωi−1

{
ψ0i(ω

n, yni (t))
}
, (4.8.12)

�� ����� (! � ����� )! �	�����* ���

Q∗
1(ω0, yi,0(t)) = minMψ0(ω

n, yni (t)) = minM

{
n∑

j=1

ψ0j(ω
j, yji (t))

}
(4.8.13)

��� ��	���#+ �����)!������"!�

,���� �������* ������ ����� !������"! � ������	�$���� ����� (! %��

����	����� ������ �����  !������ -!�

.�	���# ������# i�/� %���� ����� � %��� �	���� ���'

Q∗
i (y

i−1
i (t)) = min

yi,i(t)∈Ki

Mωi|ωi−1

{
ψ0i(ω

i, yii(t)) +Q∗
i+1(ω

i, yii(t))
}
.

(4.8.14)

��� ������	
��
� 

�
�
 �����	�� ������� � �����	���	���� ���
�

��������� �M��������

����
 ���������0 �������������� ψk(ω
k, yki (t)) ��������	#�� ���

��
 ��	���0� +����������������� ������� ��	������������* �����

���
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�������� ��	
����
�
��

n∑
k=1

i∑
j=1

Akij(ω
i−1)ukj(t) ≤ ci(t, ω

i), ci(t, ω
i) > 0

�	� �������� �
� 	�
�����
�� ωi−1�

ψ0(ω
n, yni (t)) = F (yj1(t, ω

j−1), yj2(t, ω
j−1), . . . , yjn(t, ω

j−1)).

���
�

F̃−1
i (z) = P (c(t) < z | ωi−1) (4.9.1)

� ������
� ������� 	
��	�������� ��������
 ���
�	
 c(t) �	�

�����	��
���� ωi−1� 


F̃−1
i (ζ) = sup

{
x | F̃i(x) ≤ ζ

}
. (4.9.2)

����
 ������

��
� �
�
�
 �	���
�� 	����� � ��������� ��	�!

�
���
���� ��	
��������� � 
�	��	���� 	��
"#��� �	
���
��

��$�
 %�
� �
���
�
 � ����

M {F (y1(t), y2(t), . . . , yn(t))} → min; (4.9.3)

P 1
i

{
n∑

k=1

i∑
j=1

Akij(ω
i−1)ukj(t) ≤ ci(t, ω

i) | ωi−1

}
≥ α1

i (ω
i−1),

0, 5 < α1
i (ω

i−1) < 1; (4.9.4)

P 2
i {yi(t) = yi(t− 1) + Si(t)ui(t) + di(t)} ≥ α2

i (ω
i−1),

0, 5 < α2
i (ω

i−1) < 1; (4.9.5)

uj(t) = uj(t, ω
j−1) ≥ 0, yi(t) ≥ yi(t− 1), yi(1) > 0; (4.9.6)

Si(t) ≥ 0, ci(t, ω
i) > 0, i, j = 1, n, ωi ∈ Ωi = ×i

k=1Ωk, t ∈ [1, T ].

(4.9.7)

&� �	�����
�
��� �
� ����
 ��� �����
�� ���
�	 ��	
������ c(t)�

'
�
�
 ()�*�+,!()�*�-, �����
���
�
 �
�
��

M {F (y1(t), y2(t), . . . , yn(t))} → min; (4.9.8)

���
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n∑
k=1

i∑
j=1

Akijukj(t) ≤ F̃−1
i (1− α1

i (ω
i−1)), i = 1, n; (4.9.9)

{yi(t) = yi(t− 1) + Si(t)ui(t) + di(t)} ≤ F−1
i (1−α2

i (ω
i−1)); (4.9.10)

uj(t) = uj(t, ω
j−1) ≥ 0, yi(t) ≥ yi(t− 1), yi(1) > 0; (4.9.11)

Si(t) ≥ 0, i, j = 1, n, t ∈ [1, T ]. (4.9.12)

� ���� ���	
� ��
���� Qi(ω
i−1, yi−1

i (t)) ����� ����� ���������

���

Qi(ω
i−1, yi−1

i (t)) = min
yi,i(t)∈Ki

Mωi|ωi−1

{
F (y1,i(t), y2,i(t), . . . , yn,i(t))+

+
∑
i

∑
t

Qi+1(ω
i, yii(t))

}
, i = 1, n− 1; (4.9.13)

��� i = n

Qn(ω
n−1, yn−1

i (t))= min
yi,k(t)∈Kn

Mωn|ωn−1

{
F (y1,n(t), y2,n(t), . . . , yn,n(t))

}
.

(4.9.14)

�
��� ���
���� �����
� ��
���� �
�
	� i��� ��
�
 � 

 �� ����

	
� ����� ���

Qi(yi,i(t)) =

= Mωi|ωi−1

{
F (y1,i(t), y2,i(t), . . . , yn,i(t)) +

∑
i

∑
t

Qi+1(ω
i, yii(t))

}
.

� �������
�� ����� �
�
	� ��
��������
��

Qi(yi,i(t)) =

= Mωi|ωi−1

{
F (y1,i(t), y2,i(t), . . . , yn,i(t)) +

∑
i

∑
t

Qi+1(ω
i, yii(t))

}
(4.9.15)

��� �������!

n∑
k=1

i∑
j=1

Akijukj(t) ≤ F̃−1
i (1− α1

i (ω
i−1)), i = 1, n; (4.9.16)

{yi(t) = yi(t− 1) + Si(t)ui(t) + di(t)} ≤ F−1
i (1−α2

i (ω
i−1)); (4.9.17)

���
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uj(t) = uj(t, ω
j−1) ≥ 0, yi(t) ≥ yi(t− 1), yi(1) > 0; (4.9.18)

Si(t) ≥ 0, i, j = 1, n, t ∈ [1, T ]. (4.9.19)

����������	� 
���
� �������� �	�	��� �����	�	�	��� �	����

��� � ���������� �	������� ��������� � ��������� �	���������

���� ������
	����� ��� ���	�� � �������� ������ ����������

�������� ��
������

M

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩ui(t, ω
n)−

(
yi−yi(t,ω

n)
Si(t,ωn)

)
n∑

i=1

(
yi−yi(t,ωn)
Si(t,ωn)

)
⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭→ min;

P 1
i

{
n∑

k=1

i∑
j=1

Akij(ω
i−1)ukj(t) ≤ ci(t, ω

i) | ωi−1

}
≥ α1

i (ω
i−1),

0, 5 < α1
i (ω

i−1) < 1;

P 2
i {yi(t) = yi(t− 1) + Si(t)ui(t) + di(t)} ≥ α2

i (ω
i−1),

0, 5 < α2
i (ω

i−1) < 1;

uj(t) = uj(t, ω
j−1) ≥ 0, yi(t) ≥ yi(t− 1), yi(1) > 0;

Si(t) ≥ 0, ci(t, ω
i) > 0, i, j = 1, n, ωi ∈ Ωi = ×i

k=1Ωk, t ∈ [1, T ].

��� 
���
�  !�����	���� ��	����	� 
���
	

M

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩ui(t, ω
n)−

(
yi−yi(t,ω

n)
Si(t,ωn)

)
n∑

i=1

(
yi−yi(t,ωn)
Si(t,ωn)

)
⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭→ min;

n∑
k=1

i∑
j=1

Akijukj(t) ≤ F̃−1
i (1− α1

i (ω
i−1)), i = 1, n;

{yi(t) = yi(t− 1) + Si(t)ui(t) + di(t)} ≤ F̃−1
i (1− α2

i (ω
i−1));

uj(t) = uj(t, ω
j−1) ≥ 0, yi(t) ≥ yi(t− 1), yi(1) > 0;

Si(t) ≥ 0, i, j = 1, n, t ∈ [1, T ].

���
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������� ��	�
�� 
������ ������ i��� ������

Qi(yi,i(t)) =

= Mωi|ωi−1

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩ui,i(t, ω
n)−

(
yi−yi(t,ω

n)
Si(t,ωn)

)
n∑

i=1

(
yi−yi(t,ωn)
Si(t,ωn)

) +
∑
i

∑
t

Qi+1(ω
i, yii(t))

⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭ .

� ����	����� ��� ������ �������� ������� �����������	�����

��������	���� �������
 ����� ����� 
��

Qi(yi,i(t)) = Mωi|ωi−1

{
ui,i(t, ω

n)−
(
yi−yi(t,ω

n)
Si(t,ωn)

)
n∑

i=1

(
yi−yi(t,ωn)
Si(t,ωn)

)+
+
∑
i

∑
t

Qi+1(ω
i, yii(t))

}
→ min;

i∑
j=1

Aijuj(t) ≤ F̃−1
i (1− α1

i (ω
i−1)), i = 1, n;

{yi(t) = yi(t− 1) + Si(t)ui(t) + di(t)} ≤ F̃−1
i (1− α2

i (ω
i−1));

uj(t) = uj(t, ω
j−1) ≥ 0, yi(t) ≥ yi(t− 1), yi(1) > 0;

Si(t) ≥ 0, i, j = 1, n, t ∈ [1, T ].

�	� �� ��� 
��� ������ �������� ������! ��������	���� ������

��
 � 
����������"�� ������������� #$�%�&'�#$�%�()' ����
��	�
�

�	���� �� ��������

������� ��	�
� ������� ��	
��� Qi(yi,i(t)) i
�� ����� �	���


����	�� ������ ���	���� ����	�� ����������	�� �������� ������ 


�����!" � �����	#�� ������	���	#�� ����	���	���� ��������

�#��
��� ����$ ��	
���� 	� �	�%����� Ki ��������#$ ����&


'�$ �������

���������	
���� *���� �����"
��� �� ���������

���
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��� i=n Qn(yi,n(t))=Mωn|ωn−1

{
F (y1,n(t), y2,n(t), ..., yn,n(t))

}
�

������	
� 	 ���
��	������� ������	
 ����� ������
�

����� Qi(yi,i(t)) � ������	
 ����� ������
 �	 ��������� Ki�

���	���� ��� Qi−1(yi,i−1(t)) � ������	 ����� �	 ��������� Ki�

��  !�"�#!$ �����

Qi(ω
i−1, yi−1

i ) = min
yi,i(t)∈Ki

Mωi|ωi−1

{
F (yi−1

1 (t), yi−1
2 (t), . . . , yi−1

n (t))+

+
∑
i

∑
t

Qi+1(ω
i, yii(t))

}
, i = 1, n− 1, t ∈ [1, T ].

%	�������� y′i(t) ∈ Ki−1� y′′i (t) ∈ Ki−1�

�����

(yi−1
i (t))′ = (yi−2

i (t), yi,i−1(t)); (yi−1
i (t))′′ = (yi−2

i (t), yi,i−1(t)).

&'���	��� ����� ��	����
 ỹ′i,i(t)� ỹ′′i,i(t)� �	 ������� 
����(	)��


Qi(ω
i−1, (yi−1

i (t))′) � Qi(ω
i−1, (yi−1

i (t))′′) ���������������

�� ���
��������) Qi(yi,i(t)) � ������� ����� �	 Ki�

���	���� ��� ���)
	 ���
��� ���������� ����� Qi(ω
i−1, yi−1

i (t))

�	 Ki−1�

�������������� ỹ′i,i(t) ∈ Ki � ỹ′′i,i(t) ∈ Ki� *�� ��	���� ��� ��+

,�����)� x′i,i+1(t), x
′
i,i+2(t), . . . , x

′
i,n(t) � x′′i,i+1(t), x

′′
i,i+2(t), . . . , x

′′
i,n(t)

�	���� ��� ������	 �(�	�������� ����
��
),	
 Ki� �
��������
��+

�
 ��� yi,i(t) = ỹ′i,i(t)� yi,i−1(t) = y′i,i−1(t) � xi,j(t) = x′i,j(t)�

i = 1, n� j = i+ 1, n� � �	��� ��� yi,i(t) = ỹ′′i,i(t)� yi,i−1(t) = y′′i,i−1(t)�

� xi,j(t) = x′′i,j(t)� i = 1, n� j = i+ 1, n�

-��
��	������� 
�
 ∀λ ∈ [0, 1] ������	 �(�	�������� ����
��
)+

,	
 Ki� �
��������
���
 ���

yi,i(t) = λỹ′i,i−1 + (1− λ)ỹ′′i,i(t),

yi,i−1(t) = λỹ′i,i−1 + (1− λ)ỹ′′i,i−1(t),

���

 

                             1 / 39



xi,j(t) = λx′i,j(t) + (1− λ)x′′i,j(t),

j = i+ 1, n.

� ���� ����	�
��� ���
� Qi(yi,i(t)) �� Ki �����

Qi(λỹ
′
i,i−1(t) + (1− λ)ỹ′′i,i(t)) ≥ λQi(ỹ

′
i,i−1(t)) + (1− λ)Qi(ỹ

′′
i,i(t)).

(4.9.20)

�
 
�
�������� ỹ′i,i(t) � ỹ′′i,i(t)

Qi(ỹ
′
i,i(t)) = Qi(ω

i−1, (yi−1
i (t))′), Qi(ỹ

′′
i,i(t)) = Qi(ω

i−1, (yi−1
i (t))′′).

(4.9.21)

�

�� �
�
�

Qi(ω
i−1, λ(yi−1

i (t))′ + (1− λ)(yi−1
i (t))′′) = Qi(λỹ

′
i,i(t) + (1− λ)ỹ′′i,i(t)).

(4.9.22)

�� �

��� ������ !� ������"!� �������! �������� #�


Qi(ω
i−1, λ(yi−1

i (t))′ + (1− λ)(yi−1
i (t))′′) ≥

≥ λQi(ω
i−1, (yi−1

i (t))′) + (1− λ)Qi(ω
i−1, (yi−1

i (t))′′).

$�
 
���#���� #�
 Qi(ω
i−1, yi−1

i (t)) ����	�� ���
� �� Ki�

%
 �
��� �

Qi−1(yi,i−1(t)) =

= Mωi−1|ωi−2

{
F (y1(t), y2(t), . . . , yn(t)) +

∑
i

∑
t

Qi(ω
i−1, yi−1

i (t))
}

��	&� ����	�� ���
� �� Ki�

������� ����	�
��

������� ��	�
����� ����	
� ci(t) � ui,i(t) ��������
���� �����

������ 	� ci−1(t) � ui,i−1(t) �		����������	 � αi � �����
	����

��� ����	
�� �	 �
��� 	���������� 
������� �
���� ��	�	�

�����	� ����
� �
������ 
������ �  ��	����� ��
	���	�����

�� 	�
���
������ ������� �
����� � ���	�	 �	
����� �!�! ����
�

"#!$!%&'�"#!$!%$' ����� 
������ � ����
����
	������ ����	
��!

���
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���������	
���� ����� zn(t−1, ωn−1) � ���	
���
�� ��������

����	��� � zi � 
���
��	������ ��	��
	� zi(t− 1, ωi−1)�

i = 1, n� ����������	� ������� zi = Mzi(t− 1, ωi−1) � �����
	
	�

����

�� ���	�	
��

������
� ��� � �����	�� �����
� zi ∈ K�

 �!���	����
�� zi(t−1, ωi−1) � �������� ����	�� i�"# $����� %��

�&
������ ��� ���������� xi,j(ω
j−1)� j = i+ 1, n� ���	�� ��� ���
�

�'��
	��
	�

n∑
i=1

Ajiui(t) ≤ F̃−1
ck−1(1̄− αk), k = 1, n. (4.9.23)

�� �����	� �����
� F̃−1
ck−1(1̄−αk) = F̃−1

ck
(1̄−αk) � �����
	
	���

��

�! ������ (&���� Fck � �������)�
�*	� ����������
	� �������

����	� ck+�

,&�� 
���
��	������ ��	��
	� �� �-�	� �����! 
�����
����

(.�/�01+ ��	���	
 � ������� ��� zi ∈ K� ���� zi �������� ������	
�


������	
 ����	��
�


������ ���������

2�����&�� ���� 	&����

�� ����	� 
�!��
 �����
	
	����
�


�! $��	����
� 	 ���	
���
�� �������� ����	�� ��� &����	 ��	�


��	� ����
	� �� ����������
	� �������� � ��	
*	��
 ��-���

������*	�
���
�'� ��&�	�	�

M

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩ui(t, ω
n)−

(
yi−yi(t)
Si(t)

)
n∑

i=1

(
yi−yi(t)
Si(t)

)
⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭→ min;

P 1
i

{
n∑

k=1

i∑
j=1

Akij(ω
i−1)ukj(t) ≤ ci(t, ω

i) | ωi−1

}
≥ α1

i (ω
i−1),

0, 5 < α1
i (ω

i−1) < 1;

���
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P 2
i

{
yi(t, ω

i−1) = yi(t− 1, ωi−1) + Si(t, ω
i−1)ui(t) + di(t, ω

i−1)
} ≥

≥ α2
i (ω

i−1), 0, 5 < α2
i (ω

i−1) < 1;

uj(t) = uj(t, ω
j−1) ≥ 0, yi(t) ≥ yi(t− 1), yi(1) > 0;

Si(t) ≥ 0, ci(t, ω
i) > 0, i, j = 1, n, ωi ∈ Ωi = ×i

k=1Ωk.

��� ������ ��	
	���
�
� ����������

M

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩ui(t, ω
n)−

(
yi−yi(t)
Si(t)

)
n∑

i=1

(
yi−yi(t)
Si(t)

)
⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭→ min;

M

{
n∑

k=1

i∑
j=1

Akij(ω
i−1)ukj(t)

}
≤ c̃i(t);

(ỹi(t) = ỹi(t− 1) + S̃i(t)ui(t) + d̃i(t)) = Δ̃i(t);

ui(t) ≥ 0, yi(t) ≥ yi(t− 1), yi(1) > 0;

Si(t) ≥ 0, i, j = 1, n, t ∈ [1, T ],

���

c̃i(t) = inf
ωi−1

F̃−1
i (1̄− α1

i (ω
i−1)),

Δ̃i(t) = inf
ωi−1

F̃−1
i (1̄− α2

i (ω
i−1)), i = 1, n.

����� ����	
�� inf ��
���������	��

�����	��� �����D ���������	���	����� �	���
�� ����	�������

�� ��
����� u(t)� ��
����������
 gi(t)� 
������ ������������� ���	�

�������� � ����� �����������

����� ��
��� Λ∗ = (λ∗
0, λ

∗
1, . . . , λ

∗
N)  λ∗

0 = 1� N ! ����� ���	�����

��"# ! ��$���� ����
��" ������������	���" �	�	��

min
Λ≥0

{
N∑
r=1

λrc̃r +
N∑
q=0

MD−1gqλq

}
,

λ∗
0 = 1.

���
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��������	
� ��
����� ������
 ��������	�	
� � ���
�	
� �����

�� �
�	
 �������� ��������� 
����
�

u∗i = D−1
N∑
r=0

λ∗
rgr, λ∗

0 = 1.

��
 
�������	
� ��
����� ������
 
��������� 
�������	�� ���


����� ������� ���
�	
� �	
 
����	
� ������ ���	���� ��
�	��

� ���
���� 	�
�������		
���!

���� �����	
����
 ������ ����

�
 ������� � ����

���
��� �����

��������  P ������!"

"�� ���  
�
���
��# � ���� �������	�� ����� �
��� ��������		
�

$����
� %�	�$��� �������� ���
��	
��� �
 
# ��
 �	���	�� $����
�

%�	�$�� 	� ����� �����
��� 	��
�
�
� ����		
� ������	� � ����	�

	
� ���
��	
���� α0! &
���������	�� ����� �
�
�	
 
 ��������

��
�	�� � ���
���� 	��
�	
� �	%
���$�� 
����������� ��������

	��� 
��������
���� ���
��	
��� �
�����	�� ��� �����
�	�� $��

���
� %�	�$��� ��������
� �������	�� '
�(��
� ��
���
����� ���

������	
 
 ��� ��
� 
� ������������ ������
�) ����		
 
 %���

���
��		
 
 ��
�	�# �������������� 
 ��������� �%%�����	
���

�	
 
����	
� 
����$�� ���	���� ��
�	��!

*����
���� ��������� �	
 
����	�� ������ ���	���� ��
�	��

����������	�� ������
�!

k → max; (4.10.1)

P ({F (y1(t, ω
n), y2(t, ω

n), . . . , yn(t, ω
n))} ≤ k) = α0, 0, 5 < α0 < 1;

(4.10.2)

P 1
i

{
n∑

k=1

i∑
j=1

Akij(ω
i−1)ukj(t) ≤ ci(t, ω

i) | ωi−1

}
≥ α1

i (ω
i−1),

(4.10.3)

���
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0, 5 < α1
i (ω

i−1) < 1;

P 2
i {yi(t) = yi(t− 1) + Si(t)ui(t) + di(t)} ≥ α2

i (ω
i−1), (4.10.4)

0, 5 < α2
i (ω

i−1) < 1;

uj(t) = uj(t, ω
j−1) ≥ 0, yi(t) ≥ yi(t− 1), yi(1) > 0; (4.10.5)

Si(t) ≥ 0, ci(t, ω
i) > 0, i, j = 1, n, ωi ∈ Ωi = ×i

k=1Ωk, t ∈ [1, T ].

(4.10.6)

� ����� �����	�
�� ��
��� 
 ����� ������ ����� k ����� �����

��
����� �� 	����� ���������� ������	�� ���������
 ω�

����� 
����� ���������	��
 ��	��	�� ����� ����
�� ��	����

n �� ����� 	������	� ������
���	 � �������������� ���
�	���

μ(ωn−1) � 
������	���
�		�� ������!���		�� �������� V � �����

�	 ����� ��
����	�� 	������	�� ������
���	��" �� ��� �������
�	 

	�� 	����� ���������� ���� ���������	��
" ����
	�� ���������� 

���� ���
�	�� 
������ ���������	��
 ��	��	�� ����� ����
���

��	����	��� ���
���
�!�� ����� ��	��	�# �����	���# �����
�! 

#��� 
������ ���������	��
 ��	��	�� ������

$� �����
	�� n � ����� �����

P
{
F (y1(t, ω

j), . . . , yn(t, ω
j)) ≤ k | ωn−1

}
=

= P
{
F (y1(t, ω

n), . . . , yn(t, ω
n)) ≤

≤ k − [F (y1(t, ω
j), . . . , yn(t, ω

j))
] | ωn−1

}
.

� ����
����
�� � ���	!���� 
�����	�!�� �����

P
{
F (y1(t, ω

j), . . . , yn(t, ω
j)) ≤ k | ωn−1

}
=

= Φ

[
k−P

{
F (y1(t, ω

j), . . . , yn(t, ω
j))≤k | ωn−2

}−μ(ωn−1)ui,n(t)

(uTi,n(t)V ui,n(t))1/2

]
,

(4.10.7)

�
� Φ(ξ) % ��	���! ������
���	�! 	������	��� ����	� N(0, 1)�

���
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�������� 	
��
���� ��������

Qn(ω
n−1, yn−1

i (t)) = min
yi,n(t)∈Kn

[
Φ−1(α0)(u

T
i,n(t)V ui,n(t))

1/2+

+P
{
(F (y1(t, ω

j), . . . , yn(t, ω
j)) | ωn−1)

}
+ μui,n(t)

]
.

��� α0 ≥ 0, 5 ������� ������� n��� ����� ������� ���� ����!��

yi,n−1(t)�

"���� �#��$��� ��� �������% &���'����% ��������� ��(�)'��

������� $�&��� 	
��
����	
��
�*� ����� #��! ���� ����  ����'!)

����&�� ��������� �����������������

+����$  ��%� ���� ��, ��&���� ������)'�, ��  ���, ���#�����

��$������ ��$&����! �����  ��#��� ��(���� �� &�� ������ -� ����

��� ���&������ ���&�������!��� �����  �������� $�&��� � �����

�����  ���� ���� ��� ���������� � ���!$�)� � &�� ���� �����

��(�)'��� �������. �������� ��#���� ��� �� �������� � ������

����)'�� $��� ��� �! ��(���� �� �����$������% $������, �����

������ � ����, $�&���� -� ������ �����&������ ����������� ����

�� ��(�)'�� ������� � ����'�� �����$���� � ����,� ������)'�%

�  ��&����, ��&���&���!��, $�&���� �������)� � &�� ���� �����

�������!���� ������

/�� ��(����  ��%� ���� ��% $�&�� �������� ��(���, ��� �� ���

��������, ������$���� � ���!$�)� � �$�� ���� ��������� ������

���� ����������������� -�������� ����&  ��%� ���� ��% ���$��

���&������  ���������������� ����& ��������  ��%� ���� ���� ����

&����� ��� ����&  ��%� ���� ��, �������$�����

0����(������ �����&��� �������� ��(���,� ��$��#������� ��

� ���� ���������� �� ����������, ������$����� ��������� �  ���

���� ���&� ��$��1�� ����� 	��������� �� 2 #� ������� ������ �����

��)'�% ��#�)&���,� 3 ���, ����� $����� �% ��1�� ��  ������

���
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���� ��� ����	
 ����
�� �
�������

� ��	�� ���
���� ����
��

� �������� 
����
�� �
�������� � ������� ������ ����� �����

���� �	�
 
� 	����� ������ ���
���� ����
�� !������� ��	���

	���� 	�� �����
�
�� ��	��

� �����	�� ��	�� ���	����� ������

��� "����
�����
�� ����
�� ���
������� � �������� 
�����	���
�


����# �
���

�� ����������� �
�������� $�� ������
�� �����

�
�������� �������� ���������
�
 !� ��
��� ����������� ����

���������
��� 
�����	��� 
���� 
�������� �������
�� ��	������

���� �������� �# ���� ����� ������� ����
��� ���� ������
�� ��

�����
�# �����	��� ��������������� ������������� ����� ������

��
�� 

"����
�
�� ������	

� �
�������

� ��	���� ��%�� 	��� ���

����� ��������� ���# �	� ��� ���
���� ����	
��� ����
�� ����

��	���� ����
���� ����
�� �
��������


� ������

� ��������

� ������� �����%
���� �����
�������� ����
�� ���� �������� ��

���� 	����
�����

� �����������# 
� ��������
� � ����	

� ���
&

����
������ 	����
�����

� ��������� ���	�����# ��
���� ������

����# ���	�
�� � 	������� 	����
�����

� ���
����� � � 	 ' ����

����� ���
�� �
�������

� ��	��� ����� 
���� �����
�
�� ���

���
�����
�� �������# ��� ����	���
�� �
����� ���	����� ������

���� ������# 
� ��(�� ��������
�� ������� ������ ���	
� ����
��

������
� ������
 )
�������# ��	�*# � �������� ���������# � ���%�

��� 	��������
�� ���
�����
�� �������� � �������
�� �������	�

���� 

���
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���� �����	�
����	� � 
�����	����
 �	����	��
���
 ������

����

�����

��� ������	
�� �����	����

� �	������ ������ �
�������

�

����� ���������	����� �������������
�� ���
� ������������ �����

���	


	 ������ �Λ�������� ��� ��������
� � ��� ��	������	
��

�� ��
����	��
� ���!��!�
 �����
�� ���	��" # ���$	��	 ������	�


�� �������	

�� ������ ��� �
�������

� ���	�	� ���������	����

�� �������������
�� ���������� 
	��
�����
� ������������ � � �

�	
���� �	��	�
 � ��
�����	" ���
 %�
 &	���
 ������� �	��	�!

� ��
�����	

max
x∈X

min
y∈Y

f(x, y) = min
y∈Y

max
x∈X

f(x, y)

��� �����	��	�� ��!���' ����� f(x, y) (  ���
	�
�� %!
�$�� 
�

X×Y ' )X � Y ( ��
	�
��	�

	 �����	��
" #���� � ��!��	 �����


� � ���� �	��	�! %�
 &	���
� ��� �
��	���X � Y ' ���
���	���

��� 
	�����
�  	���
	�
��	�

� �������
�����" *
	�	�' +�
�

,��' -	�� � &������ ����������
��� �	��	�! � ��
�����	 ���

���
!����
�!��
� %!
�$��' �����	����!���� � ����� ���!
	��	�

�
�

� �� x � y" &�� ��		 � ��	 �	�!�����
 � ���� 
������	
��

���!�	

 .���
��"

#�	�	� ��	�!���	 ���	�	�	
��/

����������� 	
��
�
������� f(x, y) �� X × Y �	�
�	����
�

	 X� ���� ��� ����� y ∈ Y � ����� 	����
	����� c ������
	�

{x | f(x, y) ≥ c} 	�������

����������� 	
��
�
������� f(x, y) �� X × Y �	�
�	������

	 Y � ���� ��� ����� x ∈ X � ����� 	����
	����� c ������
	�

{y | f(x, y) ≤ c} 	�������

����������� 	
��


������� f(x, y) �� X × Y �	�
�	����
��

���
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�������� 	
�� �
� ��������
��� � X � ������������ � Y �

����� X � ��	
��� ���
�
	
��� 
����
��
 x� 
 F � ��	
��� ��
�

�
��� ������� f(x)� �������
���� [x, f(x)] ����
���
X×F �
���

�

��� ��
����� �������  �����
�
���! f(x)� ����� L � ����
�

���� ��
�
	���" ���
� ��
" ���	
���
�
	�����
� ���
��� � ��
���


�����
�
���� �����
�����#$�" ���� x → x0� 
 F (x0) � ����
����

���
��� ����� x0�

����������� 	
��
	
��
���� f(x) ����
	��	���
� 
�	��� � x0�

	
�� L ⊂ F (x0)� � ����
	��	���
� 

��� � x0� 	
�� F (x0) ⊂ L� �
��

f(x) ����
	��	���
� 
�	��� � 

���� F (x0) = L� � ��
���� 
	��	�

���
� � x0� ��
���� ����
	��	���
� 
�	��� �

���� 
� �
��	
��	

X� 	
�� ��� 
���
��� ��		� �	
��  �� �
	� x ∈ X�

����������� 	
��
�
��
���� f(x, y) 
� X×Y ����	�
� �����


	��	���
�� 
�	��� ! ����
	��	���
�� 

���� 	
�� f(x, y) ����
	�

��	���
� 
�	��� �� x  �� ��� ��� y ∈ Y � ����
	��	���
� 

���

�� y  �� ��� ��� x ∈ X�

����
�
� �
� ���
�
�
	����
 �	
��#$�
 ����$
��� �
��
�� �

�����
��
� ����
�	
�
$�
 %
���� &'()* � +
�� ,�� &-.)*�


������ 	
��
�
&'()* "�
�# X � Y $ �������	 �
��	
����

� 
� �� ������� �������
�� % f(x, y) $ ��
���� 
� X × Y

��������
������������ � ����
	��	���
�� 
�	���� ����
	��	����


�� 

���� &�� � �����
�	�
�

sup
x∈X

inf
y∈Y

f(x, y) = inf
y∈Y

sup
x∈X

f(x, y). (4.11.1)


������ 	
��
�
&'()* "�
�# X � Y $ ��������#
�	 �
��	�


���� � ��
���� f(x, y) ���
������������ 
� X×Y � �
��  �� �'�

���
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����

c < inf
y∈Y

sup
x∈X

f(x, y) (c > sup
x∈X

inf
y∈Y

f(x, y))

������	��� �
��� ����
��� ����������	� A ⊂ X �B ⊃ Y �� 
��

��� ������ y ∈ Y � x ∈ X� �
������ x∗ ∈ A �y∗ ∈ B�� ���	���	��

������ ���
	����	� f(x∗, y) > c �f(x, y∗) < c�� �� ����� �����

����������� ���������

������� ��		�
������  ���! X �Y � ����
����� Y �X� " ����

�#	��!��� �������	�� 
 f(x, y) " 	�������	$����
� %���&�� �


X × Y � '��� f(x, y) " ����������$	�
� �	��(� �� x ��� �
�����

y ∈ Y �����������$	�
� ���#� �� y ��� �
����� x ∈ X�� �� �����

����� ����������� ���������

������� ��		��������  ���! X � Y ����#	��!�$� �������	
�


 f(x, y) " 	�����	���
� ��
�� �������
���
� %���&�� �


X×Y � )���
 �
	����	� �������� ����� ����� ����
 � ���!�� ���

��
� ����
 ��� ����#	��!���� ε > 0 � ���$( ����
�$( �������	

A ⊂ X � B ⊂ Y ������	��� �
��� x0 ∈ X � y0 ∈ Y � 
��

f(a, y0) − f(x0, b) ≤ ε � a ∈ A, b ∈ B�� * 

�������� ���� f(x, y)

	�������	$����
� �� �������� ���
	����	��

� ��	
��
���� ��� ������������Λ�������� ����� ����	
������

�	���� �� �����!����"#

����� ��		�	������  ���! ������	��� %���&�� x∗(ω) ∈ X(ω)�

�	����
��� ��� �
����� ω �������� #
�

�

sup
x(ω)∈X(ω)

f(ω, x(ω)) = f(ω, x∗(ω)).

)���
 ����� ����� �����������∫
Ω

sup
x(ω)∈X(ω)

f(ω, x(ω))dp = sup
x(ω)∈X(ω)

∫
Ω

f(ω, x(ω))dp.

���
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����� ����������������� f(x, y) ���	
�����
� �� Y 
 �
� ����

���� y ∈ Y ���������� �����
� ψ(y) = supx∈X f(x, y)� ����� ψ(y)

���	
�����
� �� y �� Y �

����	
�� � 
��������� Λ���
���� 
��	�������	 � ���
����	 ���


��� ��������
���� ��������������� 
�������������� 

inf

∫
Ω

ψ0(ω
0, xn)dp, (4.11.2)

∫
Ω

ψk(ω
k, xn)dpkk−1 ≥ bk(ω

k−1), k = 1, . . . , n, (4.11.3)

xk ∈ Gk(ω
k), k = 1, . . . , n. (4.11.4)

!"������� λk,n = {λk(ω
k−1), . . . , λn(ω

n−1)} � ���
�� ����������#�

�"����� $���%�� ψ
(k)
0 (ωn, xn−k, λn−k+1,n)&

ψ
(k+1)
0 (ω, xn−k−1, λn−k,n) =

= (λn−k, bn−k)− sup
xn−k∈Gn−k

[
(λn−k, ψn−k)− ψ

(k)
0

]
, (4.11.5)

�
� ψ
(0)
0 (ωn, xn) = ψ0(ω

n, xn)'

	�
���� ���������()� ����� �����
� ψ0(ω
n, xn)� ������
�����

��
���� �����
���
 ����� ������ ���!���
"����� 	���"
 #$�%%�&'�

#$�%%�$'� ���	
�����
� �� xn ∈ Gn ��
 ������ ωn ∈ Ω� � ����

������� ������������

 ψk(ω
k, xk), k = 1, . . . , n� ������
���
!

�����
"��
� ����� ������ 	���"
 ���!���
"������ ��������
���

���
�� ���	
������� �� xk ∈ Gk ��
 ���! ωk ∈ Ωk� ����� �����



ψ
(k)
0 (ωn, xn−k, λn−k+1,n) k = 1, . . . , n ���	
�����
� �� xn−k ∈ Gn−k

�
� ���! ωn ∈ Ω 
 λn−k+1,n ≥ 0 
 ������� �� λn−k+1,n ≥ 0 ��



�(�! ωn ∈ Ω 
 xn−k ∈ Gn−k�

���������	
���� *���������

ψ
(1)
0 (ωn, xn−1, λn) = (λn, bn)− sup

xn∈Gn

[(λn, ψn)− ψ0] .

���
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�� ��������	
� ψ
(1)
0 
 ����
 ������ ������� ��������	
� ������


��� k = 1� ��
 k > 1 ��������	
� ����� �����
������ �� 
	����

�

������� ����	�
��

������ ��
����� ��	��	�� ����������

������� ��		�
��� !" ����� ����	

 ψ0(ω
n, xn) 
 ψk(ω

k, xk)�

�
��������
� �����
� ��������
��� �����
 ���  �!" # ���  ��"� ���#

���������� �����
�� ������$ ��  �%� � �������������
�

����	
����$ &�����'� ������������� ������#�
(� 
� �(�(��#

�
� ������$ ��� )������� *���� ������������ ������ �Λ#������"

��'�� ($�� 
����������� � �
��

sup
λn≥0

∫
Ω

ψ
(n)
0 (ωn, λn(ωn−1))dp. (4.11.6)

����	�
����
��� # ��
	��
$ �%��	�&�	
�$ �������	�	
� '��(

���
 ����� %
�� � ����������

 � ������ ������ 
 ��������
 � �
(

	
����� �����
��	
 � �
��

Sn(ω
n−1, xn−1) = sup

λn≥0

∫
Ω

{
(λn, bn)− sup

xn∈Gn

[
(λn, ψn)− ψ0

]}
dpnn−1 =

= sup
λn≥0

∫
Ωn

ψ
(1)
0 (ωn, xn−1, λn)dp

n
n−1,

Sn−1(ω
n−2, xn−2) = sup

λn−1≥0

∫
Ωn−1

{
(λn−1, bn−1)−

− sup
xn−1∈Gn−1

[
(λn−1, ψn−1)− sup

λn≥0

∫
Ωn

ψ
(1)
0 dpnn−1

]}
dpn−1

n−2 =

= sup
λn−1,n≥0

∫
Ωn−1,n

{
(λn−1, bn−1)−

− sup
xn−1∈Gn−1

[
(λn−1, ψn−1)− ψ

(1)
0

]}
dpnn−2 =

���
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= sup
λn−1,n≥0

∫
Ωn−1,n

ψ
(2)
0 (ωn, xn−2, λn−1,n)dpnn−2.

���������	
 ����
�
 �������


Sn−k(ω
n−k−1, xn−k−1) = sup

λn−k,n≥0

∫
Ωn−k,n

{
(λn−k, bn−k)−

− sup
xn−k∈Gn−k

[
(λn−k, ψn−k)− ψ

(k)
0

]}
dpnn−k−1 =

= sup
λn−k,n≥0

∫
Ωn−k,n

ψ
(k+1)
0 (ωn, xn−k, λn−k,n)dpnn−k−1.

������� k = n− 1� �������


S1 = sup
λn≥0

∫
Ω

ψ
(n)
0 (ωn, λn(ωn−1))dp.

�������������� 
����� �������� �������� ��� ������� ! 
�����

������"�#��������� $������ �����
	 �����% ���������&� ����������

ψ
(n)
0 (ωn, λn) �� λn ≥ 0 ��� ���' ωn ∈ Ω�

������� ����	�
��

(�!�
 ����
�
� ���� ������� ��)��� �� !�*��
 +���� 
����� ����

sup
xn−k∈Gn−k

∫
Ωn−k,n

[
(λn−k, ψn−k)− ψ

(k)
0

]
dpnn−k+1, k = 0, 1, . . . , n− 1

(4.11.7)

�� +�� 
����� � ���� ���������	' ��� ��� ,��!-� ψk � ψ
(k)
0 ��#

������ 
����� �	��!���� ������

���������� �� � ������������ �

���������	
� �	)� �����*�����
� ������
 �	��*���� ��� ��#

)�&.�' ������ xk(ω
k) 
����� ������"�#�������� � 
�����
���� �� ωk�

xk−1 � Eωk+1,nλk,n� ���� � ����

xk = fk(ω
k, xk−1, Eωk+1,nλk,n), (4.11.8)

���

Eωk+1,nλk,n =

∫
Ωk+1,n

λk,ndpnk .

���
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�������� xk �	 �
��
���� ��� ψ
(k)
0 � ����� Λ�	����� ��������� ���

����� �����
� �
��
���� ��� ������� ������ �� ����! 	����

�� �"� ��"������#� ���#������������ ����"������! ��"����$�
 

	������! λn(ωn−1) � ������%��

�����$	��� ��������
� ��	��$"�"
 ��� ���"������ ���!�"����

��! 	����� � ���#�&"����! 	����� ������"����#� �"� ��"������#�

���#������������ ����'

Eωψ0(ω
n, xn) = Eω

n∑
i=1

[
xTi Di(ω

i)xi + ai(ω
i)
]→ inf, (4.11.9)

Eωk

[
ψk(ω

k, xk) | ωk−1
]
=

= Eωk

[
k∑

j=1

Akj(ω
k)xj | ωk−1

]
≤ bk(ω

k−1), k = 1, n. (4.11.10)

(���$ Di(ω
i) ���"� ��� ��� �����	�)�� �����!�
 ������"���

�����"������ ����
�"��$��������������� ��"��)� ��	����ni×ni*

Akj(ω
k) + �����!��� ��"��)� ��	���� mk × nj* ai(ω

i) � bk(ω
k−1) +

�����!�
� ���"��
 ��	������"� ni � mk ���"��"�"������ ,������

��
��� ����� "�#�� �"� ��"��)
 Di(ω
i) � Akj(ω

k) ������"�����"

"��-�������� ��� ��"��
 ��� ��"�#���
 � ������.� � �������/� �����

�"���"� 0���)�� ψ0(ω
n, xn) �
������ � ���"���1���)�� ψk(ω

k, xk)

����!�
� 2
������
 "��
� ������� "�����
 �����3� 4������"��$�

��� ������� "�����
 ������ ��-�����
 � ��
�� ���"���"$ ��� 	��

���� ������.���������/� Λ�	������

�����$	�� 1������ ������5�� 	������ �
��
���� ���

ψ
(1)
0 (ωn, xn−1, λn) '

ψ
(1)
0 (ωn, xn−1, λn) = −λnbn + inf

xn

n∑
i=1

(λnAnixi + xTi Dixi + aixi) =

���
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=−λnbn+
n−1∑
i=1

(λnAnixi+xTi Dixi+aixi)+inf
xn

(λnAnnxn+xTnDnxn+anxn).

(4.11.11)

��������	
� �
	
��� �������
�	�� ����
 � ������	�� ���	� �
�

����	
� ��������� ����
������ � ����� xn� � ������� ����
�	� ����	

	�� � !���������"	�� 
���� � ����������

 � ������#� 
 ������$�

xn(ω
n) = −1

2
D−1

n (ωn)
[
λn(ω

n−1)Ann(ω
n) + an(ω

n)
]T

. (4.11.12)

%��������� �	���	
� xn(ω
n) � ���������� �����
�

ψ
(1)
0 (ωn, xn−1, λn) = −

[
λnbn +

1

4
(λnAnn + an)D

−1
n (λnAnn + an)

T

]
+

+
n−1∑
i=1

(λnAnixi + xTi Dixi + aixi).

%��"����" �������	�	
�
 ����	�&�	
��
 ������'� 
 �
���	�� ����

�(������	
�� �����
� ��������		� ������ � �	���)���	�� ������

���*���
������� ��������
����	
� ������+� � ��������

sup
λn≥0

Eωnψ
(n)
0 (ωn, λn) = − inf

λn≥0
Eωn

n∑
j=1

[
λjbj+

+
1

4

( ∑
i=n−j+1

λiAi,n−j+1 + an−j+1

)
D−1

n−j+1

( ∑
i=n−j+1

λiAi,n−j+1 + an−j+1

)T]
.

(4.11.13)

%���" λ∗n(ωn−1) = {λ∗
1, λ

∗
2(ω

1), . . . , λ∗
1(ω

n−1)} , ��&�	
� �����


�������-�� ����� ���	� �����
�" ���
���"	
� ��&� .
� ����
��


�*��	�� �	���)���	�� �����
 �������
�	��� ���*���
������� ����

�����
����	
�

x∗k(ω
k) = −1

2
D−1

k (ωk)Eωk+1,n

⎡⎣ n∑
j=k

λj(ω
j−1)Ajk(ω

j) + ak(ω
k)

⎤⎦T

.

(4.11.14)

���
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���������� �	�
�
�	�� 
���	�� ���
��� ��������		��

������
� � ����
����		�� � �����
 ������

 ���! "
�
��� #�	�"��	�� ����
� $��%%�&' ��(
� ���! ��
�����)

�
	 � ���


Q̃(λn) =

∫
Ω

ψ̃
(n)
0 (λn+1(ω

n), λn(ωn−1))dp

���

� ψ̃
(n)
0 * ��+	���, ��##
�
	"���
��, #�	�"�, ��	����
�!)

	� �������,-.�/ λn(ωn−1) � �����	
	� �
����)#�	�"�� λn+1(ω
n)�

���������� ��	

	��
�	�- ����
� ��+	���+� ���+���������	�,

sup
μn≥0

ψ̃
(n)
0 (λn+1, μ

n), (4.11.15)

+�
 λn+1 =
∫
Ω λn+1(ω

n)dp� μn = {μ1, . . . , μn}� i = 1, n *mi)�
�	�


�
������  ���! μn * �
0
	�
 ����
� $��%%�%1'�  ��
�	�� ���������

#�	�"��	��� ψ̃
(n)
0 �����	��
�!	��� ������-∫

Ω

(∇λn+1
ψ̃
(n)
0 (λn+1 | (ωn), μn), λn+1(ω

n)− λn+1)dp = 0. (4.11.16)

2�

� �
��� ��
��-.

 ���
�(�
	�
�

������� ��		�
������ ��� �������	 
���
����	 ������������

��������� �������� ����������� ψ̃
(n)
0 
���������������� ������

μ∗n � ������� ������������� �������� ��
��� �� !! !"# � ����$

���� �������� ��
��� �� !! "# 

3
�
���	�����		�� �������!	�� ���	 � ��.
� ���
�
 ,��,)


��, 	
 
��	���
		�� �
0
	�
� ����
�� ��
 �������!	�
 ���	�

��
������,-� ����� $��� ��
��		�/ ����.
	�,/' 	����� #�	�"��

λn(ωn−1) ≥ 0� �����
����,-.�
 ����	
	�-

Eωnψ̃
(n)
0 (λn+1(ω

n), λn(ωn−1)) = ψ̃
(n)
0 (λn+1, μ

n).

4����
����	�
 �
0�-.�
 ������� k)+� 5���� xk = xk(ω
k) ���
)

�
�,-� �������!	�� ���	 5��+� 5���� � ����������� �� �
�����"��

���
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���������� 	
����
 ������ �� k��� ����� ������������� ������

����������� ������ 	
����
 k��� ����� λk = λk(ω
k−1) ����
�� ��

���������� 
�	��
��� �
������ ������ �� (k−1)��� ����� �������

������� ��� ������� ��� ��� �� ��� ��!���
� 
�������� 
 ��������

	
����
� ��� ��� ������
�� "���� ���	����� ���	#�
 ��$�����

���� � ��"�� ����������
� ��$�������
 ����!�
��	�#�� �������

���� ����	�
 ����
���
� ����� ������������� ���������	�����

����������������

%����� ������ 	���������� ������������ � �������������� � 	
���

���� ��
�� � �������������
�� ���
�����
� �������� ����������

���� 
����
����
���� ����������������� &�� ���� ���
���������

�� ������������ �������� ����

������� 
�
��� � 	���������  ���

���� ����������� �����
� ������������ ��
���������� � ���	���

������� ���"���� ��
����
��� � '����� ���	�  ��� ��

�������

��� ������������ 
����
����
��� ������ ���������������� 
� 
���

��
����
����� ��������
����� � "�
����� ��������������

&������� �����������
 ������ 
����
����
���� ��������������

��� 
 ��������
����� ������������� ��"�� 
�	"��� ������ ����

��������� �� ���� � �� ���� � �������� ��$��� �

���������� �

�� ���� ()*+� (,-.+� /�

������ ������� 
���	� (01,+�

&	
�� ������ ������������ ��"��  ��� �������� �� N �������

2����� 
���	�#�� � ���������3

xj 4 �
����
 � '�� �� ��� ��$�� �� j�� �����5

cj 4 ������� �� �� ��	 ����� ��$�� �� j�� �����5

rj 4 ����
������� �����"�� �� ��������	 ����� ��$�� �� j��

�����5

yj 4 ����
 �� ���
 ��$�� � ����	 j��� �����5

���
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yj =
1
2(yj−1 + yj) � ������� 	
�
� ���
� �
 j�� �

���

qj � 	

�

� �
 ��
����� ���
� �
 j�� �

���

Sj � ����� �
 ����
�� 
���� ���
� �
 j�� �

���

bj � ����� �
 ���
� �
 j�� �

���

������������ �
� �	���
�
 ������ �
���������� ����
���!�

�����
 �
 ��"��
���# ���
� bj = bj(ω)� $"%�� �	������� �� 	
��

��� � ��"����� ������	��� � ��
������ ���
� �
 j�� �

�� ���
�

�
#
� ���
��&�����

(cj + rj)xj + qjyj.

' �
���
�� ������� ������� ��
��
����� ���� 
� �
������ �

��

�

������!� ����
�� ���"��� 	
 ���� ��
����� ������

E

{
n∑

j=1

[
Sjbj − (cj + rj)xj − qjyj

]}
.

(���� �
 �
���� �

�� ��
�����
�� �!�
�����
�
 �
������ 	
�
�

���
� ���	� 	
�
���� ��������� ymin� 
 ymax �
�
�
���	��
 �����
�

�� ��
���� 	
�
�
� 
�!�
 	
�
� ���
� � ����� j�!� ������
 �
���

y0 +

j∑
i=1

xi −
j∑

i=1

bi.

��������� �������
!
�
� � �
� � �
�
�� j�!� �

�
 ����� �
 ������

��%�� (j − 1)�� �

�� ��� �	���
��� 	
�
�� ��
�����
�� ��"����

�"�
"�
�� � ��
���� ���
� �������"�
	�� �

��
� �
� ���!��

��

��# 	
�
�� �
��
�
������!� ���!�
������
�� � ��������� �����

 
���
���� �!�
������ ��� ��� �
�� �
�
�
���� ��
 
��
 �!�
�

�������� �"����������� ������� �
 ���
�

P

{
y0 +

j∑
i=1

(xi − bi) ≥ ymin | b1, . . . , bj−1

}
≥ α

(1)
j (4.12.1)

���
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� ��������	 � 	
���
�
� ��������

P

{
y0 +

j∑
i=1

(xi − bi) ≤ ymax | b1, . . . , bj−1

}
≥ α

(2)
j , (4.12.2)

��	 α
(1)
j � α

(2)
j ��	��������
�� �������
��

���	�� ������������ ������ � ����	��� �	�
�� 
����
������

���� ������� �� �������� �	���� �� ��	�	���� 
	�
���� � ����

����	���� 
� 	
 ��
� ��	��
���	�� � ���	

maxE

{
N∑
j=1

[
Sjbj − (cj + rj)xj − qjyj

]}
, (4.12.3)

⎧⎨⎩ P {y0 + x1 − b1 ≥ ymin} ≥ α
(1)
1 ,

P {y0 + x1 − b1 ≤ ymax} ≥ α
(2)
1 ,

(4.12.4)

⎧⎨⎩ P {y0 + x1 + x2 − b1 − b2 ≥ ymin | b1} ≥ α
(1)
2 (b1),

P {y0 + x1 + x2 − b1 − b2 ≤ ymax | b1} ≥ α
(2)
2 (b1),

(4.12.5)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
P

{
y0 +

N∑
i=1

(xi − bi) ≥ ymin | b1, . . . , bN−1

}
≥ α

(1)
N (b1, . . . , bN−1)

P

{
y0 +

N∑
i=1

(xi − bi) ≤ ymax | b1, . . . , bN−1

}
≥ α

(2)
j (b1, . . . , bN−1)

(4.12.6)

!���
 ������
� ���� ���	�	��	
�� ��������
� �	"����
� ����

����
� 
����#
����� ������ �
����
��	����� ������

�������� �

�������
� �	���
���
��
� �������	���
�� $ ����
	 %&'() ��	��

�
���	�� �
����
��	���� 
��	�� ��
�
���*�� ���*	��� �	�	����
��

�	�
	������
�� � �������
�� ������

 �	"	��� ������� ��������

��� �� 
	
��	 ���������� ������ %+&,)�

-���
�
��
 
����#
����� ������ �
����
��	����� ������

����

������ �	
	�
����������� ������ ����	�	���� �� 	 
��	�� ����	�

������� � ����
�� %++()� %&./)� 0���
�����	
 ������ ������������

����
� ���
�"�	����� ��	�����
�� � ��������� ����� �	��
���	

���
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��������� ���	� 
��
����� ��������� 
����
��
�
��� ������ ���

��� ���������
� ��� ����
������ ������������� � ��������� � ���

������������ �� ����� ��
���� ������� �
������ ����������� ����

�������� ����� ����
��� � ������  !"#$�

%�
�� Ak & �����'� ���������
�
��� 
��
���� ��������
��� ����

�����
�� m× n � k�� �������� ��������

bk & m������� ������ 
���
� �� ������'�	� ����
�����	 ����

��� ������������ � k�� ��������

ck & n������� ������ �������� �� �
����������� ���������
��


��� 
��
���� ��������
��� � k�� �������

xk & �����
��� ��������� �����
����
��� �
����������� ����

������
�
��� 
��
���� ��������
��� � k�� �������� (
���� �� ����

��
�
��� � )������
�
��� ���������� ��������	�
� Ak� bk� ck� xk

��� �������� k = 0, 1, . . . , N − 1�

*����
��
�
��� ������ � ��+���	 ����
� ������������ ������

���
��� �� N �������� � ����������������� �������� ���
�����
�

�����'������ ������	 ����������������

min(ck, xk), (4.12.7)

Akxk = bk, k = 0, 1, . . . , N − 1, (4.12.8)

xk ∈ Xk. (4.12.9)

*��'�,��� ������
�
��� ������ ������������ ��������
��� 
��


���� � ���� 
�� �
�����	�
� �������� �
���+��
� �� 
������ ����

������ ������+�� �������� � ������� ����� ���� �
���������� ���

�������'�� � 
����	-�� �������� ��������

.����� ������ ������� yk+1 ��� k��� �������

y1 = b0 − A0x0.

���
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����� y1 ≤ 0� ���� 	 �	
�� � 
���
����	����	�� 	������� ��
���� ���

��� ��	
��� 	 ������� ����������� ��
 	������ ���
� 
������	���


����� 	��

y2 = B1y1 + b1 − A1x1,

��� Bk � �����������
 ������� ����������� m� ������	�� ����

����� bkii ������� Bk ������ � ����
 ����� 
������� i��� 	����


��������
 �� ����� � ������ k��� 
������� ��������
 ������ ��



������ � ����� ����� 
������ 
�� yki ≤ 0 � ����
 ����� �
����� ��

���	���	������
 	 (k − 1)�� 
����� �� 
������ 	��� i� ��������
 �

k��� 
������� !��� 
������	��� ��"��� 
����#������� 
���
��
�

��
 ���� ���"� ��
 ���������� ���������� 
�������� ω �
��� "��

���	���	����� ���� �������� ����������
 �� ��	
��� ��
� yk ≤ 0

$
���� 	� ��%� � �������� �� &������
 ����	�� 
�������� �� �����

�� 	 k�� 
����� ���� 	 	��� m�������� 	������ qk $	��"'� ��	��
�

���� ����������%� �� �������
 ��������
��
 ���&���������
 ������


���
����	���� 
������	���
 
����	����	� 
����� 	��

E

(
N−1∑
k=0

ckxk

)
− E

(
N∑
k=1

qkyk

)
→ min, (4.12.10)

yk+1 = Bkyk − Akx
k + bk, k = 0, 1, . . . , N − 1, (4.12.11)

yk ≤ 0 (
���� ��
 ∀ω ∈ Ω), (4.12.12)

Dkxk = dk, xk ≥ 0, k = 0, 1, . . . , N − 1. (4.12.13)

(���������
 �� �������	����� ��
�����	���
 ��&�����������& �
��

��"�	 
����	����	� ���� ��
 ������#���
�� $)�*+�*,%� ������
 ����

������� ������� ����� "��� ��
�����	�� ��
 ��#���
 ����������

��	����& ���������& �����������& ������ �������	���
 	 ��"���&

-+./� -+*)/� 0��&���������� ������ ���������	���
 	 ��"���& -+.)/�

���
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������ �� 	
� �
�� ���� 	������� 
����� ����������� ������� �	
��

�������
� 
�������

 ���!��� ��
��"��� ����
 
������� ��� 	
������ 	
��#����
�

�� � �������� 
���� ��� ���	
���������
�� $����
�
�� �
����� ��

	�#�����
 �
�������
� 
������ �� 	�������� 	����% ��&�
��"��

�� �������� #������ '����� 	��������
������ ����	����� ��&�
�

��"�� ��
�����
 ��#��!���
� �� �
������ ��

��
�
���
� � 	��
��

	���� ����
����
����
� 
������� (�"��������� 	
����
�
������


������� ��� � 	
���!�
����� ��

��
�
����� ���!�� ���
���
�

	
�)��#�
����� #������� �
�
��
������� ��
��
�
��
�� �*+ �� 
��

���#������� �����%��� 	�
���

�� ������% #������ ,�
��������

�������� �����#� ���!��� ������������ ���
�� ����-
�� ���)��

�
�	��� #����� �
����
������)� 	
�)
����
������ � ��#���������

��� ���������� �
��
��
��������� ��
��
���
���� ��� !��
����

�)
�����������

���� �����	
���
� ������ �����
�� ������� ������������� ���

������ � �������� �������� ����������� ��������
����
� ���

 ���
�



(�����

�� �����-*�- ������ 	
���
�� 
������ 
��	
��������


���
��� � �������� ��	����% ��&�
��"��

(MSP )

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩
F (y(t, ωj)) = F (y1(t, ω

j), y2(t, ω
j), . . . , yn(t, ω

j)) → inf,

P1

{ i∑
j=1

Aij(ω
j)uj(t) ≤ ci(t, ω

i) | ωi−1
}
≥ α1

i (ω
i−1),

j = 1, n,

P2

{
yi((t, ω

i) | ωi−1) = yi((t− 1, ωi) | ωi−1) + Si((t, ω
i) | ωi−1)ui(t)+

+di((t, ω
i) | ωi−1)

}
≥ α2

i (ω
i−1),

���
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yi(t, ω
i) ≥ yi(t− 1, ωi), yi(1, ω

i) > 0,

ui(t) ≥ 0, Si(t, ω
i) ≥ 0, ci(t, ω

i) > 0,

ωi ∈ Ωi =
i×

k=1
Ωk, i = 1, n, t ∈ [1, T ].

����� Ωi � ���	
	��� 
�	�
����
�� ������
����� �	��
�� i��	

�
�
�� ωi = (ω1, ω2, . . . , ωi)− ���
	� � 
�	�
����
�� �������	�
� i�

����	� × 	������
 �����
	�	 
�	����������

���
�

ω∞ ∈ Ω∞ =
∞×
k=1

Ωk;

ω∞ = (ω1, ω2, . . . , ωi, . . . )− 
	����	��
����	�
� ��������� �	��
���

��	������ 
�	�
����
�	 
	����	��
����	�
��Ω∞ ����� Ω� ���
�

�� Ω ������ ���	 
�	�
�� ���� P �

!	��� 	
������� ���� P k �� Ωk �����"#�� 	����	�$

P k(A) = (A × Ωk+1 × · · · × Ωn × . . . ) �� �"�	�	 A ⊂ Ωk� %����&

������ ���	���" ���	 
�	�
��" ���� Pk �� Ωk :

Pk(A | ωk−1 ∈ C) =
Pk(A× C)

Pk(Ωk × C)

�� �"��� A ⊂ Ωk;C ⊂ Ωk−1.

���
� Σ−σ � ������� ��������� �	��
�� ��Ω& 
	��� (Ω,Σ, P )−
���	 
�	�
�	� 
�	�
����
�	�

'��� ������
����
� ������ 
��� 
� ��(���� ���
�������� ���

����	� � ���	�� � ��
	��	� ��)	���*�� � 
���*�
	� ���	�� ����

�	����	�	 �����
� ��
�������� +	�,��
	�-& 
	 �� �	.�	 ��
���
�

� �����"#�� �����

���
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(MSP )

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩
F (y(t)) =

{(yi−yi(t,ω
i)

yi

)− (yj−yj(t,ω
j)

yj

)}→ inf, i �= j

P1

{ i∑
j=1

Aij(ω
j−1)uj(t) ≤ ci(t, ω

i) | ωi−1
}
≥ α1

i (ω
i−1),

j = 1, n,

P2

{
yi((t, ω

i) | ωi−1) = yi((t− 1, ωi) | ωi−1) + Si((t, ω
i) | ωi−1)ui(t)+

+di((t, ω
i) | ωi−1)

}
≥ α2

i (ω
i−1),

yi(t, ω
i) ≥ yi(t− 1, ωi), yi(1, ω

i) > 0,

ui(t) ≥ 0, Si(t, ω
i) ≥ 0, ci(t, ω

i) > 0,

ωi ∈ Ωi =
i×

k=1
Ωk, i = 1, n, t ∈ [1, T ].

��� ������ ��	
���
���� 
����� ��� ��������
� 
����� ���


�����
���� 	������ 
����� i��� ����� ui(t) �� ������� � ��	�
���

	�� !"#$% & ����
 �	����������' ���ui(t) = ui(t, ω
i−1) ��� i = 1,∞'

�%�% 	���
��	����� 
����� � ��	��	� � 	���()�� �	������% *�+��

,�
' ��� 
����� � ������	��	� � 	���()�� �	������ 
�,�� � ��

������� + 
����� ���%

�������������' ����� uj(t) = uj(t, ω
j)%

-���
��	�
 
�����

(MSP ′)

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩
F (y(t, ωi−1)) = F (y1(t, ω

i−1), . . . , yn(t, ω
i−1)) → inf, i �= j

P1

{ i∑
j=1

A′
ij(ω

j−1)uj(t) ≤ ci(t, ω
i) | ωi−1

}
≥ α1

i (ω
i−1),

i = 1,∞,

P2

{
yi((t, ω

i) | ωi−1) = yi((t− 1, ωi) | ωi−1) + Si((t, ω
i) | ωi−1)ui(t)+

���
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+di((t, ω
i) | ωi−1)

}
≥ α2

i (ω
i−1),

yi(t, ω
i) ≥ yi(t− 1, ωi), yi(1, ω

i) > 0,

ui(t) ≥ 0, Si(t, ω
i) ≥ 0, ci(t, ω

i) > 0,

ωi ∈ Ωi =
∞×
k=1

Ωk, i = 1,∞, t ∈ [1, T ],

���

ui(t) =

⎧⎨⎩ ui−1(t, ω
i−1) ��� i ≥ 2�

u1(t, ω
0) ��� i = 1�

y′i(ω
i−1) =

⎧⎨⎩ y′i−1(ω
i−1) ��� i ≥ 2�

0 ��� i = 1�

A′
ij(ω

j−1) =

⎧⎨⎩ Aij(ω
j−2) ��� j ≥ 2�

0 ��� j = 1�

� u1(t, ω
0)− 	�
�����
 �������
 
�	���	��� � ���� ������
� �����

	�� ������ ���′� 	���	�
 � j = 2 ����� ������ ����	�� �����	��

������ � ����������	 � ����!"�� �������� #$%&�

'�
 (����� ���	
��
 ����	�
 ����������	�
 �������� � ���	)��

��( � ���� ���	�(��	��� �������
 	�������	�� *��+�
���, ������

i��� ����� (�-�� � �� ������	� � ����

(MSP ′)

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

{(yi(ωi−1)−yi(t,ω
i−1)

yi(ωi−1)

)− (yj(ωj−1)−yj(t,ω
j−1)

yj(ωi−1)

)}→ inf,

i �= j

P1

{ i∑
j=1

A′
ij(ω

j−1)uj(t) ≤ ci(t, ω
i) | ωi−1

}
≥ α1

i (ω
i−1),

i = 1,∞,

P2

{
yi((t, ω

i) | ωi−1) = yi((t− 1, ωi) | ωi−1) + Si((t, ω
i) | ωi−1)ui(t)+

+di((t, ω
i) | ωi−1)

}
≥ α2

i (ω
i−1),

���

 

                            26 / 39



yi(t, ω
i) ≥ yi(t− 1, ωi), yi(1, ω

i) > 0,

ui(t) ≥ 0, Si(t, ω
i) ≥ 0, ci(t, ω

i) > 0,

ωi ∈ Ωi =
∞×
k=1

Ωk, i = 1,∞, t ∈ [1, T ].

����� ����� �	�
����
� ����


u∞ = (u1(t, ω
0, u2(t, ω

1, . . . , ui(t, ω
i−1, . . . )

	���������� ���������
������
� �
������� ���
�����������

� �����
�� ����������� F 
����� �� 	���� ������
����
�

����� ����

!�� −�"
MF (y(t, ωi−1))=MF (y1(t, ω

i−1), y2(t, ω
i−1), ..., yn(t, ω

i−1))#$�
������

!�� − "
P
{
(F (y(t, ωi−1))=F (y1(t, ω

i−1), .., yn(t, ω
i−1))≥k

}
#  �
������

%�& ������ ����&
�& ��'���& ������������& �������� � �����

����� ��	��� ����������(� ��
��
�& ����������� !�	)��
��" ���

����� ����������� ��& $ � * 
���� 	���
 ���
� ���

!�� −�" M
((yi(ωi)−yi(t,ωi−1)

yi(ωi)

)−(yj(ωj)−yj(t,ωj−1)
yj(ωj)

))
#$�
������

!�� − " P
{((yi(ωi)−yi(t,ω

i−1)
yi(ωi)

)−(yj(ωj)−yj(t,ω
j−1)

yj(ωj)

))≥k
}
# �
������

%�& 
�(�+ �
�	� 
����� �� 	��� ������
��+ ���	������+ �
�	�

��& ��	�(� i ���,��
��

Ki(ω
i−1, ui−1

i (t)) =
{
ui(t) ≥ 0 | ∃uik(t) ≥ 0, k = 1,∞,

Pωi

[ i∑
j=1

Aijuj(t) ≤ ci(t, ω
i) | ωi−1

]
≥ αi(ω

i−1), . . . ,

Pωi+k

[ i∑
j=1

Ai+k,juj(t) +
i+k∑

j=i+1

Ai+k,juj(t) ≤ ci+k(t, ω
i+k) | ωi+k−1

]
≥

≥ αi+k(ω
i+k−1), ∀k = 1,∞, ∀ωi+1, . . . , ωn, . . .

}
���
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���� ����	
� ��� �
��� ���	��������� ωi−1 � ui−1
i (t) ����������

������ ������������� �	�� �����	
�� K1 �= 0� 
� � Ki �= 0 ���

�
���� i = 1,∞  !"#�

$���� %
���� ��
������� �
��� ���������� F ��� ���������

	�����  ""#�

&����� �����	
�� KM � KP

KM =
{
u∞ = (u1(t), . . . , ui(t), . . . ) | ui(t) ≥ 0, ∀i,∫

Ω∞
F (y1(t, ω

i−1), y2(t, ω
i−1), . . . , yn(t, ω

i−1) dp 	����
	�
}

�

KP =
{
u∞ = (u1(t), . . . , ui(t), . . . ) | ui(t) ≥ 0, ∀i,

F (y1(t, ω
i−1), y2(t, ω

i−1), . . . , yn(t, ω
i−1)) 	����
	� ��� ∀ω∞ ∈ Ω∞

}
.

(4.13.1)

& %
�� 	����� �����	
��� ������ '����� ()*�( ����
 ������

	
�� KM = K1 ∩KM � �����	
��� ������ '����� ()*�* + ������

	
�� KP = K1 ∪KP �

,��'����� ����' K
P

�����	
��

K
P
=
{
u∞ | ui(t) ≥ 0, ∀i, 	����
	� ���������� �� ω∞

}
. (4.13.1)

-���� 	��'�
.� �
� KP ⊂ K
P

� /' 
������ � ��������� ��
�����

�������  01# 	�����
� �
� K
P ⊂ KM �

2���� ����'��� ����������� '����� ()*�* ����� 	��.���� ��� �

'����� ()*�(� 3���������� 	����
4�� �
���������

����� ������� KP ⊂ KM �

5�	
. K ≡ KP � 6�		��
��� �����	 � ����	
�����	
� '����� ()*

'�����7

(N −MSP ′)

⎧⎪⎨⎪⎩
F (y1(t, ω

i), y2(t, ω
i), . . . , yn(t, ω

i)) → inf,

P1

{ i∑
j=1

A′
i(ω

j−1)uj(t) ≤ ci(t, ω
i) | ωi−1

}
≥ α1

i (ω
i−1),

���
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P2

{
yi((t, ω

i) | ωi−1) = yi((t− 1, ωi) | ωi−1) + Si((t, ω
i) | ωi−1)ui(t)+

+di((t, ω
i) | ωi−1)

}
≥ α2

i (ω
i−1),

yi(t, ω
i) ≥ yi(t− 1, ωi), yi(1, ω

i) > 0,

ui(t) ≥ 0, Si(t, ω
i) ≥ 0, ci(t, ω

i) > 0,

ωi ∈ Ωi =
i×

k=1
Ωk, i = 1, n, j = 1, n, t ∈ [1, T ].

����������� 	
��
�
 ����� ���	
��� ����
� �����

ε��������
������ ����
� ���� ���� ������� ����
� ��� ��� ���

����������	� ������
�����

u1(t) = u1(t, ω
0),

u2(t) = u2(t, ω
1),

. . . . . . . . . . . . . . . . . .

un(t) = un(t, ω
n−1),

������������ ����� u∞(t) = (u1(t), u2(t), . . . un, un+1, . . . ) 	�
���� �	�

|F (u∞(t))− F (u∞(t))| < ε,


�� un(t) = (u1(t), u2(t), . . . un(t))− ������� ������ ������ �u∞(t)−
������� �������� ������ ����

���� ������� �����	�!� 	� ��! �"��
� ε � �"��
� ω∞ �#$��	�#�	

N(ε, ω∞) 	�
��� �	�∥∥∥F (y1(t), y2(t), . . . , yn(t))
∥∥∥ < ε.

���� ������� �����	�! �����%���� &� ω∞� 	� N �� ������	 �	 ω∞

(N = N(ε)) � �%��	 %��	� 	����%�'


������ 	
��
�
 ���� F (y1(t, ω
i−1, y2(t, ω

i−1), . . . , yn(t, ω
i−1)),

i = 1, n �������� ��
������� �� ω∞ ��� ui(t) ∈ K� �� ����
� ���

���
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�� �������	� K ε
���
���	��� n
������� ��
���� �
���� �
�

N = N(ε) 
�� ∀ε�
����� ����	
� �
��� ���	�
� ������ ������� � ��
� ��� ��
 ���

���� ε ���������� ����� ����� N � ��� 	������ ������ �� !"� #���

���������� � ������  !"� ����� �����$ �� ������ ��
 ε � ����������

�������
 %���&������ �� �#��
��$�����

���� �����	
�
�
�� ���������
��
����
��� ��
�
���
	� ��� �����

�� �����

'���
��	�
 ��#�	$ #�������������
�	��( )��������� ������ i���

)��#� 
�����  !"� �

*�������
 %���&����� ������  !"� ��	��

ϕ0(u
∞(t)) = Mω∞

{
F (y1(t, ω

i−1, y2(t, ω
i−1), . . . , yn(t, ω

i−1))
}
, i = 1, n,

%���&����� ������ i��� )��#�  !"� �+ ��	��

ϕ0(ui(t); θi=θi)=Mω∞

(
F (y1(t, ω

i, y2(t, ω
i), ..., yn(t, ω

i)) |ωi−1=ωi−1;

ui−1(t) = ui−1(t); ui∞i+1(t) = u∞i−1(t)
)
,

���

u∞k (t) = (uk(t), . . . , un(t), un+1(t), . . . ), θi = (ωi−1; ui−1(t), u∞i+1(t)),

θi = (ωi−1; ui−1(t)u∞i+1(t)).

,�����
 ������ i��� )��#� �
��� ���-

P1

(
Aijuj(t, ωi−1) ≤ ci(t, ωi−1, ωi)−

i−1∑
j=1

Aijuj(t)
)
≥

≥ α1
i (ω

i−1), (4.14.1)

P2

{
yi(t, ωi−1) = yi(t− 1, ωi−1) + Si(t, ωi−1)ui(t, ωi−1)+

+di(t, ωi−1)
}
≥ α2

i (ω
i−1),

���
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yi(t, ωi−1) ≥ yi(t− 1, ωi−1), yi(1, ωi−1) > 0,

ui(t, ωi−1) ≥ 0, Si(t, ωi−1) ≥ 0, ci(t, ωi−1, ωi) > 0, t ∈ [1, T ].

����� �ϑ ∈ Θi ⊂ Ωi.

��	
� ����
����
 ��
���⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
inf
ui(t)

ϕi(ui(t); θi),

Aijuj(t, ωi−1) ≤ ci(t, ωi−1, ϑi)−
i−1∑
j=1

Aijuj,
(4.14.2)

yi(t, ωi−1) = yi(t− 1, ωi−1) + Si(t, ωi−1)ui(t, ωi−1) + di(t, ωi−1),

yi(t, ωi−1) ≥ yi(t− 1, ωi−1), yi(1, ωi−1) > 0,

ui(t, ωi−1) ≥ 0, Si(t, ωi−1) ≥ 0, ci(t, ωi−1, ϑi) > 0, t ∈ [1, T ],

θi = (ωi−1; ui−1(t);u∞i+1(t)),

	
� ���� ( ) �������� ������������� ����
�����

����� Zi(αi(ωi−1)) � 
�������� ��

������� Ωi, ������ ���

Θi ∈ Zi(αi) ����������� Ωi = Θi ∪ (Ωi \Θi)� � Pi(Θi) = αi� 	
� Pi �

���
����� ������������� 
��� �� Ωi�

����
����
 ������ ��
���

inf
Θi∈Zi(αi(ωi−1))

ϕi(ui(t,Θi); θi), (4.14.3)

	
� ui(t,Θi)− �� ���� ��
��� !"�#"�$%�

&
��� 
���� ���
�'(�� ������
����)

������� ��	��	�

�� ���� ���	�
��	
 Θi � 
	�	��	 ������ �
���
�� 
	�	���

��������� 
� ui(t,Θi) � 
	�	��	 ������ i��� �
���  !"� �#$

%� ���� ���	�
��	
 ũi(t)�
	�	��	 ������ �
���
�� 
	�	���

i��� �
���� 
� �&�����	
��

ϕi(ũi(t, θi) ≥ ϕi(ui(t, θi)

���
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��� ����� Θi ∈ Zi(αi) � 	
��	
�
�
 Θi � ������� ��������� ����

���

ϕi(ũi(t, θi) = ϕi(ui(t, θi).

���������	
����

�� ��������	
���� �� 
����������

����
 ���������� ����� u∗i (t) �= ui(t, θi)� ������ ���

P 1
i

{
Aijuj(t, ωi−1) ≤ ci(t, ωi−1, ωi)−

i−1∑
j=1

Aijuj(t)
}
≥

≥ α1
i (ω

i−1), (4.14.4)

P 2
i

{
yi(t, ωi−1) = yi(t− 1, ωi−1) + Si(t, ωi−1)ui(t, ωi−1)+

+di(t, ωi−1)
}
≥ α2

i (ω
i−1),

yi(t, ωi−1) ≥ yi(t− 1, ωi−1), yi(1, ωi−1) > 0,

ui(t, ωi−1) ≥ 0, Si(t, ωi−1) ≥ 0, ci(t, ωi−1, ωi) > 0, t ∈ [1, T ],

ϕi(u
∗
i (t, θi)) > ϕi(ui(t,Θi)). (4.14.5)

�����	
�� ��
�	������ ��������� �� ���������� ���������Θ∗ ���

���� ���  	� 	!"��� ϑ ∈ Θ∗

Aijuj(t, ωi−1) ≤ ci(t, ωi−1, ϑ)−
i−1∑
j=1

Aijuj(t),

yi(t, ωi−1) = yi(t− 1, ωi−1) + Si(t, ωi−1)ui(t, ωi−1) + di(t, ωi−1),

� ���� Pi(Θ
∗) = αi(ωi−1)�

#� 
��	� ���� 
�	������ ��� u∗i (t) $  �
������% 
	�� �� ���

������&� 
�� Θ = Θ∗ ∈ Zi(αi(ωi−1))� �	� �����	
���

ϕi(u
∗
i (t, θi)) ≤ ϕi(ui(t,Θi)).

���
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�� Pi(Θ
∗) = αi �������	 
��

ϕi(ui(t,Θi)) ≤ inf
Θi∈Zi(αi(ωi−1))

ϕi(ui(t,Θi)) = ϕi(ui(t,Θi)).

�
��� ���
���	 ����

���

ϕi(u
∗
i , θi) ≤ ϕi(ui(t,Θi), θi),


�� ���������
�� ���������

������
������	 ui(t,Θi) � ������� �
�

� ������ �	 �
���	 
��

ϕ(ui(t,Θi)) = ϕ(ũi(t)).

�� !������� ��"������
��� ���#����
 Θ∗ ∈ Zi(αi(ωi−1))	 ����

Θ∗ ⊆ Ωi;P (Θ∗) = αi(ωi−1).

$��� ��������#��� ��� %���

ϕ(ũi(t)) < ϕi(ui(t,Θ
∗)),

��&�
 u∗i (t,Θ
∗) �� ����������' ����� (��(���( ��������)� ��
*

��� �
�

� +,-*+*.	 ���
�
'"�� ������� ũi(t)	 
�� ���������
��

������' ������)�

������
������	 ��� �'��� Θ ∈ Zi(αi(ωi−1)).

ϕ(ũi(t), ωi−1) < ϕi(ui(t,Θ)). (4.14.6)

/
�������� ������ ���#����� Θi	 �
���	 
�� ��( �'��&� ϑ ∈ Θi

�)����(���(

Aijũj(t, ωi−1, ϑ) ≤ ci(t, ωi−1, ϑ)−
i−1∑
j=1

Aijuj(t),

yi(t, ωi−1) = yi(t− 1, ωi−1) + Si(t, ωi−1)ui(t, ωi−1) + di(t, ωi−1),

yi(t, ωi−1) ≥ yi(t− 1, ωi−1), yi(1, ωi−1) > 0,

ui(t, ωi−1) ≥ 0, Si(t, ωi−1) ≥ 0, ci(t, ωi−1, ωi) > 0, t ∈ [1, T ].

���
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��� �������	� �
����	
�� 	 ��

 �
����	�	���� ������� ������

��������� ���� ��� ����

P 1
i

(
Aijũj(t, ωi−1) ≤ ci(t, ωi−1, ωi)−

i−1∑
j=1

Aijuj(t)
)
≥ α1

i (ω
i−1),

P 2
i

{
yi(t, ωi−1) = yi(t− 1, ωi−1) + Si(t, ωi−1)ui(t, ωi−1)+

+di(t, ωi−1)
}
≥ α2

i (ω
i−1).

����� ũj(t)  ���
����!" �
�� ������ ������#� ��� ϑi ∈ Θi, �

ϕ(c̃i(t), θi)) ≤ ϕ(ui(t,Θi)).

$�� ��� ���Θ∈Zi(αi(ωi−1))� �� �� ������%�ϕ(ũi(t), θi))≥ϕ(ui(t,Θi))�

�� �
���	���
&��� ϕ(c̃i(t), θi)) ≥ ϕ(ui(t,Θi)).

������� ����	�
��

�����& �! ����� �������& ��

'�������������!" ��	�	�
���

������ ()*+(

(SIP−M)

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

inf
Θ∞

min
u∞(t)

Mω∞

{
F (y1(t, ω

i−1), y2(t, ωi−1), . . . , yn(t, ωi−1))
}
,

Aijuj(t, ϑ
i−1) ≤ ci(t, ϑ

i−1, ϑi)−
i−1∑
j=1

Aijuj(t, ϑ
j−1),

yi(t, ϑ
i−1)=yi(t−1, ϑi−1)+Si(t, ϑ

i−1)ui(t, ϑi−1)+di(t, ϑi−1),

yi(t, ϑ
i−1) ≥ yi(t− 1, ϑi−1), yi(1, ϑ

i−1) > 0,

ui(t, ϑ
i−1) ≥ 0, Si(t, ϑ

i−1) ≥ 0,

ci(t, ϑ
i−1, ϑi) > 0, t ∈ [1, T ],

ϑi ∈ Θi,

ϑi ∈ Θi =
i×

k=1
Θk,

Θ∞ =
∞×
k=1

Θk,

Θ ∈ Zi(αi(ϑ
i=1)).

,
� ����
� �������� ������� ��������
���� ���
���	 � ����-�+

��� 	!'��� ��	��������� ���	���� �����	
���" ��'.����	� �����+

���
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�����������	 
���
��������������	 ���������� 
�� �����	 
��

�������� 
���� ����� ���⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

inf
Θ∞

min
u∞(t)

Mω∞

((yi(ωi)−yi(t,ω
i−1)

yi(ωi)

)− (yj(ωj)−yj(t,ω
j−1)

yj
(ωj)
))

,

Aijuj(t, ϑ
i−1) ≤ ci(t, ϑ

i−1, ϑi)−
i−1∑
j=1

Aijuj(t, ϑ
j−1),

yi(t, ϑ
i−1) = yi(t− 1, ϑi−1) + Si(t, ϑ

i−1)ui(t, ϑ
i−1) + di(t, ϑ

i−1),

yi(t, ϑ
i−1) ≥ yi(t− 1, ϑi−1), yi(1, ϑ

i−1) > 0,

ui(t, ϑ
i−1) ≥ 0, ci(t, ϑ

i−1, ϑi) > 0,

Si(t, ϑ
i−1) ≥ 0, t ∈ [1, T ],

ϑi ∈ Θi,

ϑi ∈ Θi =
i×

k=1
Θk,

Θ∞ =
∞×
k=1

Θk,

Θ ∈ Zi(αi(ϑ
i=1)).

������� ��	��
� ������ ����	 
��

��
 �����
����
����
����

�������
���� ������ ����� � �����
 ������
��
 ������� �� �

�� �
��
�� � !� ! 

���������	
���� ��	����������� 
���� ����������

ũi(t) �= u(t,Θ∞)� ������ ��� ��� ��
��� i ��
��������

Aijuj(t, ω
i−1) ≤ ci(t, ω

i−1, ωi)−
i−1∑
j=1

Aijuj(t, ω
j−1),

yi(t, ω
i−1) = yi(t− 1, ωi−1) + Si(t, ω

i−1)ui(t, ω
i−1) + di(t, ω

i−1)

� {
F (ỹ1(t, ω

i−1), ỹ2(t, ω
i−1), . . . , ỹn(t, ω

i−1))
}
>

>
{
F (y1(t, ω

i−1), y2(t, ω
i−1), . . . , yn(t, ω

i−1))
}
,

��� Θ∞ =
∞×
k=1

Θk.

����� ���������� ����� ũi(t)� ��� ũi �= u(t,Θi).

���
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�� Pω∞ �= 0 � �������� 	
��
��� ��� �
� 
����� i 	������
���

�������	��� P (Θi) �= 0.

�����	������ ϑk �
� k �= i ��
��� �����	��� Θk� � ��

��!

�� ����"���� � ������ �������� ��#���$ � 
	
����% ����
��$ ��!

�����&�� � ��

��	����������� �� �������� �������� ��#���$

	 ��
����'���	� ��#������� ��� ������������ 
	
����� ������ 

�������

�(	
���� �� ����� ����	� �� ��$ �� 	%�����

)�� � �������
�	* �������*�

������� ����	�
��

+�		������ �����* ,-.!, ����
* �������� ��#���$ ��� 
	
�!

���� ��� ��#���� �'��	� � ���	������� % ��#��'�% �����
�%� ����

ui(t) = ui(t, ω
i) �
� ui(t) : Ω

i → Rmi
.

/�� ���	��������� ωi−1 ∈ Ωi−1 � ��

����� ���

ui(t) ∈ F (ωi−1) ∈ Fmi
,

��� Fmi
0 	���$	��� �
��&����
��

f : Ωi → Rmi
.

1
� 
	
���$ 	
'�	�������� ��#���� ����%����� �� ���*#�$ ��!

�� ��������	�* � 	
'�	������� �����������	�* �
��&�$ ui(t) �

c(t)�

2 "��% 
	
����% �
� ������ i!�� "���� ui(t, ωi−1, ωi) ��
���	� ���!

���� � ����%���� ���	����	���� � �	� 	��
��� � ������������ �

����#���� �������� �	��
*������ � ��� ��������
*	���

������ ������� ������
�� ����������

���

 

                            36 / 39



���� ����	
���
��� ������	�������������� �����
���

 ��� �����

�� �����

���������� �	
	�� 
��
�	����	����	���� �������	�� ������ i���

���
� ��� ���	�� ������

�
�� ����� ������ ����� ��
�!	� ��	�
"#�� �������

ϕ0(u
∞(t)) = Pω∞

({
F (y1(t, ω

i−1), y2(t, ω
i−1), . . . , yn(t, ω

i−1))
}
≥ k
)
.

$�
�!	� %
�� ����� ������ i��� ���
� ������&'

ϕi(ui(t), θi=θi)=Pω∞

({
F (y1(t, ω

i−1), y2(t, ω
i−1), . . . , yn(t, ω

i−1))
}
≥

≥ k | ωi−1 = ωi−1; ui−1(t) = ui−1(t); u∞i+1(t) = u∞i+1(t)
)

(4.15.1)


�� 
������( )*�+*�+,�

-
��� ϑi ∈ Θi ⊆ Ωi.

���������� %
�� ����� )*�+*�*, 
�� �������	���(

ui(t, ωi−1) ≥ 0. (4.15.2)

.���� �����	 )*�+/�+,�)*�+/�0, ��1�� 
�������� � �����	�����	 ���

���
 ��	�
"#	�� ����'

min
u∞(t,ωi−1)

inf
Θi⊆Ωi

Pωi
(Θi), (4.15.3)

ψi(t, ϑi, ui(t), θi) =
{{

F (y1(t, ωi−1), y2(t, ωi−1), . . . , yn(t, ωi−1))
}
+

+
{
F (y1(t, ωi−1, ϑi), y2(t, ωi−1, ϑi), . . . , yn(t, ωi−1), ϑi)

}
+

+
{
F (y1(t, ωi−1, ϑi, ω∞

i+1), y2(t, ω
i−1, ϑi, ω∞

i+1),..., yn(t, ω
i−1, ϑi, ω∞

i+1)
}≥k},
(4.15.4)

yi(t, ωi−1) = yi(t−1, ωi−1)+Si(t, ωi−1)ui(t, ωi−1)+di(t, ωi−1), (4.15.5)

yi(t, ωi−1) ≥ yi(t− 1, ωi−1), yi(1, ωi−1) > 0,

���
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ϑi ∈ Θi, Si(t, ωi−1) ≥ 0, ui(t, ωi−1) ≥ 0, i = 1, n, t ∈ [1, T ]. (4.15.6)

����� ����� ����	
��
 ��������

������� ��	
�	� ������ ����	�
�������	�
� �������� ����������

����������� ������������ ����������� !����� �������� ���

"��� ����	��������	�#��

���������	
���� �	��� ����������� �������������� ������� ��

�����������

�������� ��� �
��� ������� � �!"�!#$� �!"�%# 
��
���
 ��������

� �!"�&#$�! �!"�'#�

�	��� ũi(t) ( ������� ������ � �!"�!#$� �!"�%#� �	��� �	�����	��

ui(t) ( ������� ������ � �!"�&#$�! �!"�'# � ui(t) �= ũi(t)�

)���� �	�����	�� ��������� Θi� ������ ��� ψi(ϑi, ui(t), θi) ≥ k

��
 �
���� ϑi ∈ Θi.

ũi(t) 
��
���
 ���	����*� ������ ������ � �!"�&#$�! �!"�'# ���

Θ̃i =
{
ϑi | ψi(t, ϑi, ũi(t), θi) ≥ k

}
.

��������	 ui(t),Θi ( ������� ������ � �!"�&#$�! �!"�'#� ��

Pi(Θi) �= Pi(Θ̃i),

��������������

Pi

{
ψi(t, ωi, ui(t), θi) ≥ k

}
�= Pi

{
ψi(t, ωi, ũi(t), θi) ≥ k

}
,

���� ũi(t) �� 
��
���
 �������� � �!"�!#$� �!"�%#�

�������� ��� �
��� ������� � �!"�&#$�! �!"�'# 
��
���
 ������$

�� � �!"�!#$� �!"�%#�

�	��� ûi(t) ( ������� � �!"�&#$�! �!"�'#� � �	�����	��

ũi(t) �= ûi(t) ������ ���

Pi

{
ψi(t, ωi, ũi(t), θ̂i) ≥ k

}
≥ Pi

{
ψi(t, ωi, ûi(t), θ̂i) ≥ k

}
. (4.15.7)

���
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����� ����	
� ���

����

Θ̃i =
{
ϑi | ψi(t,Θi, ũi(t), θ̂i) ≥ k

}
;

Θ̂i =
{
ϑi | ψi(t,Θi, ûi(t), θ̂i) ≥ k

}
.

�� �������� ��
��
�� ��� ���
����
� ui(t) = ũi(t)� ������ ���

Pi(Θ̃i) ≥ inf
Θi⊆Ωi

{
P (Θi) | ψi(t,Θi, ûi(t),Θi) ≥ k;ϑi ∈ Θi

}
= Pi(Θ̂i),

��
� ũi(t), Θ̂i� ����	�
� ���� ûi(t), Θ̂i� ������ ������ �!�������"��

������� ����	�
��

#������$�� �
�
$% ������ ��������!���������

&����� ������ �!�������"� �$� ������'( �������� �����)��
��'� ���

min
ui(t,ωi−1)

inf
Θi⊂Ωi

Pωi
(Θi), (4.15.8)

ψi(t, ϑi, ui(t), θ̂i) ≥ k, (4.15.9)

Aijuj(t, ωi−1) ≤ ci(t, ωi−1, qi)−
i−1∑
j=1

Aijuj(t), (4.15.10)

yi(t, ωi−1, qi) = yi(t− 1, ωi−1, qi) + Si(t, ωi−1, qi)ui(t, ωi−1)+

+di(t, ωi−1, qi), (4.15.11)

ϑi ∈ Θi, qi ∈ Qi ⊂ Ωi, (4.15.12)

yi(t, ωi−1, qi) ≥ yi(t− 1, ωi−1, qi), yi(1, ωi−1, qi) > 0, (4.15.13)

ui(t, ωi−1) ≥ 0, Si(t, ωi−1, qi) ≥ 0, ci(t, ωi−1, qi) > 0, (4.15.14)

i = 1, n, t ∈ [1, T ].

*�
�
� �
�
$% Zi(αi(ωi−1)) + ���

���� ������

��� Ωi� ����(�

���

Zi(αi) =
{
Qi\Ωi = Qi ∪ (Ωi\Qi);Pi(Qi) = αi

}
,

��
 Pi(
∗) = Pωi

(∗| θ̂i) + ��
�
���' �������' �
$�'�������' �
$� ��

Ωi.

���
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����� �����	
� ����
� �
�
�
���

 ���������� 	
��

inf
Qi∈Zi(αi(ωi−1))

ϕi(ûi(t, Qi); θ̂i), (4.15.15)

��� ϕi(ûi(t, Qi); θ̂i) � �����
� ����

 ���������������� � ��
 qi ∈ Qi�

!���� ����� ��������" ��������

������� ��	
���

�� ���� ���	�
��	
 Q̂i � 
	�	��	 ������ ���������� 
� ûi(t, Q̂i)

����	
�� 
	�	��	� ������ i��� �
���  !"�"�#$

%� ���� ���	�
��	
 ũi(t) � 
	�	��	 ������ i��� �
���� 
� �&�

�����	
�� ϕi(ũi(t); θ̂i) ≥ ϕi(ûi(t, Qi); θ̂i)− �
� �'%�� Qi ∈ Zi(αi) �

���	�
��	
 Qi 
	�	��	 ������(������������ �
��	� ϕi(ũi(t); θ̂i) =

= ϕi(ûi(t, Q̂i); θ̂i).

���������	
����#�$�%�� ���	�� ��	��%���
� ������& �������

�� ����
	�����

'���( ������	��� u∗i (t) �= ûi(t, Q̂i)) ��$�") 
��

P 1
i

(
Aijuj(t, ωi−1) ≤ ci(t, ωi−1, ωi)−

i−1∑
j=1

Aijuj(t)
)
≥ α1

i (ω
i−1),

(4.15.16)

P 2
i

{
yi(t, ωi−1) = yi(t− 1, ωi−1) + Si(t, ωi−1)ui(t, ωi−1)+

+di(t, ωi−1) ≥ α2
i (ω

i−1),

Pi

{
ψi(t, ωi, u

∗
i (t), θ̂i) ≥ k

}
> Pi

{
ψi(t, ωi, ûi(t, Q̂i), θ̂i) ≥ k

}
.

(4.15.17)

'��$��($� 	&����"���" ������� �) �� ������	��� ���%���	� Q∗

��$��) 
�� ��" ��*��� q ∈ Q∗

Aijuj(t, ωi−1) ≤ ci(t, ωi−1, qi)−
i−1∑
j=1

Aijuj(t),

yi(t, ωi−1, qi) = yi(t− 1, ωi−1, qi) + Si(t, ωi−1, qi)ui(t, ωi−1)+

���
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+di(t, ωi−1, qi),

� ���� Pi(Q
∗) = α(ωi−1).

�� �	
���
��	 �	������� ��	 u∗i (t) � �	��
����� ���
 ������

��������� ��� Q ≡ Q∗ ∈ Z(α(ωi−1))� 
���	������
	�

Pi

{
ψi(t, ωi, u

∗
i (t), θ̂i) ≥ k

}
≤ Pi

{
ψi(t, ωi, ûi(t, Q

∗), θ̂i) ≥ k
}
.

�� Pi(Q
∗) = αi� 
������� ��	

Pi

{
ψi(t, ωi, ûi(t, Q

∗), θ̂i) ≥ k
}
≤

≤ inf
Qi∈Zi(αi(ωi−1))

Pi

{
ψi(t, ωi, ûi(t, Qi), θ̂i) ≥ k

}
=

= Pi

{
ψi(t, ωi, ûi(t, Q̂i), θ̂i) ≥ k

}
.

����� 	 ���	�� �	������!

Pi

{
ψi(t, ωi, u

∗
i (t), θ̂i) ≥ k

}
≤ Pi

{
ψi(t, ωi, ûi(t, Q̂i), θ̂i) ≥ k

}
,

��	 ��	���	����� �������"��

#���	������
	� ûi(t, Q̂i)) � ��$�
�� ������ ���������� ���	�� ��	

Pi

{
ψi(t, ωi, ûi(t, Q

∗), θ̂i) ≥ k
}
≤ Pi

{
ψi(t, ωi, ũi(t), θ̂i) ≥ k

}
.

%	��&�� �����&��
��  � 
�$�� ��	�����

%	��
��� 
�'�
��	��
�� �
	&�
��� Q∗ ∈ Zi(αi(ωi−1))� ���� ��
��

���	�
()�
( �
�	��(

Q∗ ⊆ Ωi, Pi(Q
∗) = α(ωi−1).

*����	�	&��� ��	 ��� +�	� ���&� 
���������� 
�����

���

Pi

{
ψi(qi, ũi(t), θ̂i) ≥ k

}
< Pi

{
ψi(qi, ûi(t, Q

∗), θ̂i) ≥ k
}
.

�	��� ui(t, Q
∗) � �	��
����� ���
 ������ ,-././0 ��	 	�������/


�)�� ����$�)'�� ��$�
�� ũi(t)� ��	 ��	���	����� �
�	��) ��	/

�����

���
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����������	
�� �
� ����� Q∗ ∈ Zi(αi(ωi−1))

Pi

{
ψi(qi, ûi(t, ωi−1), θ̂i) ≥ k

}
≥ Pi

{
ψi(qi, ûi(t, Q), θ̂i) ≥ k

}
.

(4.15.18)

�������
�� ����
	 �
������� Q̂i� ������ ��� ��� ������ q ∈ Q̂i

�����
�����

Aijũj(t, ωi−1) ≤ ci(t, ωi−1, qi)−
i−1∑
j=1

Aijuj(t),

yi(t, ωi−1, qi) = yi(t− 1, ωi−1, qi) + Si(t, ωi−1, qi)ui(t, ωi−1)+

+di(t, ωi−1, qi).

��� �
������� ���������� � ���� ����������
�� 
���
�� ������

� !" !"#$� !"%!"#� �!�! �
� &���

P 1
i

(
Aijũj(t, ωi−1) ≤ ci(t, ωi−1, ωi)−

i−1∑
j=1

Aijuj(t)
)
≥ α1

i (ω
i−1),

P 2
i

{
yi(t, ωi−1) = yi(t− 1, ωi−1) + Si(t, ωi−1)ui(t, ωi−1)+

+di(t, ωi−1)
}
α1
i (ω

i−1).

'���� ũi(t) ( ���������) ���
 ������ � !"%!*#$� !"%!" # �
�

qi ∈ Q̂i� �

Pi

{
ψi(qi, ũi(t), θ̂i) ≥ k

}
≤ Pi

{
ψi(qi, ûi(t, Q̂i), θ̂i) ≥ k

}
.

+� �!�! Q̂i ∈ Zi(αi(ωi−1))� �� �� � !"%!"*#

Pi

{
ψi(qi, ũi(t), θ̂i) ≥ k

}
≤ Pi

{
ψi(qi, ûi(t, Q̂i), θ̂i) ≥ k

}
,

� ����������	
��

Pi

{
ψi(qi, ũi(t), θ̂i) ≥ k

}
= Pi

{
ψi(qi, ûi(t, Q̂i), θ̂i) ≥ k

}
.

������� ����	�
��

���
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������� ��	
���
����������
� �����
 �������� �������

min
q∞

min
u∞
i (t)

inf
Θ∞⊂Ω∞

Pω∞(Θ∞),{
F
(
y1(t, ϑ

i−1), y2(t, ϑ
i−1), . . . yn(t, ϑ

i−1)
)}

≥ k,

Aijuj(t, q
i−1) ≤ ci(t, q

i−1, qi)−
i−1∑
j=1

Aijuj(t, q
i−1),

ui(t, q
i−1) ≥ 0, yi(t, ϑ

i−1) > 0, ci(t, q
i−1, qi) > 0, t ∈ [1, T ],

ϑi ∈ Θi, ϑ
i ∈ Θi =

i×
k=1

Θk,Θ
∞ =

∞×
k=1

Θk,

Θi ∈ Ωi,

qi ∈ Qi =
i×

k=1
Qk, Q

∞ =
∞×
k=1

Qk, Qi ∈ Zi(αi(q
i−1)).

����� �����

������� ��	
��� ������ ����� 	
�	�
�	 ��������������������

��
�
����
�� ������ ����� 
 ������ 
��������	 ����
�� �� �

�� 
������ �� !�"�

���� ����	
����
	
� �
����	�
����
����
�
 ���������
� ��� �
���

�� �����

���������� ������ ������ �������������� ��	
���
�������������

�
����	���� ������ i��� ����� ������ !

"�
�#�� ����������	��� ����������	���� 
����#�����!

����� ��	
�	� #��
$

 � ω % �������
��	 ��������	 
�������& ω ∈ Ω ⊂ Rn&

ui(t) ∈ U ⊂ Rm.

"� '���(�	 ϕ(ω, ui(t)) �
��)� 
������ �� ω& �������
�� �� ����

�� ��)����
�� � ��*��

���� �)�������� �� �
��� �����
� �����

������	�

���
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�� �� ����	
��	 Θ ⊂ Ω ϕ(ω, u0(t)) < 0 
�� ������ ω ∈ Θ �

�	������� ����� u0(t) ∈ U �

���
�

lim
ρ→+0

P
{
ω∈Θ |ϕ(ω, u0(t))>−ρ

}
=P
{
ω∈Θ |ϕ(ω, u0(t))=0

}
=0.

���������	
���� ������ ������	�� 
	�������
� ����� ����
�	

���������	����� 
� �����������	
 �����	���	��� ���� P 
 	����

�	� ��
 ρ1 < ρ2�

P
{
ω ∈ Θ | ϕ(ω, u0(t)) > −ρ1

}
⊆ P

{
ω ∈ Θ | ϕ(ω, u0(t)) > −ρ2

}

⋂
ρ>0

P
{
ω ∈ Θ | ϕ(ω, u0(t)) > −ρ

}
= P

{
ω ∈ Θ | ϕ(ω, u0(t)) = 0

}
= 0.

������� 	������ �	�

P
{
ω ∈ Θ | ϕ(ω, u0(t)) = 0

}
= P

{
Θ̃
}
= 0.

����	�
	������ �
�	�

P
{
Θ̃
}
> 0.

����� � �
�
 	���� �	� ��
������ ���
�
�� ω ����������� �
���

�	�
�	 ������	�� Ω̃ ⊂ Ω ⊂ Rm ���� ϕ(ω, u0(t)) = 0� �	� ���	
���

���
	 �	����� ���
����	
 �
�� 

 ϕ�


���� ���������

!���
"��� 	������ ���	 
����
� ��
��	������	
 ���
#��������

��������� $��
�����	� �����
 %&'�%�(�

������� ��	
�	� ��
��

�� ���	
���	� �	 	��	 !�
��� "#$%"%& ũi(t).

'� ωi ( �	)�	�*���� 
�������� �	������ �� ����	
��	

Ωi ⊂ Rni.

���
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�� ui(t, ωi−1) ∈ Ui(ωi−1) ⊂ Rmi.

�� �����	
 ci(t, ωi−1, ωi) ��
��� ������� �� ωi ���
�
���� 	 ��
��

�	���� �� ���� ������	 ��
������	
�

�� ����� ũi(t) �� 
��
���
 ������ ���������� ����	����  ����

�		 ϕi(ui(t); θ̂i)�

����� �
��	 !���� "��#��#� ��
 Θi ∈ Zi(αi(ωi−1)) ��$�������

��	��������� ����������������
��� %��	������ !����	 &'(�&�)

� ��������* �� ���+����� ��
� ,- ���� ���	 !����	 "��#��#� �
	

Θ = Θ1
i 	 Θ = Θ2

i 
��
*��
 ����������������
���	 %��	��������

�	 !����	 &'(�&�)- ��

.�P (Θ̂1
i\Θ̂2

i ) = 0/

0�P (Θ̂2
i\Θ̂1

i ) = 0.

���������	
���� �������� ���	
	���
���� ������� �� �������

�����

��������� ��� ∃ Θ̂1
i ��� Θ̂2

i �	���� ��� 
	�	�� �������� ���Θ = Θ̂1
i

� Θ = Θ̂2
i ����
�	��� ��� 
	�	�� ����
 ����������Θ̂1

i � � ����������Θ̂2
i ��

���������������  �� !�� ������������������"�� �����	����	��


	�	�� #$%�#�&� �

P (Θ̂1
i ∪ Θ̂2

i ) = α̂i > αi(ωi−1).

'���	� �� ����������! �����	����	 ũi(t) �����  �� �
� ��(����

�� 
	�	� ����������Θ̂1
i � � ����������Θ̂2

i ��

��� ����

Aijuj(t, ωi−1) ≤ ci(t, ωi−1, ϑi)−
i−1∑
j=1

Aijuj(t),

��� �!��� ϑ ∈ Θ̂1
i ∪ Θ̂2

i .

���
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��������	 �
�
�

ηi(ui(t)) = Aijuj(t, ωi−1)− ci(t, ωi−1, ϑi) +
i−1∑
j=1

Aijuj(t).

�
�
	 ����������

p(ρ) = P
{
ϑ ∈ Θ̂1

i ∪ Θ̂2
i | η(ũi(t)) > −ρ

}
��� ρ > 0.

�� �
		
 ������ lim
ρ→+0

p(ρ) = p(0) = 0.

��
�����
����� �� �������� Δα̂i = α̂i − αi(ωi−1) 	���� �����

����
 ρ0 > 0� ��� p(ρ0) < Δα̂i�

 �!��

P
{
ϑ ∈ Θ̂1

i ∪ Θ̂2
i | η(ũi(t)) ≤ −ρ0

}
= P

{
ϑ ∈ Θ̂1

i ∪ Θ̂2
i | η(ũi(t)) ≤ 0

}
−

−P
{
ϑ ∈ Θ̂1

i∪Θ̂2
i | η(ũi(t)) ≤ −ρ

}
= α̂i−p(ρ0) ≥ α̂i−Δα̂i = αi(ωi−1).

 ���	 ������	� ������
�� 	���
���� Θ̂3
i 	
�" P (Θ̂3

i ) ≥ α� ����
�

���

Aijuj(t, ωi−1) ≤ ci(t, ωi−1, λϑi)−
i−1∑
j=1

Aijuj(t) ≤ −ρ0

��� �#��!� ϑi ∈ Θ̂3
i �

�
��� Δui(t) �������
��� �
������� ���
������� 0 � R
mi� $ ��%

�
 �
��
�"������ � �!�����
������ &
��'�� ci(t, ωi−1, ωi) &
��%

'�� η(ui(t)) �����	
��� �
��
�"��� � ��� εi = −ρ0/2 �
(
���

�

δi > 0 ����
� ��� ��� �#��!� ϑi ∈ Θ̂3
i � �#��!� ‖Δui(t)‖ �"����
��

η(ũi(t) + Δui(t)) ≤ −ρ0/2�

��
�����
����� �� )���*���+� ��� �#��!�Δui(t)� 	
��,
!� �� ���%

	
� �
	 δi P
{
ϑ | ηi(ũi(t) + Δui(t)) ≤ 0

}
≥ αi(ωi−1)� ��
� ����

ũi(t) + Δui(t) ����
��� ���
���	"	 �����	 ������ -./%-%0 ���

�#��	 ‖Δui(t)‖�

���
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�� ������� 	
��
��� ��� ����� ũi(t) ���������� ����� Δui(t) �= 0�

��� ��� ‖Δui(t)‖ ≤ δ̂i�

ϕi(ũi(t), θ̂i) < ϕi(ũi(t) + Δûi(t), θ̂i).

������� ‖Δui(t)‖ ≤ min(δ̂i, δi)� ����� ����� ũi(t) + Δûi(t) ���

������ 	 � ����!�""��� ��""�# �������� �� �������  ��"�� ���

!����� $%&�$�'� � ����������("�� ũi(t) ) "� �������� � �����("��

 ��"�� $%&�$�'� ���  ����������� �������� ������""��  �������

����� ����!����� �����*��"�� ��������

������� ����	�
��

������� ��	
��� �����

�� ��	
����
� �


��
 ������ ������� ũ∞(t).

�� ��� ∀i ωi � �
��
������ ����� ��� �
������ �� !�"#
���


Ωi ⊂ Rni.

$� ��� ∀i ui(t, ωi−1) ∈ Ui(ωi−1) ⊂ Rmi.

%� ��� ∀i &��'(�� ci(t, ωi−1, ωi) ���")" ����'�� �" ωi �
��
����

�� ����"!
��" �" ωi−1 � ")�����
�� �� ��
 "*����� "��
�
�
���+

,� -"�'� ũ∞(t) �
 ����
��� �"�'" �"'����")" !�'��!�!� &��'�

(�� ϕi(u
∞(t))+

-")�� ��
�� ����� �.��/ ��� �
!
 ���� Θ∞ ��	
����
� 
����

���
��� �"��*
�'"�
��"!
��� 0'�����
�� ������ ����� � �"��

�"���1 �" !�"#
���� !
�� 0+

������� ��	
��� �����

�� ��	
����
� �


��
 ������ 2%+�%+���2%+�,+�� ũi(t).

�� ωi � �
��
������ ����� ��� �
������ �� !�"#
���


Ωi ⊂ Rni.

$� ui(t, ωi−1) ∈ Ui(ωi−1) ⊂ Rmi.

%� 3��'(�� ci(t, ωi−1, ωi) ���")" ����'�� �" ωi �
��
����� � ")���

���
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������ �� ���� 	
����� 	
����������

�� �	��� ũ∞(t) �� �������� �	��	� �	�����	�	 ��������� �����

���

P
{
ψi(ωi, ui(t); θ̂i) ≥ k

}
.

�	��� ����� ����� ��� ��!����� �� �� ��� Qi ∈ Zi(αi(ωi−1)) ��"��

������ ����������#� 
	��
���	����	����#� $��������� ������

%&'�'�( � �	��	���) �	 ��	*����� ���# +, ���� ���� ������

��� ��!����� �� �� 
�� Q = Q̂1
i � Q = Q̂2

i ����)��� 
	��
���	����	�

����#�� $������������ ������ %&'�%�(, �	

-�P (Q̂1
i\Q̂2

i ) = 0.

/�P (Q̂2
i\Q̂1

i ) = 0.

������� ��	
��� �����

�� ��	
����
� �


��
 ������ ������� ũ∞(t).

�� ��� ∀i ωi � �
��
������ ����� ��� �
������ �� !�"#
���


Ωi ⊂ Rni.

$� ��� ∀i ui(t, ωi−1) ∈ Ui(ωi−1) ⊂ Rmi.

%� ��� ∀i &��'(�� ci(t, ωi−1, ωi) ���")" ����'�� �" ωi �
��
����

�� ����"!
��" �" ωi−1 � ")�����
�� �� ��
 "*����� "��
�
�
���+

,� -"�'� ũ∞(t) �
 ����
��� �"�'" �"'����")" !�'��!�!� &��'�

(�� ϕi(u
∞(t))+

-")�� ��
�� ����� �.��/ ��� �
!
 ���� Q∞ ��	
����
� 
����

���
��� �"��*
�'"�
��"!
��� 0'�����
�� ������ ����� � �"��

�"���1 �" !�"#
���� !
�� 0+

������� ���	�
������

���������	�� 
���
�������� ������ �
 ���������� ������������

������� �������� ������������ ������ ����� ������� �����������

�	��� �����������
���
� ��������� �
 ��	�� ������� � �����!���

���
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�� �����������	
�� �
����������
� �������� ����������	� ����

�������
� ���������� ���� ����� ��������� ��� ���� ��� �����

������������
� ����� ���!� ����������� �������������!� ���!����

��������� ������������ ��������" #������ �������� �����


$" %����� � &" '���� ())* (+,* (+-* $.����� '������ � #�����

(/00* 1" 2" 3���� (/+-* (/+4* (/+5* (/+6* (/+)* (/++* 7" 8" 9��� 

1" 2" 3���� � :" ;" <�� (0,,*"

1�� �������� ������ � �����
� �������
 �������� �� ����!� ����

��.��!� ��������� � ��������� ����������	��� ����������� ����

������� ��������
������ ���������
. ������ �������������!� ����

!������������ = ���������!� ���!������������" >���
� �����


� ���� ����������� ����������� >" ;���� � 1�" 1����!� (---* 

$" &���� (0)/* � ?" &����� (0)6*"

'������������ ���!������
� �������������� ����� � ����������

�
. ������ ����� � �������
�� � �����������
�� ��@�	
���

��������� ������� � ������ 1" 2" 3���� (/+6*" A�
�. ������ �

���������	 ��@�	
�� ������ ���!������
� �������������� �����

����������� � ������ ?" &" B����� (05-* !�� ���������� ����� ����

�� �������� �������������!� ���!������������ � �������!�������

���. �����������"

; ���!������
� �������������� ������� �������	� ����������

���� �������
 �������
� � ��������� ���� ���������� � ������

�� �������
� ������ �
���� ��@���." ; ������ '" &������ (0+0*

�������	��� �������
� ������������
� ��������
"

'�����������
� ���� ���������� � ������� ���.�������. ������

��� �
�������� �����������
� ��@�	
�� ������ ���!������
�

����� �������������!� ���!������������ �������
 � �������

$" 1" 3���� (/+)* (0,0*"

���
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��#���� ���
����������" ���������
����� 
�����
���" 
�����
���

����
$�	� ���%
��
� �& '!" ���	��" ������� � ����
��� �
(��

�)�!" �*+ ! , ��� � ��
��
 ������	 ������������ ������� ����������

���� ���������
����� �����������������

���
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� ������� ��	
�	 � �
	
�
� ���

���������� �����
����

���
���

��� �����	
 ���
	����	 �	�	� �
��	�
�������� �����	������	��


� �������	
��� ��
���� 
����
���	
���� ���������������� 
���

�	
���	 ��
��	
	�	��	 
�������� �����	���� �
����� ��
��� �	

�
	�
� �
�	�
� �����
��� ���	
	����� ���	�� 
�������� �����	��

��� �� 
�	
���� ����	������ 	
�� ��� ���	
���� ����
�	��	 �����

������� ������ �����	���� 
	�	������������� ��
�� �	 �
	�
�

�����
���� ��� ��� ��� �
�	
�	��� �����	���� �
����� ��
��� ���

�	� ���� ���� 	�� �
	������
�� ��
	�� �����	���� ���	����

� ����� 
������ ��
�� �������	�
� !""	������� ��� ������	���

������� ��
������� 
����
���	
��� ��
���� #��$	��� ��������%��

�	 	��	 � �	
�
������� �
�	
���	���� �� ��
������	� � �������

	�� �����
��
� !�� 
	����� 
���
��	� ��
����	��	 ��������� ���


�	

���� � �	�������	 �������� ���
��� 
��	�� �	 	���� &� 
����


	�	 ��
����	��	 �	� ��� ���� ��
�	

���� ����
�� �� �	�������

�	���	
���� 	�� �����������
�� �����
�� '�!���� �� ���	� 
��

��
����� ��� �
������ �������	���
�� �����
� ����	�
� 
�� �	��

����	�		 �������������� (�� ������� ��� ��������%�� �	 	��	

��	

�����	� 
	�	 
	�� ���� ��� ��
�� ��	
�� ��$	�������� �� �	���

������� �����
� 	�� �������
���� 
�����	����� ���������� 
��	�

��%��
� � 
����)���� ����	�		 ��	
������	����� 
��$	����� �

!��� 
��
�	 � ���
������ ���"����� ����� �����
���� �����
��

*���� �������� ��
��� 
����
���	
���� ���������������� ����

�� ��

��������� ��� ��������
���	
��� ���� +,--.� +,/0.� +112.�

� ������� �������� ������
�3 ��������%�� �	 	��	 � �����
��

4���)�� ����� ���	
	��	�
� )	�	��� "���)�	� ��
��� � 
�����

���
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������� �� 	��
��	�� �
��	���	��� �������	�� �
	���� �����

� ��� ��� �	�� ���� �������� �	��������� ������� �������
���


����������� � �
����� �����	���� �
	���� ����� �����������

 
��� �� ������ ���!���������
� ���
���������	�� �����"�� � ��#

���! ��� �����		�! ������
��!$ �������"	�� ������
�� 
������#

���
� ���������� ����	�� ���!���������� ������� %
����� ���!��

������� ����	 ��� �	����� ����� ���!���������
� ���
���������#

	�� � 
������!� ��
�� �������	�� ����������	�� ��
���	�! ����#

������ ������ ������	� ��� ���	���"� 	�������	��

�
��" ������ ���!���������
� ���
���������	�� ����������� ���#

�
���� &��������"	�� �������

max(C,X). (5.1.1)

AX ≤ b, (5.1.2)

X ≥ 0, (5.1.3)


�� A = (aij); b = (bi);C = (cj), X = (xj), i = 1,m; j = 1, n�

'����" ()�*�*+#()�*�,+ ����	� ��������		�� ��� �������	�����	#

	�! �	���	��! ���������� 
������ ������ ������ ��������		���" �

��� 
�� �����	����"	�! ���-��	�	��� ���� &����	�� aij �������

A� ������������ ������� �
��	���	�� b � �����	�	�� cj �������

��&������	��� ��	��	�� ����� (��� 	�������� �� 	�!+ . ��
���#

	�� ������	�� /�� ��
�� ��� � ������ ���!���������
� ���
�����#

����	��  ��� �����
������	�� 	�� !����� ���������"� ��� ����
��

��	����" ��� ������� �
	����� ������� ��� ����
�� ������������"

�
��	���	�� � � ����! ������
��! (�����! ��� �����		�!+ ����
��

��������" ����	�� �������

�
��" ��
���	�� ������	� . �
	���� ������	�� �������

ω ∈ Ω� 
�� Ω . �	������� ���������	�! ������	�� �������� 0�
��

���
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�����������	�
 ������ 
���� ����� 	�	 ��� ������� � ������ ����
���

���� 	�	 ���� ���� �� � ������! ��

�! � ���
�����! "��
�

G = (M,N, g)# $����
 ����	�
 
��
���
 %����
�&'�! ��(�����

��� ��������� ) ��� ��	���� X ≥ 0� %���������'�� ������������

&'�
 ������
 ��������
� 
�������� M ⊂ E+
n *E+

n ) �������

 �������! ������ n�
������ ��	������ %�����������+� �����! ���

��	 ) %������� �, ��������� ) ��� ������ ����	 (A(ω), b(ω), C(ω))#

-��������Ω �%�����
�� 
��������N ��	������ %����������� ����


������� *mn + m + n+� �����������&'�� ��%����
�! ������� ���


�����
 ���
����� aij(ω), bi(ω), cj(ω) ������! ������#

$�� 	����
 �����
��� %������ � ������ ��������� X %������

����	� "��	 �
 %���� �������
 	�	 ��

� �����������&'�� ������

��! ����!��! "��
� ������ � (���"� �� ����(���� ����������!

g[X,A(ω), b(ω), C(ω)] =
n∑

j=1

cj(ω)xj +
m∑
i=1

ϕi

( n∑
j=1

aij(ω)xj − bi(ω)
)
,

(5.1.4)

��� ϕi(Z), i = 1,m ) ��%�������� �������&'�� "��	 ��� �������

����
&'�� ������& ϕi(Z) = 0, ���� Z ≤ 0. .� %��	��	� 	��	����

��! ��� "��	 �! (���"� ϕi(Z) �%�����
���
 �
������
 ��������

���
 ������# / ���
���� ������ ��� %��� �������! ������ ������

%���������
 	�	 �����
 ��������
 %������ ����	�#

0��� %�������	� �
�&� 	������� ����� ������ ��������! � ���

'������� ��	�
 %��� ������ ��������!� ��
 	�����! �����������&�

'�! �! ���
��� 
���� � ������(�! 
��
���
 �������
���� ����

����(�
 � ����
 ����� � � ���
���(�
 � ����! ����	� *�#�# ��'��

������ �������
 ���	�+� �� �����������&'�
 �����
 ��������
 %���

���� ����	� ����� ��(����
 �������! ������#

/ ������ ���	������� ���� ���� %�������	� �
�&� �����
�'�

���
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��� ��������	� 	��
����
 ������ ���
������ 
 ������� ��
��

��������������
� � ���������
�� �� ���
 �	��� ����	
����� ���

���� ���
������ ���
�� ������
������ ���� �
� ���� �
 ��������	

��
��
�� �� ������
�� ���������� ������������ ��������� 	���


���� ������ ���
����� � 	�
�� �������� � ��	�� ��� ��� ���	

	����� �������
 ������� ��
�� ����� ���
�����  �� ����
�����

������������ ��������� 	��
���� ���
����� ��!������
��� �����

	
����� ������ ���
����� �� �
�
���������� �
� �
� �" #$%&' ����

������� ����� 	��
����� ������ ���
����� ������� �����
 ����

���������
�����	 ���������� ��������� ������
����
 � �
��	
��

���
�	�� (
�
��� ������
����� �� �������� �������	� �
� �
� ��

����������� ���
 �( 
����	 ���������� )��!������
��� ��������

����
���� ���	���
*�

+
��	 ���
(�	� �
��	������
� ��,� �����
� 	����� (
�
�� ����

�
���������� �����
		����
��� � ���
���-!�	 ����,������ ����

�
�� �� �
�
������� ��!������
��� ��,���� �������� (
�
�� � ���

���� ���
�������

.�!�����-� ������ ��	�������� ����
����� ������	
����� (
�

�
�� �
���	��� (
�
��� ���(
���� � �������-!�	��� ����
���	�� �

��,���� ������� 	�
�� �������� ������ � ��	 ����
�� ���� �
�,��

���� ���
��� ����������� (
�
�� � ��� �������	�	� ��
�
	� ���

��	
�� �� ������ �����	������
���� �������� �� � �
�����������

��������� /����
�	�� 	
���	�	 ��� ���	 ������� ������� 	�
��

������ ������������ 
 �����
�	�� 	���	�	 0 ������ �	���,����

���

 �� ���	 �������
�
����� ��� �	�,
���� ���
����� �	�-� �	���

� �����

������� ���	��
� (
�
���

���(�
��	 ����( S 	��
����� �	�,
���� ���
����� �����	
-�

���
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���� �������	 
��� ���
��
�� ������������� FX ���
��� X	 �����

�������� �� M 	 � ����� F � ���
��
�� ��������� �
��
����	 
���

���
��
�� ������
��� ������������� FAbc ��
���� A(ω) � ���
��

��� b(ω) � c(ω)	 ������������ �� N �

� 
�� �������	 ����� ������������� ���
� ������
��� �����
�

��	 ������
���� 
�� 
��!�� 
���� ��������� �
��
����	 � ��
��

��� ������������� "
�� ������
��� ��������
 � �����
���� #��
!

��� �$���� 
 ���
��
�� F̃ ⊂ F � � �����
�� �$���������� �������

���
������ ������ �
����
�������� ���������������� ��
�
 $�
!

�%������������ ����� ��� �$�����& 
��$��
�� �������
! 
����

��������� �
��
���� F ∗
X ∈ S � F ∗

Abc ∈ F̃ 	 �
�

max
FX∈S

min
FAbc∈F̃

∫
M×N

g(ξ, α, β, γ)dFX(ξ)FAbc(α, β, γ) =

= min
FAbc∈F̃

max
FX∈S

∫
M×N

g(ξ, α, β, γ)dFX(ξ)FAbc(α, β, γ) =

=

∫
M×N

g(ξ, α, β, γ)dF ∗
X(ξ)F

∗
Abc(α, β, γ).

#�� ���
�
���� �$��� �������� '������
���
! ���
��
�M � N(

�����
�� 
 F ∗
X ∈ S � FAbc ∈ F̃ 	 �� ��
���� ���
����
�� ��������

���� )*++,�

-��� %������ ������������� FAbc �����
�� ������� '������ �

� �������� �����(	 
� ���
��
�� F̃ ���
��
 �� "
��� �����
�������

"�����
��

-��� � ������
��� ������������� FAbc ������
��� ������� �����

�� ������� ������ �������
�� '������ � � �������� ������������

���
�(	 
� � "
�� ������ F̃ ≡ F �����
�����
 ��$�� ���
��
��

��������
��� �������������	 ������������ �� N 	 � ������� F ∗
X

�
����
������� ������ ���������
 �������� �
��
��� �

���
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������ ���	
��� ��
� ���� ��� � ���	��� ������ ��		� 
	�	��	

� ��	������ ��
��	����� � ��	�����	����� �������� ��������
	����

����
� ��		� 
	����		 
���
	�	�	��	�  �� !	����	
��� ��
� ��"

���� #���� ���	��������� ����������� ��	������ ��
��	��� ���

��
	�	�	��� 
	�	��� �	�������
��� �	�!������ ����� �������� ��

$�� ��
��	��� ��
��	����� ���	
���� ��
�����

% 
�!��	 &'(() ��������� 
�� 	��� ����	����M * ���������	� �

����	���� N * �������	 � ���������	 � #������ �����

g
(
X,A(ω), b(ω), C(ω)

)
�	�
	
���� �� ����� �	
	�	���� � �����"

�� ��
(
A(ω), b(ω), C(ω)

)
+��� ������� �� X,� �� �	
��� ��
�� ���"

�	� ��	�� ����������� ��	������ ��
��	��� ��
���� �	 ���	

[(mn +m + n) + 1]. �
��	 ����� 	��� ���
�� ��
�� ��		� p"�	
��	

����	���� Y ����������� ��
��	��� �	
���� ��
��� +��	� 
�����

��
��	���,� �� �	
��� ��
�� ��		� ����������	 ��	�����	 ��
�"

�	��� ��
���� �	 ���	 [(mn+m+ n)− p+ 1] ����-

F ∗
X =

k∑
i=0

λiIX(i); (
k∑

i=0

λi = 1, λi ≥ 0),

��	 k = [(mn+m+ n)− p+ 1].

IX(i) * ��	������ ��
��	��� �	
���� ��
���� +��	� 
����� ��
��	"

���, �	
���� ��
���� � ������� ����
�� X(i) ��!�
�	��� � �	
���"

������ '. � �� �
	�� ��� ��	 ��	�����	 ��
��	��� �	
���� ��
����

IA∗,b∗,C∗ �
� �	����
�� (A∗, b∗, C∗) ∈ Y �������� ������������ ���

���
��� ��
���� /�� ��� #������ ����� ��		� ���

g[X,A(ω), b(ω), C(ω)] =
n∑

j=1

cj(ω)xj +
m∑
i=1

ϕi

[ n∑
j=1

aij(ω)xj − bi(ω)
]
,

�� 	0 ���������� ��� ���������� ��
	�	��	��� ��!�
�� #������

��
�#��

1���� ����	����	 
���
	�	�	��	FAbc ���
������ �	���
� (A, b, C)

���
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��������	�
 ���	�

�� ��
���������� F � ��������� ��� X ∈ E+
n

� FX ∈ F �

g(X,F ) = EF

{ n∑
j=1

cj(ω)xj +
m∑
i=1

ϕi

( n∑
j=1

aij(ω)xj − bi(ω)
)}

,

��� ϕi(Z), i = 1,m � ����������� ����������� �������� �������


�������� �
�����ϕi(Z) = 0� �
�� Z ≤ 0. �
�� g(X,F ) ����������

� ������ ��� ��� �
�! X ∈ E+
n � FX ∈ F � 
� ���������

� ���� ���!

��� 
 ������� 
����� � ������"��� ����� G = (E+
n , F, g). #��� G


��
��


���
 �
!����� $��� � 

�!�

� �
���� ����������������%

&�'���� (
�� ���� �$�� ��
 ��
����"���  �

�� 

��
���� ����

���� ������ � ���� G% �
�� ������� '
���� ϕi(Z) � ��������� 
�

�
����� 
���

������� $�� ���� (
�� ���� ���������

� 
�������


�������%

������� ��	�	� ����� ����	 
��
������� 
��
 �� ���������

���

���

�� ��
����

 F � 
�����
� � �
������
� � cj ��� !�
�
��!�


"�
 FX ∈ F � ����#!�!����$

%� ��
����

 F ∗ � 
�����
� � �
������
� � EFC � ���	

�
��
����� 
���
! ��� 
��� FX ∈ F "��� FX ∈ F & F ∗ �

� 


����
��� ��!#����	�
�� !���!�������� 
���
!� (A, b)& �
��#���

F ∗ = {F ∗ : FX ∈ F})' ����	 (���)�� ϕi(Z), i = 1,m � 
�������

� !�
�
��!�
 "�
 FX ∈ F � ����#!�!���� ��� 
��� X ∈ E+
n & �
#��

����� ����
�

sup
X∈E+

n

min
FX∈F

g(X,F ) = min
FX∈F

sup
X∈E+

n

g(X,F ).

*�� ���+�� 

#����� (���)�� ,�!�(� -�
�
������
� ��
�!��� 

��� �!�
����
 ���	,�'

������� ��	�
� .��� ��
����

 F � 
�����
� � �
������
�&

���
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cj���� ����	
���	 ��	 FX ∈ F 
 ����������
�� � �������

ϕi(Z) � �	������ � ����	
���	 ��	 FX ∈ F 
 ����������
� ���

���� X ∈ E+
n � �	��� �
��� 
���	 �		��	������

inf
X∈E+

n

max
FX∈F

g̃(X,F ) = max
FX∈F

inf
X∈E+

n

g̃(X,F ),

���

g̃(X,F ) = EF

{ n∑
j=1

cj(ω)xj +
m∑
i=1

ϕi

( n∑
j=1

aij(ω)xj − bi(ω)
)}

,

��	 �		���������� ��
��� ���	��	� ������

max(C,X),

AX ≤ b,

X ≥ 0,

 ����������	� �������

min−(C,X),

AX ≤ b,

X ≥ 0.

��� �����	
 ���
�� ���	 G(E+
n , F, g)

����� ϕi(Z) � ��	
�	�
 
�	���� ����

ϕi(Z) = viZ
+, vi > 0, i = 1,m,

��
 Z+ = 1
2

(
|Z|+ Z

)
.

����
��
� ���� G(E+
n , F, g) ��� 	
������� ����	�� �����
� ���

��	�� �	��
���� F � ��������� �������� 	�����
��
 	� ������	�


�
����	� ���������
���� ����� � ��	��	�� 	���� 
��
���
		�� ���

����
�� �  ������
���� ������� ������	�
 �
����	�� ���  �������

���

 

                            19 / 39



����� ���	
���

�� �
�	��� ����
�
�� ������
�� �
	��
�� � �
�

�	�	�� �	���	�������� ����	
����

�	�������� 
�������� �	��
�� ����	� ���� G � 
	����� ����

�� ����
���

 ���� � ���� G! ������������"�� ����	��������� �	�	��! aij,

i = 1,m, j = 1, n # ������

�� ������
�! bi, i = 1,m # 
��	�����

��� ����	�
�� ������

��! �	��� ���

E(bi) = βi, β
′
i ≤ bi ≤ β

′′
i , β

′
i < β

′′
i ;

� ����� cj, j = 1, n # ����	�
�� ������

��! � ������� ��������
�

E(cj) = γj ��� ∀FX ∈ F �

$
��
	��� ����� Δ{I, J,K} ���������
�� �	�
��
�� �
������	
{1, 2, . . . ,m} 
	 ��� �	���! ��
	 ��� ��� �� ������� ����� 
���
��������

$
��
	��� Δν, ν = 1,M �	��� �� �	�
��
��! ��� ������� �
��

�����	{
X ≥ 0 :

n∑
j=1

aijxj ≥ β
′′
i , i ∈ Iν; β

′
i ≤

n∑
j=1

aijxj ≤ β
′′
i , i ∈ Jν;

n∑
j=1

aijxj ≤ β
′
i, i ∈ Kν

}
(5.2.1)


� ������

 ����

Ψ(X) = min
FX∈F

g(X,F ). (5.2.2)

%	� �	� bi # 
��	������� ����	�
�� ������
�! �� &'�(�() ���
�

����
�	���	�� � ����

Ψ(X) =
n∑

j=1

γjxj −
m∑
i=1

vimax
FX∈F

EFX

{( n∑
j=1

aijxj − bi

)+}
,

���
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��� ����� �	
�
� 
���� �
��	 ��	� 
������ 
�������� 
����
�

max
FX∈F

EFX

{( n∑
j=1

aijxj − bi

)+}
= λi

( n∑
j=1

aijxj − β
′
i

)+
+

+(1− λi)
( n∑

j=1

aijxj − β
′′
i

)+
, (5.2.3)

��� λi =
β
′′
i −βi

β
′′
i −β

′
i

, 0 ≤ λi ≤ 1.

����� 
����
�� �����

Ψ(X) =
n∑

j=1

γjxj −
m∑
i=1

vi

{
λi

( n∑
j=1

aijxj − β
′
i

)+
+

+(1− λi)
( n∑

j=1

aijxj − β
′′
i

)+}
. (5.2.4)

� 


	��	
	��� 
 ���������� ������

��� i ∈ Iν �

λi

( n∑
j=1

aijxj − β
′
i

)+
+ (1− λi)

( n∑
j=1

aijxj − β
′′
i

)+
=

= λi

( n∑
j=1

aijxj − β
′
i

)
+ (1− λi)

( n∑
j=1

aijxj − β
′′
i

)
=

=
n∑

j=1

aijxj − [β
′′
i − λi(β

′′
i − β

′
i)] =

n∑
j=1

aijxjβi;

��� i ∈ Jν �

λi

( n∑
j=1

aijxj − β
′
i

)+
+ (1− λi)

( n∑
j=1

aijxj − β
′′
i

)+
=

= λi

( n∑
j=1

aijxj − β
′
i

)
.

��� i ∈ Kν�

λi

( n∑
j=1

aijxj − β
′
i

)+
+ (1− λi)

( n∑
j=1

aijxj − β
′′
i

)+
= 0,

���
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��� ������� 	
 �����	� β
′
i < β

′′
i .


��	��� ��� ��	
�������� ��
�	��	� ν ψ(X)�

Ψ(X) =
n∑

j=1

γjxj −
∑
i∈Iν

vi

( n∑
j=1

aijxj − βi

)
−
∑
i∈Jν

vi

( n∑
j=1

aijxj − β
′
i

)
	�	

Ψ(X) = −
(
− γj +

∑
i∈Iν

viaij +
∑
i∈Jν

viλiaij

)
xj +

∑
i∈Iν

viβi +
∑
i∈Jν

viλiβ
′
i.

������ ���
�����	�

qν,j = −γj +
∑
i∈Iν

viaij +
∑
i∈Jν

viλiaij;Kν =
∑
i∈Iν

viβi +
∑
i∈Jν

viλiβ
′
i;

ν = 1,M, j = 1, n,Q = (qν,j), K = (Kν).

���	 ������ �������	� E(bi) = βi 	���� ����� βi ≤ E(bi) ≤ βi,

i = 1,m, � ��� ����	� �������	� ������������ �� � ���������		 λi

	 Kν βi 
��������� �� βi�

����� ������ � 	��� G(ai1, . . . , ain, bi), i = 1,m �
�	��� �� 
��	 

�	�!� �����"�!� ��#���!� ��#	� ��� �!���������

α
′
ij ≤ aij ≤ α

′′
ij, α

′
ij < α

′′
ij;

β
′
i ≤ bi ≤ β

′′
i , β

′
i < β

′′
i ;

E(aij) = αij =
1

2
(α

′
ij + α

′′
ij),

E(bi) = βi =
1

2
(β

′
i + β

′′
i );

i = 1,m, j = 1, n,

	 ����� cj, j = 1, n $ �����"�!� ��������!�� ��� E(cj) = γj. ������

#���� �����Δν = (Iν, Jν, Kν), ν = 1, n ��� �� ��
�	��	� {1, 2, . . . ,m}�
��� #����!� ���%�����{
X ≥ 0 :

n∑
j=1

α
′
ijxj ≥ β

′′
i , i ∈ Iν;

n∑
j=1

α
′
ijxj ≤ β

′′
i 	

n∑
j=1

α
′′
ijxj ≥ β

′
i, i ∈ Jν;

���
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n∑
j=1

α
′′
ijxj ≤ β

′
i, i ∈ Kν

}
�� ������

	
� ��
 �
� � � ���������� ����
� ��� ������������� �
�������

ν ������� ������� Ψ(X) � ������ �����
������

qν,j = −γj +
∑
i∈Iν

viαij +
1

2

∑
i∈Jν

viλiα
′′
ij;

Kν =
∑
i∈Iν

viβi +
1

2

∑
i∈Jν

viλiβ
′
i; ν = 1,M.

 ����
 �
�����
 � ���� G (A, b, c) ! ����
"��" ������
 �
��" ���

α
′
ij ≤ aij ≤ α

′′
ij,

β
′
i ≤ bi ≤ β

′′
i ,

γ
′
i ≤ cj ≤ γ

′′
i ,

j = 1, n, i = 1,m.

 ���� Δ = (Iν, Jν), ν = 1, n, �� ��� �
������� {1, 2, . . . ,m} ���
������# ��������
{

X ≥ 0 :
n∑

j=1

α
′′
ijxj ≥ β

′
i, i ∈ Iν;

n∑
j=1

α
′′
ijxj ≤ β

′
i, i ∈ Jν

}
�� ������ 	���
 
�
������� ���������� ����
�� ��� ���������$

���� �
������� ν ������� ������� Ψ(X) � ������ �����
������

qν,j = −γj +
∑
i∈Iν

viα
′′
ij, Kν =

∑
i∈Iν

viβ
′
i; ν = 1,M ; j = 1, n.

	
� �
� � ����������# �
����# ����
�# ������
���� ������ ��

�
�������
 ��� ������# ��������������� ��������
 �� �����
 ��

M ≤ 3m
 M
′ ≤ 2m
 ��� m ! ����� ���
������" ��#����" �
�
���

%�� �
����������# ����
�� ����������� ������&���� '(()*

sup
X∈E+

n

min
FX∈F

g(X,F ) = min
FX∈F

sup
X∈E+

n

g(X,F )

���
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� X � ���� ����	�� �
�� G = (E+
n , F, g)� ��
� � ��
��� ��
�

(X,Z0) � ���� ����	�� ������ 
�	��	�
� ���
���������	��

maxZ,

QX + Ze ≤ K, (5.2.5)

X ≥ 0,


�� e = (1, . . . , 1).

� ���������		�� ����	�� �
����� �
����� ����	�� ������ ����

����������
� 
�	��	�
� ���
���������	�� ���	���
�	� ����	��

�������	�����		�� ������ 
�	��	�
� ���
���������	��� � �����

�
����� ��
���� ������	����� ��� �����	�� �������������� ������ 

!���� "�	�#�� ����"� � �����
�� � ����� ���$

ϕ(Z) = fi(Z
+), i = 1,m,


�� Z+ = 1
2(|Z|+ Z), � ����� �
� Ψ(X) = min

FX∈F
g(X,F ) �����

Ψ(X) = min
FX∈F

EFX

{ n∑
j=1

cjxj −
m∑
i=1

fi

( n∑
j=1

aijxj − bi

)+}
.

%� ��
���� 	������������ �����	�	� ������� b = (b1, b2, . . . , bm)

�
����� 	������������ "�	�#�� fi(Z
+)� ��
�� �����$

Ψ(X) =
n∑

j=1

γjxj −
m∑
i=1

max
FX∈F

EFX

{
fi

[ n∑
j=1

aijxj − bi

]+}
.

&�� ��� �� ��
���� fi(Z
+) � �����
�� "�	�#��� �� ����� �����

�
������� 	�����	����$

EFX

{
fi

}
≥ fi

{
EFX

(Z+)
}

(5.2.6)

�
� ��'��
� FX ∈ F  

���
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�������� 	

��
�
��� �������� ������� � � 	��� �

������
���
	��

����
��� ������� fi(Z
+) ��

� �
���
�	��


Ψ(X) ≤
n∑

j=1

γjxj−
m∑
i=1

fi

{
λi

( n∑
j=1

aijxj−b
′
i

)+
+(1−λi)

( n∑
j=1

aijxj−b
′′
i

)+}
��� 	 ��
�
� ��� �
��� �
!�
 "�
#	������ � ��#


Ψ(X) ≤
n∑

j=1

γjxj−
∑
i∈Iν

fi

( n∑
j=1

aijxj−βi

)
−
∑
i∈Jν

fi

(
λi

( n∑
j=1

aijxj−β
′
i

))
.

(5.2.7)

$ 
������ "����% ��	�� 	

��
�
��� �����&� �
�
�Φν(X)� '���(

��� Ψ(X) �
)���� �� E+
n � �
)���� �� ��!#
� ��
!
	��
� 
"�
#
(

�
��
� ����!
��
� �����*�+ ,�� ��
!
	��� 	

��
�	���%� ��� �
(

���� Δν, ν = 1,M � 	��� 
 ����%� �
"
�
	
��%-

	� ��� �
��


E+
M � 
�	%#� 	�
#�
�� ��


Ψ(X) ≤ min
1≤ν≤M

Φν(X).

.
)#� ���	�������� Ψ(X) ,������
���� ���	�������� �
�
�
(

�
� �
)���
� �������Φ0(Z) "�� �	�
��� Φ0(Z) ≤ Ψ(X)� ��
� ��

�

Φ0(Z) ≤ Φν(X).

$ 
������ Φν(X)− Φ0(Z) = Φν(X,Z).

/ ,�
� 	����
 "
����� 	�
#�%-�% #
�
������
�����% ��#���

��"���
)
 "�
)������
�����

maxΦ0(Z), (5.2.8)

Φν(X,Z) ≥ 0, ν = 1,M, (5.2.9)

X ∈ E+
n . (5.2.10)

0	�� (X∗, Z∗) 1 
	�� �
�
��
 ,�
� ��#���� �
X∗ 1 
	�� �
�
��


�)�� G = (E+
n , F, g).

���
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�� ������ �	�
��	������� �
� ����� 	����
��� ������������

	���� �
������ ��� �
� ����� ����� (X∗, Z∗) ��
� �������� �����

�� ������ ������!" ����������� ����� ���
��# ���
�U∗
1 , U

∗
2 , . . . , U

∗
M �

���	
��	���$%�� ��
�	���&

Φν(X
∗, Z∗) ≥ 0,

U∗
νΦν(X

∗, Z∗) = 0,

U∗
ν ≥ 0,

L(X∗, Z∗, U∗) = sup
X

[
L(X,Z, U ∗) = Φ0(Z) +

M∑
ν=1

U ∗
νΦν(X,Z)

]
,

��� L ' (���)�� *�����+��

,�� -��� �����	���� ��((����)��������� �� (���)�� Φ0(Z) �

Φν(X,Z) �� ���
���	�$����

.� 	��/ ������������/ 	��� ������/ �
����/ ������
�
��# �����

����� �����)� Q� ,� -��
 �����)� ��+�� �����# � ���� ��%���	���


� �������� ������
#��� ������ ��������� ���	��� ������ 	 ����

G = (E+
n , F, g)�

,�����
�+��� ��� ����� ��������� ��%���	���� ����� ������ ������ 

����� �������� ������
#��� ������� � �� ������ �	�
��	�������

��+�� ��������# ������&

minKTU, (5.2.11)

QTU ≥ 0, (5.2.12)

M∑
ν=1

Uν = 1, (5.2.13)

Uν ≥ 0. (5.2.14)

. ��
� ������ �	�
��	������� ���+���	� �
���	 ������ �����!! �

�����!0 �� ������� �� ����� �� ��
�	�
 �����!� � �����!0 �
������

���
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��� � �����	
 Q �
� ����
� ����	��
����
� �����	� ��
��������


������
� � 
��� �
����	��
����� ������ �����������
 ������
�� ���

����
��� ����������
� ������� �
� �
����������� ������� �����	�

Q �� ��
� �����
����� ���������� ��������
�� ������ �����

Δ1 = (I1, J1, K1) =
{
(1, 2, . . . ,m),�,�

}
.

���� �����
������ 

 ���!
���� X ≥ 0 �
 �����
 � q1j ≥ 0 ���

∀j = 1, n� ��
�� ����������� ������ �����

�� �� 
����
��

"
�����	�� �
����
� ������� � ������� ���������
���
� ���
���#

��������� ������
� �
������� $������

% $���� &
����� ���������� ������� ���������
���
� ���
�����#

��������

'��
�
��� �� ������
� �� $��� $���
 ����
��� ��
� ���� ��#

(����	�� � �����
 ���������
���
� ���
������������� )� �����#

��* ��(����	�� ���
�
�������

����� �������� ��� �
+
��
� ������,

�����!
���� �����

�* �����������,

��(���	�� +���(� �� ����+
��
 ������* ������,


�(���	�� ����-�

%% $���� .����� �����
���* �
�-�

/� $��� $���
 �����������
��� ������ � �� 
��������� ����
���

�
�- � � �� 
��������� ���������-� �����

�*� /� ������ $���


� ������ 
* 
���
 �-�� ��������
�- ��
��� �
 �����	���

������-
 �����

�� ������ ����-�,

����
+���-
 �����

�� ������ ��
+���-�,

����
+���-
 �����

�� ������ ����-�,


�����-
 �����

�� ������ ��
+���-��

��� ���
��-� � �
����
��-� �� �
��
��-� ������ �����

�*� �
��

���
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��� � ���
 	� 
��	��	�� �������
 ��� �����

�
	�� ��������� �����
 �����
��� ������ ������
 ���� � ����	�����


� ���
������	�
 �
�
	�� ���� � ������ �����
����
 	� 	�����
�

�����
�����
 �����
		�� ���� �����	�� �����
�

��� ��������� �����
 �����
��� ������ ��
��		��
 ������	�  ��

�����
	�	���! ��"��� �������� � ���	���� #�	���� ����#� ���

�����	�� ������ � �#����������	� ��������	�
 ������� ���
�����

��	�� �������!	�� ������ �����
��� �
����� ������ ��� ������

�������� #�	���� ����#��

$$$  ���� %
��� �
�
	�� �����

��� ��	
�	�� ��� � �"�
� �����
 ��&
� "��! �����!����	 ����

��
�� �
��� � ��
�����	�� �
��� ����	��'�"�	��� (��� #�	����

����� 	
��
���	�
 �� �
��� ����	��'�"�	�� ��&
� "��! ����
	
	

� ��� �
�
	�� "
���	
�	�� ���� )��� �
��� 	��"��

  ##
����
	

� �����
 ��� � "��!��� ������ ������ �����
���
 ��� ��� ����	�

�����!�����! ��������"� ������ �
��� ���
�����
 	
�"���������

�����	
	�� "��!���� �"*
�� ������
	���

+�	��	�� 	
���������  ���� �
���� ����
��� ����� �������!

���������� ��
�����	��� ����
���
 � �����"���		�
 � 	������
�

�� ��
�
	� �����"� �����
	�� ���������� �����	� � ��	��
�	���

��������� ,���
	
	�
  ��� �����"�� � �"�
� �����
 �������� �

�	����
�!	��� ����&	
	�- ����
���� �
�
	��
 � �
���!���
 �
��

�
��
��� ��  ##
����	���!�

,� ��
�!
��  ���� � 	������
� ����
 "��� ��������
	� 	
�����

��
 �
���� �����
	�� �
�
	�� ��� "
���	
�	�� ����� ���� ���

����	�
 ��� � �����
 �������� #�	���� ����#� "
���	
�	�- ����

��&	� ��
��� � �
�
���	�����		�� �����
 ��������� ����������
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������

������� ���	�� 
 ����
�� ���	����
��
��� ���������������� ���

����������� � �������	 
����
��� ��� ������ �����������������


���� ��������
��
�� 	���
�������
� ���	 ��� ��
�����	 ��������

��� ������� ����
� ������� ����������� � ������ �� !" #� $�������

���������� �������%��� ���&����� ��������� �����������������

�������� '
�������%��� ����
�� � ������	 �� (�

���� �)) "�

*� ����+��
� � ,� -�������
� ��.."� �� /� 0������� �1 1"� ,� -���

�����
� �23)"� 4� 5������ *� 6����� �� ,'�
 �31" �����������7��

�� ������� ��������
� �������	 � ����
��	 ����
 ���	����
��
��

�� ���������������� � ���������� �������� ���������78�� ��8��

��������� �������%��	 ���&����	 ��������� ���� 9 ��&�78�	

������������� ��	����� ���	����
��
�� ����
��

� ������	 :� ;� <���� ��3="� �1!2" �������������� ��� ��������	

� ������������	 ��&�78�	 ������ �����������7��� �������
���

�������� ��� 
�����	 �������%��� ���
���� ������� +��
��� ��

���&����	 ���������	 9 ��&�78�	 �������������	 9 �����������

��
>� � ����8%7 
����	 ��������� 9 ��&�78�	 �������
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� �������	 
���

������� ������� � ��� ��
��������



� � ������� 

���

���
���� ����������������

��� �����	�
���
 
����� �	����	��
����� ���
����� ������������

�����

��� ����� �	
���	��
��
�
 ��
�������
����� 
�
�� ������ �����


	�� �
��
� 
 �

��
����� � �
�	�	
���� ���
���� 
�	������
�	�

����� � �
��
� 
�
 ���
�	�
������ ��
��
 ��
�
 �����
	��� �
�
�

	
��
 ��
��	�� ��
��	�
���� ����� �	
���	��
��
�
 ���
��
�
 ��
�

�������
������ ����
�
���� ���
 �
����	�	 �
����� ���	�
�
�

 !"#$ � �
����� �������
 %����
� 	

�
�� ��
��	�
��
�	�&� ���	�

��

� ������

min
X∈S(ω)

Z = min
X∈S(ω)

C(ω)X,

��
 S(ω) =
{
X : A(ω)X ≤ b(ω), X ≥ 0, ω ∈ Ω

}
�
 ����������

�����
	����' � 
( ��
��	�
���) ������' *���+�
��� �
	
�
� 
�
�

������ �
�
� g = b(ω)TY �

���	� glω , ����
��
 -	
� *���+�� ��� � ω ∈ Ω � l�� -��	�
�����

�
� 	
��
 ��
��	�
��
� ������� .�

	 �
�	
 ��
��)��� 	

�
���

������� ������ ����� ��� ω0 ∈ Ω �	
�� lk 
���� 	��������

�	� �����������	� �	
�	� � ����� Zk
ω0
−�		������������ ����


���� �����	� �������� �
	���
�� 
����W k
ω0
	
����� ���	�
��	�

��� ��	�	 �� ����� !	��� ��� ��
	�	 ω ∈ W k
ω0
���������� �����

������������� �	
�� "���#�� � �	���	� l$ ��	�������	� ����
�%


�	 �&�	������� ��������	 glω = Zk
ω � ���������� ����� 	������

�	��� O(ω) �	
�� ω% 
�	 ��� ��
	�	 ω ∈ O(ω) ����� ����	 �	�

	��	 ����

glω = Zk
ω.

���
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���������	
����� �����������	�
� �
�
	 ω ������ ������ ��	�

	� �	�	��	� 

�
�
	 �
�����	��� � �
���	�����
� �
�
	 lk. ��	�
���

�	���
� �

��	��������� ��
����	���� ������ �
�	 ��		� �	�	��	�

 ���� ll ����	��� 
��������
� �
���	�����
� �
�

� ��
����	��
�

������� � ���� �	
�	�! ��
����	��
��� ��		� ���	����


Zk
ω = glω

�

"�� �
�
� ��
#! �

����� ��
��� ����� �	
�	�!� ��	��
�
���

��
����
	� ��	� �	� ��

� 

�	���
��� O(ω)� � 

�
�
� �
���	�����

��� �
�
� ll 
���������� $
�� 
�� 
��������� � ���
� �
�
	 ω�

 �	��	 ��	�
 ���	���� ��
 ��� ��#
�
 ω ∈ W k
ω0
��
����	����

������ ��		� �	�	��	� �
�

��
� � ��
� �	 
#����� ��		� �	�	��	

������ ������� %����
���� ��
���
����� 

�	���
���O(ω) ⊂ W k
ω0

�
�
� ω� � ���� 
��������
��� �
���	�����
� �
�
� ��		� �	���

�	����


glω − glω > 0 (6.1.1)

��� ��#
�
 l = 1, 2, . . . , Lω, ��	 Lω & 
#�		 ����
 �
���	�����!$

�
�	
 ��
����	��
� ������� � ����
� ��
�
�!� � ���� ���	�
 ��	��

�
�
�	��� ��		�

glω − glω > 0 (6.1.2)

��� �	

�
�!$ ω ∈ O(ω) �
��
��! ��� �������

'� (���
 �
�	
� � 

�
�!$ �!�
���	��� �

��
�	��	 )*�'�+,� 

�

�	��
� ��	�
���	���
� ��� �
�
� �
��
 ��
���	�
����-

i = 1, 2, . . . , p. .#
������ �	�	� ρi(ω, ωi) �����
���	 �	��� �
�

�

ω � �
�

� ωi � ����	� ρ = min
i
ρi(ω, ωi)� /
��� � 
��	���	 ��

�

�
� 

�	���
���� � 

�
�
� �!�
���	��� ���	����
Zk
ω = glω� �
��


������� ��
�	���
 O(ω) =
{
ω : ρ(ω, ω) ≤ ρ

2

}
.

���
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�� ����� ��	
� ω� 
����
��������� �
���
����
 �������� �
����

�
	�� ��	
��� ��� �
�	
����� ��������
 ������������ Ω ����
���

������ �	
���! ������������!� �
�
���

� "
���!
�������� ���

��
!� ���
������
# ��	�� ω� $��%��	�! ���
������� &��# ����
!'

	
�
% On(ω)� ( ��)��# ���
�������On(ω) ���
�)���� ���� �' ����

��	�� ωi� 
����
��������� 
������! �������� *���!����!

Dn(ω) = On(ω)−On+1(ω). +
�
���
�� ��
 ��%!�)�����,

�� 	���� ���
������
# Dn(ω)� ���
�)���� ��	�� ωi� ���
	��- ���

 �� �
�
���

� ����
 	���� N � 	�� ��� ��
� n > N On(ω) ���
�)��

�
����
	�� !�� � ��	
� ωi- �% &��� ��	
� !�)�� ��������� ����
�

�����
������� ωin� ������
��� � ��	�
 ω� ��
� ωin →
n→∞ ω. $�����

���
	�! � ���
 �
��
�'������ "
��.�� glω �� ω glωin
→

n→∞ glω� /�
�

�����
����� glωin
− glωin

→
n→∞ glω − glω �� ��
�����)
��� ��
 	�
�'

����
�����
������� !
��0
 �
��� � �� ��
!� ��� � ���
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���	 �	����
�
�$ �����	

�	 �

�����

�% ��&�
	"

'��
� �	�
�� Y ∈ Y ∈ Em ����� ����	
��� 
��

��������Ψ(Y )�

����
�� 	��	���	 ��

�
����� � ������ �����
����
������

����� X ∈ X ∈ En � ������
�� �����
� ��������
����� �����

���������� �������� ����	
��� ������� Φ(X, Y ) 

� ��� ��
� 

�!
��������"

#$ �������������� �������� ������� g(X, Y ) 	��	���	 ����
��

���������� !�� g ∈ Er%

&$ ������	 h(X, Y ) 	��	���	 ����
���������� ��	 h ∈ Es�

'(� ���� �!
�������� ����� � ����� �
���	 

���������!� 

��

������	� ��

���
� 
�
��� ����� 
������
����� ��� ���!��
�����

��� ��!���
��� �
�(�����	� ��!�� ��
�������	 ���������	� �����


��� ������� � ������
����� �����	 ��
�)���% ���
�� �!
�������	

��!�� ��
����� ������
�� ���������� �!
�������	 �������� �����


�� �����	 ��
�)��� ���(���

*��
����
��� ��������� ������

min
X

∫
Y

Φ(X, Y )Ψ(Y )dY (6.2.1)



� ������	 ∫
Y

g(X, Y )Ψ(Y )dY, h(X, Y ) ≥ 0, X ∈ X ∈ En,

!�� Φ, g, h � ��

�
����� ������ �����
����
����� ��������

�������� �� S = X×Y.

���
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��� ����� 	�
������
 �����
 � ������ ����� 
������
������ ����

���� � �������
��� 
 ��
�������� �
���
�� �	�
������
�
 ����

���� X 
 ������� ����
������
�
 

!�
����� ����������
��� ��
�������
�
 ��� �	�
������
�
 ����

���� !�
���" ���� �����
��" ��� �
���
�" 
������
�������� �

�������" 
�
#��� 

�����" ��� 
�$�
������ 
�%��� ���& ��

����

�
������ ����� 

������� ��	�
� ����� ���	
	�	��
� ���	 ������� Φ(X, Y ) ���

��	��� �������� �� X� 
 g(X, Y ) � h(X, Y )� ���	
	�	���	 ���	�

�������� ��������� �� X� ������	��	 ��	
���� ������� ���

��	��� 
���
��!��� 
�� ����� !��"� X "�� ������#�������

�	������ #


!� $%�&�'()

'( ���	����	� λ ≤ 0�

&( ���	����	� μ(Y ) ≤ 0�

*( ΦX(X, Y )Ψ(Y ) + λgX(X, Y )Ψ(Y ) + μ(Y )hX(X, Y ) = 0�

+( λg(X, Y ) = 0�

,( μ(Y )h(X, Y ) = 0, �
	 ΦX =
(

∂Φ
∂X1

, . . . , ∂Φ
∂Xn

)
, gX , hX - �
��

���� �����	�������� �
#�	�����	� �# !
���� ����#��
�� �


 λ, μ(Y ) r��	���� �	���� � s��	��
� �	�����
� �������� �����

�	����	����

���������	
���� !�
�� X∗ 
 X ' ��������� ��	�
�
��� ��#��

�
� (�&��" ��� ��� Φ(X, Y ) ��	���� 	� X ��	������� 
 �
�������

)
�����" 	�
���
� �
� �
���
� *�+�*,+ ��� X 
� �������" 
����-∫
Y

Φ(X∗, Y )Ψ(Y )dY ≥
∫
Y

(
Φ(X, Y )+(X∗−X)ΦX(X, Y )

)
Ψ(Y )dY =

=

∫
Y

(
Φ(X, Y )Ψ(Y )−(X∗−X)[λgX(X, Y )Ψ(Y )+μ(Y )hX(X, Y )]

)
dY,

���
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��� � ���� �	
������� ��
���� λg � μh 
� ��
���∫
Y

Φ(X, Y )Ψ(Y )dY −
∫
Y

λ
(
g(X∗, Y )− g(X, Y )

)
Ψ(Y )dY−

−
∫
Y

μ(Y )
(
h(X∗, Y )− h(X, Y )

)
dY =

∫
Y

Φ(X, Y )Ψ(Y )dY−

−
∫
Y

λg(X∗, Y )Ψ(Y )dY −
∫
Y

μ(Y )h(X∗, Y )dY ≥

≥
∫
Y

Φ(X, Y )Ψ(Y )dY.

������
�� � ��
������ ��� X �������� �
������
	� ����
����

������� ����	�
��

����
������

�� ������� ��������

���� ���� ������
���� �����


����� 
��
�� ���
��	 ��� �
���
�� ������� ��
���� � ������

 !�"�#$�

������� ��	�	� ���� Φ(X, Y ),Ψ(Y ), g(X, Y ), h(X, Y ) ��������

	
��
����� ������������� � ������� ������ � ���� X ���������

����������� �������� � ������ ���� � !�����"� �� X ��������

���#� ����������� �������� � � ������������ ���� �$

max
X

∫
Y

(
Φ(X, Y )Ψ(Y ) + λg(X, Y )Ψ(Y ) + μ(Y )h(X, Y )

)
dY

��� 
������%∫
Y

(
ΦX(X, Y )Ψ(Y ) + λgX(X, Y )Ψ(Y ) + μ(Y )hX(X, Y )

)
dY = 0,

λ ≤ 0, μ(Y ) ≤ 0,

��� �� ����������� λ � μ(Y ) 
������������ 
������� !�"&!'" ��

������� ����� � ����������� ��� ���� 
�����% 	
��
�� � �(��%

���� �% ����� ��#�
 ��(���

���
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���������� 	
	 ���
 �	��	�
 �

	���������� ��������
� �����

������ ��� � ����	���
� ��� ���������� ��
	� ����	��� �� �������

������ � !"!#$ ���
��	��� ��� ������� ��
���!

���������� �	����������	 ������������ (A, S, μ)! %
�	� ��	����

��&��'� ��� �	����������� �	�� μ ����	��� ������� �������	�'��

�	������� ������&�� �� A! (
��' R ) �����
��	 ���*	���� � En

� U ) �����
��	 ���
���	 ���*	���� � Em! ���������� +�������

�����	 ���	����	 ������*	��	 r : A → R! %
�	� �������' �	
	�

���	��
� +
��,�� f(r, u) �� R× U ���	��� �&�����	���� ����
 �

U � 	��� �������	��� �	���	�����

f(r(ω), u(ω)) ≥ p(ω) + ug(ω)

��� �	������� ���	&���
	��� +
��,�� p � �&�����	���� ���	&���

�
	��� +
��,�� g �� A!

���������� �	������	 ����� �	
	���	���- �	��	�����- +
���

,�� gi(r, u)� ihj(r, u) �� R×U � ��*��� �� ������- ���	��� �&�����

�	�� ����
 � U ! (
��' Γ ) ����� ��	- ���	&���
	��- ������*	���

u : A → Em ����-� ��� �����������

#$ u(ω) ∈ U ����� ��� ��*��&� ω ∈ A.

"$
∫
A

gi(r(ω), u(ω))dμ ≤ 0 ��� ��*��&� i.

/$ hj(r(ω), u(ω)) ≤ 0 ����� ��� ��*��&� ω ∈ A � ��	- j!

(
��'� ����	 ��&�� Φ(r, u) ) �	������� �	
	���	���� �	��	����

��� +
��,�� �� R×U � ��&�� �
�	� &������'� ��� ���� u0 ∈ Γ �����

	��� �������'��� ��� Φ � Γ� 	��� I(u) =
∫
A

Φ(r(ω), u(ω))dμ ��		�

�����
� � ����	 u0� �!	! �������	��� �	���	����� I(u0) ≤ I(u) ���

��	- u ∈ Γ!

0��	���� ��� ��		� ����	�
� 1������	���
� ����	�	 2	������ 	��

�� A ⊂ En� r(ω) = ω � μ =
∫
Ψdλ� &�	 Ψ ) �����	�	�	��	 �	�����

���
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������ � ��	� 
����
 λ �
 En�

���
�
�������� ���	��� ���������
��� ��� ��������� Γ ��	��

���� � �	����������� �
��������� � ����
������� ������������

��
��� ���������� � L1 = L1(A, S, μ)�

�������	�	������� ����� ���� �� I(u) �	� !��� ���������� ���

������ ����
��"��� ��� ���������
��� �����
������ ��
�
 � Γ�

������� ��	�
� ����� Φ(r, u) � ��	�����

�� 
�
�����
��

��
���� 
� R×U ��
��
� ����
���
� �
��� � ��
���� � U � �����∫
A

|u(ω)|dμ ����
���
� 
� Γ � ε � �������
� 
�
�����
� 
� Γ� ���

��� ���� Γ �= �,

I(u) =

∫
A

Φ(r(ω), u(ω))dμ

�!��� !�
�!�! 
� Γ�

#�$"���� �������� � !��� ���	��� �������� ��	
��"������� �

ε % 
����$��
� ���	�	�������
∫
A

|u(ω)|dμ �
 Γ�

& 	
���� '����
	�
 ()*+, �	�������� ��� ���	���- ������"��
$�

��� !�� �	����
��� �	� ��	��������� ��������� .�� ����� �����-

����
 ������	
� ����������
� ���� ��Ψ(u) �
 U ��	
��"��
 �����

� �
���
- "�� Ψ(u)
|u| → ∞- �
� ������ |u| → ∞ �
 U - � ����

∫
A

Ψ(u)dμ

��	
��"��
 �
 Γ�

���
���
���� �
���- "��- ���� �	
�� gi(r(ω, u)) ≥ Ψ(u)- ��� Ψ(u)

����� ��� �	�������� �������
 ���	��
 /�+�) ��	�
 � ��� �	�������

����� ��$"����� ��������

��� ������	
��
� 	��	� �����
 ��	����
����	�	 ��	�����
�	
��
�

0
�����	�� �����$��$ !������"����$ �
�
"�1 ����� ������� �����

��	�� �	���������� �	������� � �������� ����"��
��

X = (x1, x2, . . . , xn) � ����� ��� ����
��"�� ����� 	�
��	��� �
 �
���

���

 

                            37 / 39



��������	 
���
��� ��� ���
�� �
�
��� ���
� �� ���
� 
�
���
���

��� ��� �����	� ��	� ��		� ��
� �������� ����
� ��
���
����� �

��������� ���
����� �	�������� �
�
��� �
��� ��������� �	��	�

������ ������	�� ��	��	��� ����� 
���������� ���
� ����	���

��
���� �	����� X� ����������� 
����	�
	 ����	��	 �	�
�
�
�


������ ���	��	� ��� ��	�� !�� 
������	����"

#$ �	
��
���
� ��
�� ��	���	 �
��
��	�	���	 �
�
�
���	 
�����

�	������ � �	�
� %�
������ ����� � ��
���
����
 ��
������� ����

���� � ����$ ���� ��
��	��
�	��� �
�� ��� &�
� �
����� ��� �����

'	��� � �����
��	�	���� ��	�
������(

)$ �	
��
���
 �
�� ���� ��� ����
� �������
� �	�������� ���
�

��� ������ 
�!�	 
����	���	 
������	��� ����	��� �
�
��� �	���

�� ����'��� �

�!	�

*�	��
����	���� ��
 ��	 
������� ��	������	���	 � �����	� �
�

��� ���� �	���	������ + &�
� �����	 �
����	� ���	�����	��� 

�
����
��� ������ ,���
�� -#./0"⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

min
X

∫
{Y }

Φ(X, Y )Ψ(Y )dY,

∫
{Y }

g(X, Y )Ψ(Y )dY ≥ 0,

h(X, Y ) ≥ 0, ∀Y,

(6.3.1)

��	 ��	��
����	���� ��
 Φ(X, Y ) 1 �	�
�
��� ��������� 
������


� X ∈ En � Y ∈ Em� g(X, Y ) � h(X, Y ) 1 �	��
��
������ �� Er

� Es �

��	����	��
� Φ(X, Y ) � �
��
�	��� g(X, Y ) � h(X, Y )� �

����	 ��
��
��� �����	�	�	��� �	�
���
��	�Ψ(Y ) ������ �	��	�

����
 ��

	�	�����	�� �� S = {X} × {Y } ⊂ En × Em �
 ��	�

�	�	�	�����

+ ���
�	 ,���
�� �� ���� ��� �
�����
 ��'	� �	
��
����	 ��

���
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� �������� �	
������� 
������ Φ(X, Y ) � ���������� ���
�����

�������
������ g(X, Y ) � h(X, Y )� 
� X ����� ���������	� �����

��� �
����������� �������X� ��� ������� �������� ������ �����

��� �����	��� 
�������� � �������

ΦX(X, Y )Ψ(Y ) + λgX(X, Y )Ψ(Y ) + μ(Y )hX(X, Y ) = 0, ∀Y (6.3.2)

������ ���������  ������ �� ��������
�������� Y � !������� ����

�� ������ �"#������ $�� ������� ����� ����"���� �������� � 

�������	� �������	� Y �

% ���� ������� 
������Φ, g � Ψ �����  ����� &'�(�)* 
���
�����

� $������������ ����+ ����� ������ X� �����	� ����������

min
X

F (X) (6.3.3)


�� ��������

G(X) ≥ 0, (6.3.4)

h(X, Y ) ≥ 0, ∀Y, (6.3.5)

��� 
������ F (X) � �������
������ G(X)� �	�������	� 
� ����


��������� {Y }� ��������	 ∫
{Y }

Φ(X, Y )Ψ(Y )dY �
∫

{Y }
g(X, Y )Ψ(Y )dY

��������������� F (X), G(X) � h(X, Y ) ����� �����	 ��
���	���

��

����������	� % $���  ����� ������ �������
������ h  ����

��� �� ��������
�������� Y � ,�� ����� ���"	 ������  ����� &'�(�(*�

&'�(�-* � 
��������������  ����� ����������� 
��������������� �

�	����� ���"�����	� � ���������	� ������� �
����������� ������

�� X� "���� 
���
������� �	
������� ������#��� �������+ ����

r + s > n� �� ����� "������ n ���
����� 
������ G � h �����

�"��#����� � ���� � ��"�� ����� ��������� S� .� ���
�����	 Gj

(j = 1, J) � hp (p = 1, P )� �����	� �"��#����� � ���� � ���������

���
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����� �����	�
� S ����
�
 ��� �������[∂G1

∂xi
; . . . ;

∂GJ

∂xi
;
∂h1

∂xi
; . . . ;

∂hP

∂xi

]
����� ���	�������� ����� ������� 	�������� �����
 	 �������

������� ����� 
�
����� ����������� �	��
�� ����������	�� 
���

���� X�

����� ������ �����

�� �	

��� �
����� gr(X) ≥ 0, r = 1,M � ��
 gr � �
������
���

��
 �������� ���
�
�
���
 �� {X} ⊂ En�

�� gr(X) ��� � 
�	 r ���!�� �
��
����� ����
�
�����
	� ��

{X} ⊂ En�

"� ��#
����
� ����� �
���� X� $�� �������
���

gr(X = 0), r = 1,m;m < n, (∗)

gr(X > 0), r = m+ 1,M.

%� ��� m ���
���� ���� &'( �������
��� JX(1, . . . ,m) �= 0� ��
�

���
��� � ��$�
 X �	

� 	����	������ ����� )���� ��� � 
���

i ∈ 1,m ��#
����
� ��$�� X i ������ $�� ������� ���

gi(X
i) > 0� � gr(X

i) = 0 ��� � 
��� r = 1,m� r �= i � gr(X
i) > 0�

r = m+ 1,M �

���������	
����

 � !�	������ "������ gr �������
��
 �� ��� ������

r ∈ m+ 1,M � ������ εr > 0 	���	�
��� 
����� δεr > 0 �����
 ���


��������	� ����
��	�
�

∀X ∈ |X −X| < δεr , |gr(X)− gr(X)| < εr.

#�	���
 ���� gr(X) > 0, ∀r = m+ 1,M 
 ����� 
������ δεr �����


��� 
��������	� ��� ������ X ∈ δεr�����	���	��

0 < gr(X)− εr < gr(X) < gr(X) + εr.

���
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���� �����	 
���
�	 min
r,l

δrl = δr0l0� ��� δrl0 l�� �������
�
 r��� 
���

���
 �
�� �������
�� ������ ���	�� ������ � ����

��	 n�������


������ �������
�
�� �������� �
������ δr0l0� �� ��� ������ X ��

�
��� δr0l0������������ 
���������� ���

����
� gr(X) > 0 ��� ���

��� r = m+ 1,M � � �
�	������ ���
������ 
�� �
��� ����� ���	�

�� ��� 
������
 X �� !��� ������������ ������� �����
"�� "����

δ(X)�

#� $
�������� gr(X), r = 1,m �
 δ(X)� %
&�������� �����	 �����

����� i ∈ 1,m � �
�������� ������� �� m− 1 �

����
 gr(X) = 0

��� ������ i ∈ 1,m� '�� ������

 ���� ���� ����������� &����

(�� �
�� "�� �
&������

� i = m� )� �����
�
 ������
m� ����	 !��

��� �������������� ���
�� m �����(�
 �
���(� �� "
����* ����

��
����*� 
�"������ ������m � ������(� 
 ������� ����� !������

∂gm
∂Xl

�
���� "�� 
�����
�"����� ���������� � ���� �� �

�� �����

+
��� 
���� 
���� �� 
 ���� ��
��� �������� �����
�
 ������


m� ,�����
�� 
�����
�"����� ���������� � !������� ∂gm
∂xm

���	 ����

��
� JX(1, . . . ,m − 1) &���(�� gr(X)� r = 1,m− 1� -�����	�� 


����������� δ(X) &���(�� gr(X) �������
��� � gr(X) = 0�

r = 1,m− 1 � JX(1, . . . ,m−1) ���������
� �
���(
� �� ��.���
���

�� ������� � ���
��* &���(��* ε̂(X̂)�����������	 ��"��

X̂ = (Xm, Xm+1, . . . , Xn) ⊂ En−m+1� �����
� (������ ����� ���� 


δ(X̂) ����
����
��.�� �
���������� "�� ��� ����� ��"��

X̂ = (xm, xm+1, . . . , xn) �� ε̂(X̂) ��.���
��� ������
"��� � ������

��
��� &���(�� ϕ1(X̂), . . . , ϕm−1(X̂)� ������� ���
�
�� �
����

�

��/


� Xr = ϕr(X̂), r = 1,m− 1;

�� ��� ����� X̂ ∈ ε̂(X̂) ��
"����Xr, r = 1,m− 1� 
�"�������� ��

&������ Xr = ϕr(xm, xm+1, . . . , xn)� 
����� � ���������
�� 
�����


���
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X̂ �������� 	
���� X� �
�	�
�	������� ���	�
���� gr(X) = 0�

	� 	 ε̂(X̂) ������� ϕr(X̂), r = 1,m− 1 
���
�������
�� � ���


����� l, l ∈ m,n �����	�
��
 ∂ϕi

∂Xl
�	������ 

����	
���� �
�
�

��
� ����
�� ���
���� ���	�
����

m−1∑
r=1

∂gi

∂xr

∂ϕr

∂xl
= −∂gi

∂xl
; i = 1,m− 1. (∗∗)

 ! "���#
� �
�
�$� %�� 
�� gr(X), r = 1,m ���
��	�
� �����

Xm� %�� 	������
��� �
��	
���	� gm(X
m) > 0� � 
�� r = 1,m 	�


gr(X
m) = 0! "�

����#��� %�� �
 ���
��	�
� �����Xm! &�������

��
� 	 ���
������� ε̂(X̂) 	�
 ����
�����

xm+1 = xm+1, xm+2 = xm+2, . . . , xn = xn.

"���%�� 
�� ����
����� xm = xm ���
������$ (x
′
m, x

′′
m)� �������

�
����� ��

�#���� 	 ���
������� ε̂(X̂)� 
�� ����'� xm ∈ (x
′
m, x

′′
m)

� �������	����� ����
���� xm+1, . . . , xn ����%��

x1 = ϕ1(xm, xm+1, . . . , xn)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

xm−1 = ϕm−1(xm, xm+1, . . . , xn)

gi(X) = gi(ϕ1, ϕ2, . . . , ϕm−1, xm, xm+1, xn) = 0

������ %�� i = 1,m− 1. (��� ��
���	��$ )�� ����
����� 	 gm(X)�

�� �� ��

����#
��� 
�� ����'� xm ∈ (x
′
m, x

′′
m) ����%�� �
��	
��

��	�

gm(ϕ1, ϕ2, . . . , ϕm−1, xm, xm+1, xn) ≤ 0.

"�����$�� ����

��
 n − m ����
���� ���������	���� 	�
 ���

�
�
��� ������� ϕi ��	���� ���$�� �� ���
�
��� ����
����� xm!

*�

�	��
�$��� 
�� ����'� xm ∈ (x
′
m, x

′′
m) ��

� �
��� gm ≤ 0� � 	

���
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����� X ����	
����� gm(X) = 0
 � ���� �	���� ��	
�� ��������
��

�� xm � ����� X ��	�
� ���
����� 
�	�
 ���� ��	�
� ����	
�����

����
����

∂gm
∂x1

∂ϕ1

∂xm
+

∂gm
∂x2

∂ϕ2

∂xm
+ · · ·+ ∂gm

∂xm−1

∂ϕm−1

∂xm
= −∂gm

∂xm

∣∣∣∣
X=X

(∗ ∗ ∗)

��	� ������ ����
��� ����
���
�� (∗∗) � (∗∗∗)
 �� ����� �������

�� m ����
�
�� � m− 1 
�������
���� ������ ( ∂ϕ1

∂xm
; ∂ϕ2

∂xm
; . . . ; ∂ϕm−1

∂xm
)

������	����� ���
����

�� ������� �� ������� (∗∗)� �
 ����	���� 

���� ����
�
�� (∗ ∗ ∗) 	��� � ��� �	����
 ��!�� ����
�
�� (∗ ∗ ∗)
���� 	�
��
�� �����
�"�� ����
�
�� �� ������� (∗∗)� #����	� 

�� ���$$�"��
�� �������� ������

 �	�������	�
�
 ����	
�����

JX(1, . . . ,m) = 0
 ��� ������������ ��	����� %	�������	�
�
 ���� 

��	���
�� 
����
� � ��&������� Xm �����
 ��� �	� r = 1,m �� 

��	
����� ����
���� gr(X
m) = 0
 � ����� ��!�
 ����� gm(X

m) > 0�

#����	��� $�
�"�� gm ��	� ��	���
� ����� ����
�����"��
 ��


�	�������	�
�
 �	� 	���!� i = 1,m ����	
����� ��������
�� 	�� 

���

����� ������	�


#������

�� ���� 	���� ���
� ��	����� ��� ������ �	�������

�� ������� � 
���
�' $�
�"��'
 ��	� ������ ���������

�� ���� 

��

���

%	����&�� ��������
�� ���� 
���'������ ��	���� ��&������� 


�� ����
�� � ������ (�
��
��

������� ��	�
� ��� ���� ����	 
����
 X �
����� 
�������

������ �������� ����������� ����	 ������
�
��� r ��
�	! 
����


λ ≤ 0 � s ��
��� 
����
 "���#�� μ(Y ) ≤ 0 ������ ��� 
	$���� 

%���

FX(X) + λGX(X) + μ(Y )hX(X, Y )=

���
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=
∂F (X)

∂X
+ λ

∂G(X)

∂X
+ μ(Y )

∂h(X, Y )

∂X
= 0, (6.3.6)

λG(X) = 0, (6.3.7)

μ(Y )h(X, Y ) = 0, ∀Y, (6.3.8)

��� FX(X) = ∂F (X)
∂X −������ 	 GX(X) = ∂G(X)

∂X )


hX(X, Y ) = ∂h(X,Y )
∂X −����	
� 	� ������� ���	�������
 ���	�����

��� � ����� X� ���	 � ������ ������� ����
	 Φ(X, Y ) �������
 �

���������� gj(X, Y ) 	 hl(X, Y ) j = 1, s ������� �� X
 �� ���!�

���	��� �����	  �� "�� 	 �����������	�

���������	
���� ����������	
�� 
���� ��		��
����
� ���	
�

������ ������� ���������
��� �� ������ ������������� �� !�	
� X "

�#
�������� ��$���� ������ �������% 
�&�� ��� �#
�������� ��$��

��� � ������ ������������� �� �� �	���� �������' ���'��� ����� #���

���'
� 
����� ���(�
���� )�&���(�% �
��* #�����
� ���������

��	
� �	����� �������������+�� ��#���(�
�����	
� λ � μ(Y ) �����

�*����
� �
������ 	 #���,�� 
�����* � �����(���� -���.�� �

�'� /�������

!�	
� ξ = (ξ21 , ξ
2
2 , . . . , ξ

2
r )

T � η(Y ) = (η21(Y ), . . . , η2r(Y ))T '��'�
	'

r�����*� ���
���� � s������� ���
���-���.��� 
�����% �
� �*�

#���'�
	' �����	
��

G(X)− ξ = 0,

h(X, Y )− η(Y ) = 0.

0�	
���� -���.�� )�&���(�% �����1

L(X, λ, μ(Y ), ξ, ν(Y )) = F (X)+λ(G(X)−ξ)+μ(Y )(h(X, Y )−η(Y )).

/���� ��	
������ .������ -���.�� � ������ ������������� � �����'
�

	' 	���� 	
�.������*� 
���� -���.�� )�&���(�� 2������ ��	
�*�

���
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���������	
 �� ��
� �
�
�
��	�
 �����	
 � ����
 X �����	 ���

�������� � ����� ��

�

∂L

X
=

∂F (X)

∂X
+ λ

∂G(X)

∂X
+ μ(Y )

∂h(X, Y )

∂X
= 0, (6.3.9)

∂L

λi
= Gi(X)− ξ2i = 0, (∗)∂L

ξi
= 2λiξi = 0, i = 1, r,

∂L

μl(Y )
= hl(X, Y )− η2l (Y ) = 0, (∗∗) ∂L

ηl(Y )
= 2μl(Y )ηl(Y ), l = 1, s.

��������� �����
��� (∗) � (∗∗) �
��� �����
 ����� ���������
�
�
�
��	
 ξi � ηl(Y )� ������� ������� λiGi(X) � μl(Y )hl(X, Y )

���
r∑

i=1

λiGi(X) = λG(X) = 0,

s∑
l=1

μl(Y )hl(X, Y ) = μ(Y )h(X, Y ).

����
���
 ��� �	���
��� � ������ 
��
 !"�#�$% ��
��������� ���

��� ������� !"�#�"%�!"�#�&% �� �
��
�	�

�����
� �
�������
������� λ � μ(Y )� �� ������� (∗) � (∗∗)
��
��
�
 ��� 
��� Gi(X) > 0
 �� �����
��������� λi = 0 � ������

'���	� ������� ��� hl(X, Y )� (��� �
������� ������
��� �
������

�'�����
��� !"�#�)%�!"�#�*% ������
��� � ����
X � ����
 �� ��������

��� ��
+�,��
���
 ���
�
��
 �
����� X � �
������� ���
��
� ���

�������� ����
X∗� ����
��� �
��
�� -
����� �� �
���'� �������

� ��������	� ��
��� ���

 �	����'� ������� ε(X∗, X) = ε� ��

�

F (X∗)+λG(X∗)+μ(Y )h(X∗, Y )−(F (X)+λG(X)+μ(Y )h(X, Y )) =

= (X∗ −X)
(∂F (X)

∂X
+ λ

∂G(X)

∂X
+ μ(Y )

∂h(X, Y )

∂X

)
+ ε = ε.

��
�����
����


F (X∗)−F (X) = −λG(X∗)−λG(X)−μ(Y )h(X∗, Y )+μ(Y )h(X, Y )+

���
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+ε = −
[
λG(X∗) + μ(Y )h(X∗, Y )− ε

]
.

������� ����	� 
�����
��� 	����
� X∗ 
��������� ��
��
� � X�

������ �����	���� ε �� ��
�� �� ���� ��	����
� � ���
	�����

������� 
� ������	��� ��� ������� ���������� �����	� ��	��
���

�
� �� ! "#� �	��� i��� 
 ��� ������� ���������� �����	� ��	��
�

���
� �� ! $# �� �����
 ������ ������
� %���� ����	 X∗ ������

���� � � �����
� � ��
��� �� ! !#��� ! $# �
�������	�&� �	�
�
��

'�� ����� %��
� ���� ��	����
� ������������� ����� ��	����
��[
F (X∗)− F (X)

]
������������� ����� ��	����
�

[
λiGi(X

∗)
]
 (���


���������� ���
 �� ����	�X∗ Gi(X
∗) > 0 
 X 
��������� �
�
���

)���*
����� �� ! !#� � � 
���� F (X∗)−F (X) ≥ 0� �� 
����� ����

λi ≤ 0 +�������� ��� ���� �&��� 
�
��� 
� ������� ���������� ��

���� �����	 λ ≤ 0 ,�����
��� 
������������ ��� μ(Y ) ≤ 0 

-������������ +���� ��'�����&� λ ≤ 0 
 mu(Y ) ≤ 0 ���
�� ���

�������&��� �����
� �� ! �#��� ! .# /����	
	����
� ���	�	�����

�������� �� X )���*

 Φ(X, Y ) �� ������
 {Y } 
��� �������& ��

X )���*
& F (X) %��� ����� 
���� ����� 
�� ���������
 ������

���� �����	�)���*

 G(X) 0��&
� 
���� � ����������

 �� �����

�����
 )���*
� F � G 
 h� � ����� �� ��������

 �����
� �� ! �#�

�� ! .# ���
�&'�& �
����� ���������
�1

F (X) ≥ F (X) + (X −X)
∂F (X)

∂X
= F (X)− (X −X)

(
λ
∂G(X)

∂X
+

+μ(Y )
∂h(X, Y )

∂X

)
≥ F (X)− λ(G(X)−G(X))− μ(Y )(h(X, Y )−

−h(X, Y )) = F (X)− λG(X)− μ(Y )h(X, Y ) ≥ F (X).

(	���
��� ������ 
 ����* �
����� ���������
�� �
� X 2 �&���


�����
��� 	����
�� ��������� ��� X �������� ������ 
��
���� 

(��
���������� �
����� �	�����
� �� ! �#��� ! .# �������
����

���
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n + r + s ������������	 
���	�
���	� � � ������ ��������� ����

����������
��� � 
�������
�	 ������� 
�� ����
�� ��
��� ��� �!"

� �����
�	 ��
��� ��� � "���� �#"� $���� 
�������
�	 �����
�
� ����

����� X� λ � μ(Y ) ���%� ���
� n+ r+ s� ������ 
�����
���� λ ≤ 0

� μ(Y ) ≤ 0 ��� ��%
�� Y ������&�'� ��
��� ��� �!" � �����
�'

��
��� 
���
��
��� �������������
��� (�� )��� ������ � ������

��������� �� ������� ��� ��" �%� 
� ������� �� Y � �����������%�


���* � �������� � ��
��� +�
��
��

������� ����	�
��

,

��� �������� ���

���* ����
���
�� ���������
���� μ(Y )�

-�
�� �������� ������� � �������	� ������������

�	 � ��
���

��� �!"� �������� ���
������ �������*
���� �������X � 
���	 ���

����

�	 
���	�
���	 ������� �������*
�����

������� ��	�
� ����� � �����	
� �
�
�	 ������� X 
��
���


���	�
����� �����	�� 	 ����� ��	 ��������� Y = Y ∗ 	����

����� ���������	�

∂F (X)

∂X
+ λ

∂G(X)

∂X
= 0. (∗)

����
 μ(Y ) = 0 ��	 � !�� Y �

����	�
����
��� (���* X . �������*
�� ����
�� � ��
���

��� �!"� ���
� ��&�����'� λ ≤ 0 � μ(Y ) ≤ 0 ������ ��� 	
���
��

���� 
��������
� ����	�� ���������������� ��������� ������� (∗) 
�
��	���� �� Y � �� ��� 
� 	
���
����� ����
�!�
��

μ(Y )
∂h(X, Y )

∂X
≡ 0, ∀Y.

"� 
��������
� ����	�# ��������������� � 
����� �����
���� μ(Y )

�������� ��� ���� hi(X, Y ) > 0� �� μi(Y ) = 0� $ ���� hi(X, Y ) = 0�

�� μi(Y ) ≤ 0� %��� �
 ��� ������
�� i ��&���	�	��� �'� 
�����'��

Y ���� �
 ��
� �����
�
�� μi(Y ) < 0� �� (�� ��
����� �
 	 �����

���
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�������� � (∗)� ��� 	�
��
�
 �����
���
 ������
��� �	
 ��
����

hi(X, Y )� �����������
 
� X � 
�	�� ��	�
� ���

���
 
�	�� ����

��� ������
�� 	�
��
� 
���������� ���	��
��  ����������� ��	�!

���� "	�������	�
�� ��� μi(Y ), i = 1, s ���������

� ���
� 
�	�

 �� 	���� Y �

������� ����	�
��

#������� ��� �  ������ ��	���� $%�&�%'!$%�&�(' ���
� ������!

	������� ��������

�� ������� )��
�  �������� ��� � �	���� ��!

 ��	���� F (X) � ���
������ ��� �
�
� G(X) � h(X, Y )�  �	�����!

�
 �������� *�����	�
�
�
 ������� � ���	���� ����� +�
�!,�������

-�	���� "	������  �� *��� �	����� �� 	���� %�&�.� ���� �	
 
�
�	�!

��� ��� �
�
� ����
���
�� $%�&�/'!$%�&�0' ���������� ������
����

�����X� � ������� *�� ��� �
�
�� �������
 ������ ��	�1� 
�	
� �

�	
 ����	�
�� ��� �
�
� ���
�  �������� ����� �� ��	�� ���!

��
���� ��������������� �����X i � 	���� %�&�.� ��� �
� 
�	
���


�
����

�� ������ �	
 �� ��	�� ��	���� �� ����������

2�
��� �����  ����� �	
  ������������  ����
�
�
  �� ��1�!


�� ������ $%�&�.'  ������� � �����	���	�
�� ����
���
�� �����

����� 
�	���

�� ��	���
 
�	
���
 ���
� ��	�
����

-�	���
 $%�&�%'!$%�&�(' ���� � ����� �	���� 	�1� ������
��
��

������  ����� �	
 ������ ������
��
�� ����� 
��������� � ��!

��	��� μ(Y ) �	
 ���� y ∈ Y � 3�1�
�� ����� ������� ����
�
��

$%�&�%'!$%�&�('� �����
��� �� ������� Y � �������� � ����� �	����

��	�1�� ����
�����

+���� ����� ���� ����� �������
�  ����	��� ��������
� ����� ���

��
���� ��	� ������ 
� �����
� �������
�������  � ����  �!

����

���

���
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��� ������	�
�� �

������ �
�������� �	�

� � ������ ��
�

�

��������	 ��
��
��� �������
��� ���� ������� ����� � �
����� !

�����	! � �����
 �����"� ��������� ����������� �� �����
��� Y �

���
�
���� ����
���� �������� ! �
����
��� ! ������Π� #����

����
���� �������� ! ������ S ������ �����"� ��
������	
� ��$��

�
�
�
�
��
 ����
���� �������� ! X �� �������
��� ���� �����%�

� ����
����� �
����
��� ! ������ Π �� �������
��� ���� �������&

��
� ��

�

S = Π
⋂

{X : G(X) ≥ 0}.
'��������� �
������� ��
������ ! �����
�& ����� ��!��	 �� ���(

���������� 
������ hl(X, Y ) ��� )�������
����� �� ��� ������(

� ! �
����� ����� ����� ����
����Π ��	 �������
��� ���� ��������

*���� ��

�

Π=
{
X : X ∈

⋂
{h(X, Y ) ≥ 0}

}
=
{
X : H(X) = min

Y ∈{Y }
h(X, Y ) ≥ 0

}
,

��
H(X) � h(X, Y )+ s(�
�� 
 �
����(
������� ,��� ����
����Π

� �����& � ��
Gi(X) ������ & �� � �
�����
 �
�
�
�
��
S � ������

-����� � �$.
� �����
 Π �
 $��
� � ���� �& � ������
�� H(X)

�
 $���� �
��
� �� �� 
�����	�� �� X� /��
� ��
��������� ��

��
! �����	!& ��� ����
���� �������� ! ������ S �
 ������

*���� L + �
������
 �������
���� ���
����& ������
 �$0
���	(


� �������
��	 �� ������� �� �
�������� �$.
�� ��������� /��
�& �

����������������� � ����������1.�� ������	� � �����
 2������&

������ ��
$�����& ���$ ��
 hi(X, Y ) $ �� �
��
� �� ��	 �1$���

i = 1, s � ��� ��
��� � ����	
��	 ������
X ≥ 0� *���� Π(L) + ���(

�
���� �
����
��� ! ������ ��	 �������
��� � ���
����� l ∈ L& �

Π(L) + ����
���� �������� ! ������ ��	 ������� ! �������
���

���� ��������

���
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�� ����� L ��	
� �

�����
� ��
 ��� ���
�
 l ∈ L ����� ����


hl(X, Y ) = hl
1(X)hl

2(Y )� ���� hl(X, Y ) �
�

 ����������� 	�	 ��
���

����
�� ���� �
��������	�� ��
	�� � !
���� ����L = L1∪L2∪L3�

�����"

�# ���� ��� ���� l1 ∈ L1 �$�
�
����� 
�����
���
 hl1
2 (Y ) ≥ 0 ���

���
� Y � �
 �

���������%�� 
���
���
�� hl1(X, Y ) ≥ 0 �
�



����
��� 
���
���
���� hl1
1 (X) ≥ 0&

�# ���� ��� ���� l2 ∈ L2� �$�
�
����� 
�����
���
 hl2
2 (Y ) ≤ 0 ���

���
� Y � �
 �

���������%�� 
���
�
�
�� hl2(X, Y ) ≥ 0 �
�



����
��� 
�����
������ hl2
1 (X) ≤ 0&

�# ���� ��� ���
�
 l3 ∈ L3 ��%������� Y1, Y2 ��	��� ��
 �$�
��


����� 
�����
���� hl3
2 (Y1) > 0 � hl3

2 (Y2) < 0� �
 �

�����
 �
���

����$� ���

� 
����������� �� ���
��� hl3
1 (X) = 0�

!�	�� 
����
�� �����

Π(L) =
{
X : X ∈

⋂
∀l1∈L1

(hl1
1 (X) ≥ 0)

}⋂
⋂{

X : X ∈
⋂

∀l2∈L2

(hl2
1 (X) ≤ 0)

}⋂{
X : X ∈

⋂
∀l3∈L3

(hl3
1 (X) = 0)

}
.

(6.4.1)

'� ����� L ��	
� �

�����
� ��
 ��� ���
�
 l ∈ L �����

hl(X, Y ) = hl
1(X)+hl

2(Y )� ���� hl(X, Y ) �
�

 ����������� 	�	 ����

�� ���� �
��������	�� ��
	�� � ( )�
� ������ �

���������%��


���
���
�� � �
��	���� �� *+�,�-# �
�

 ����
��� ���
�����"

hl
1(X) ≥ − min

Y ∈{Y }
hl
2(Y ), ∀l ∈ L,

Π(L) =
{
X : X ∈

⋂
∀l∈L

{hl
1(X) ≥ − min

Y ∈{Y }
hl
2(Y )

}
. (6.4.2)

,� ����� L ��	
�
� ��
 ��� ���
� l ∈ L ����� ��
� 
$� 
����

��
����� ���� AX − b ≥ 0� ��� (A − l × n)����
�� ������� � 
�	
�

���
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����� ��� �	� 
������� �
����� A � ������
 b 	���
��� 	 ���

������ �
	������������ ���� 	���	����� ������	����	��� � ��	�

	���	����	��� ��
���� ��������� ��
������ ��� 	���
���� 
���

����� ���
���� ������ Y � �	�� ���	�� A− � b+� ��� 	���
����


������� �
������ 	����� ��		���	����	���� � ������	����	���

�� ��
���
�� 	������	������� �� ��� �	��� ����
������! ��
���

Π(L) ��� ������ ���
������� L ����������	� 	�������� ���
�

���" Π(L) = {X : A−X ≥ b+}� ��� 	������ �� 	�	���� ���
���	��
A(ω)X ≥

(∗∗)
A−X ≥

(∗)
b+ ≥

(∗∗)
b(ω)� ��� X� ��������������� ���
����

	��� (∗)� ������������� � ���
���	��� (∗∗)�
#� $�	�% L �
����� ��� ��� ������ l ∈ L hl(X, Y ) ��
��
�����

�� X� ���� 
�� &������ �� �� ����	�
���% � ����"

hl(X, Y ) = XTHlX + plX − bl; ∀l ∈ L,

��� ��������� ��� �	� 
������� �
����� Hl� ������
 pl � ������

����
 bl� ∀l ∈ L� ������	� 	���
����� �������
�� 	 �������� �
	�

������������ '�� ���������� ���������� ������
 Y � (���
 �����

��� ���
������� l ∈ L"

Π(L) =
{
X : X ∈

⋂
∀l∈L

{ min
Y ∈{Y }

hl
1(X) ≥ 0}

}
=

=
{
X : X ∈

⋂
∀l∈L

{ min
Y ∈{Y }

(XTHlX + plX − bl)}
}
=

=
{
X : X ∈

⋂
∀l∈L

{ min
Y ∈{Y }

(
n∑

i=1

n∑
j=1

hl
ijxixj+

n∑
j=1

pljxj−bl) ≥ 0}
}
, (6.4.3)

��	���%�� &������ �� ���������! 	����
! �
��	�� ������� �� ����

������ ������
 Y � ��� 	�����
���%��� ������� ��	���
��	� �
 ��
�

���
! ����	����� ���
	��� ������ ���������	� ���
���	���

���

 

                            12 / 39



xixj ≥ 0 ������

Π(L) =
{
X : X ∈

⋂
∀l∈L

{ min
Y ∈{Y }

(
n∑

i=1

n∑
j=1

hl−
ij xixj+

n∑
j=1

pl−j xj− b+l ) ≥ 0}
}
.

�����

Π(L) =
{
X : X ∈

⋂
∀l∈L

{ min
Y ∈{Y }

(XTH−
l X + p−l X ≥ b+l )}

}
. (6.4.4)

	
�� �
� H−
l ��
����������� �
���������� �������� �� ��
�
���

�����
��� Π(L) � ��
�����

�� ��
�� L ������� ��� ��� ���� � l ∈ L hl(X, Y ) �� ���� 
� X�

!� �� ��
�
���
������ 
������� ��� ��
�
��� �����
��� Π(L) ��"


����� 
�
������ 
�����#����hl(X, Y ) ≥ 0 ��
������
� 
�� �����

Y � $��
� %����� %��������
� � ��&�������  ������� � ��������"

'�( ��
����� ����
��Π(L)� 	
��  ������ ��� ��
�� �� 
�'�
������

�� ��� �
��������
� �% �
����� hl(X, Y ) = 0�

$������� ��� �� �
�& 
�����& ����� 
�����#����

Π = Π(L) ∩ Π(L)�

	
�� Π � �
�
���
���� �����
��� S 
�
���� �% �������� � ��
��

��
��%��& �����
�� ��
�
����& X� �� 
������ %����� )*�+�,- ��%"

���� �� 
��%����� 
 ��( �� ������( .������( )*�+�+-� %������( ��

/��& �����
���& Sk(k = 1, K)� 0������ � %����� )*�+�,- ��(���
�

�% 
�����#���� F (X) = min
k∈1,K

min
Sk

F (X)�

1�
��
� 
�'�
�������� ��#���( � �& �
��������
�� � %�����&


��&�
����
�� � 
�� ������������ ��

���������
� � 
������'�&

 ����& 
������������ � ���������� ������� %�����

������� ���	�
������

2�� %���� 
��&�
����
�� � 
�� ������������ ����� ������ ��"

����
� ��
��
 � ����&�����& � ��
�������& �
�����& �
��������"

���
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��� ����� � �	�
	� ��	 �
�����	������ ���	�	
�� ��	����� ��	��

�������� ����� ��	���������	�	 ������	�	 �
	�
����
	����� 
���

��	�
��� ������
	� � 
��	�� ��� !" � �� �� 	��	�� �	������ ���

���������� #������ ��	
��� ��	�������	���$�

%	�
	�� �
�����	����� ����� � ��	 	������&�	��� ��� �����

��	���������	�	 �
	�
����
	����� ��'�� ��
�(���� � ������	���

���� )���	�� � *+!� ���(� � ,�	� 
��	�� �-	
�
��
	���� ��	
��

�� 	 ��	��	����� � �	����	���� 
��	���� 	������&�	���" ��	
���

��	�������	��� � 
����	�
��� #������ )���	��$�

% 
��	�� .�	���
�� �/01! �
��	����� ��	
���" 	���������2���

��	��	����� �
��	����� ��� �
�����	����� 	������&�	�	 �����

�
� 	�
��������� 
��	�����

���
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� ��������	
�� �
����� ����	��������� ������������ �	�

�	� �
�
���� 
���
��

�������� 	
���
���
�� ������� � ����
�� �������� ������� ��
�


���������
� 
 �����
��� ��
�� ������ � �

���	��
� 
 ������

�������� � ������� �� �

��������� 	
���
���
�� ������� �� ! "#!

""! "$! $$% ��������� ���������� �������� 	
������ &�
����	�

��� 
�	
���	� ��
�	! �������'��� ����
 ��� ����� �������� ���

�������'��� ���
���� ������� (	����� ��� 
�	
���	� ����
��	�

� ����
���
�� �� &��)� ������
� 
��������� �����
��� �������

	
���
���
��� � ���� ����� �������� 	
���
���
�� �

���	��
� �

����� 
����
��
�
��� � ���������
�
���! � ���*� � 
���� ������

������� � ����
�� �������� ������� � 	
������ �������� ��(���

����� �����
 �� 	
���
���
�� ������� ����������� �
��� ��*���

���
����! ��
���'�	 � &��� ����
�� ���
���� ���������� 
�	
�����

��� �����	
�
�
�� �����	�� ��	����
��	� ����
�� ����� ���
�	��

����
�� 
 ����
��� 
����
�� �
��������� �����	� �����	����

�	�

������ ������� ����
�� ���	
����
��� +�

������ (��
�������	�

��
�	 ω0 ∈ Ω� ,�)�� ����
� �������� ������� � 	
������ ��������

��(������� ������-���
� � ���������������	� ����
	.

min
ui(t)∈S(ω0)

{
F (y1(t, ω0), y2(t, ω0), . . . , yn(t, ω0))

}
; (7.1.1)

n∑
j=1

ai,juj(t, ω0) ≤ c(t, ω0); (7.1.2)

yi(t, ω0) = yi(t− 1, ω0) + Si(t, ω0)ui(t, ω0) + di(t, ω0); (7.1.3)

yi(t, ω0) ≥ yi(t− 1, ω0), yi(1, ω0) > 0,

ui(t, ω0) ≥ 0, c(t, ω0) > 0, Si(t, ω0) ≥ 0, i = 1, n, t ∈ 1, T . (7.1.4)

���
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��������	 �
�
� lk(k = 1, 2, . . . , Kω0
) �
���
	�����
 ���
� ���

��
���� 	���
���� S(ω0)� 
����� �� 
������ ������
��� �
�
�
�

�
��
	 n ���
�����
���
�� ��
 Kω0
� ���

 ����� �
���
	������

���

 ��� �
����� �� ω0 ∈ Ω ��������� ����	
����!

����������� 	
�
�
 ������� V k
ω0

∈ Ω ��	
�����
 ��������

������������ ����� lk� ���� ��
 ������ ω ∈ V k
ω0

����������� ���

��	����� ��� ����� ��������������� �������
�� �������������

����� ���������������� ��������� S(ω) 

��� �����	
 ��	
���
���	


"�
�
	 ������
 ������� ����	��������! #���� lk0 � ����	������

�
���
	������ ���
� ������ $%!&!&'�$%!&!('� �!
! ��� �)���� k �= k0

�	

� 	
��� Zk
ω0

≥ Zk0
ω0
� ��
 Zk0

ω0
� ����
��
  
�
��� *��
 �� ������

$%!&!&'�$%!&!(' � �
���
	������ ���

 lk!

����������� 	
�
�
 ������� W k0
ω0

⊂ V k0
ω0

��	
�����
 ��������

������������� ����� lk0� ���� ��
 ������ ω ∈ W k0
ω0

�
����
���


Zk
ω ≥ Zk0

ω (k = 1, 2, . . . , kω; k �= k0) 


������ 	
�
�
 !"#$ %���&�
 Zk
ω 
��
���
 ������
���� '����

&��� �� ω ��
 ����� ������������� ����� lk 

���������	
���� +���
��
 *��
 ������ � �
���
	������ ���



lk ����
���� 	���
���� S(ω0) ��� *�
���������� �
����� ��

ω0 ∈ Ω �����

Zk
ω0

= F
(
y0k1 (t), y0k2 (t), . . . , y0kn (t)

)
.

��������	 �
�
� u0ki (t) � 
��������� �
���
	������ ���
��

u0ki (t) � �������
 �� ���� �
������ u0ki (t)! ��� ���
�
��)��� ��

������,
��� B0ku0k(t)− = c0(t)� ��
 B0k � �����
�����)��� ������

��� 	���� �!

���
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� ���� ���	
��
������� ���� ���
��	 �������	 u0kj (t) ��
��

���
�
	��	�� ��������� �� a0ij � c0i (t)� ���
���������� Z
k
ω0

�����

���� ���
�
	���� �������� �� ω ∈ Ω�

������� ����	�
��

�������� ��� 
�� ���� � ω ∈ Ω ��!������� ������� ����������

��� Wω0
� ���� ����� �������� ��� 
�� ���" ω ∈ Wω0

������������!��

#�
��� $%�&�&'�$%�&�(' ����� �
�� � ��� �� ���������	� ��#���

������� ��	�	� ����� ���	
 � 	�
�� ω0 ∈ Ω ��������	��

Zk
ω0

> Zk0
ω0
(k = 1, 2, . . . , kω0

; k �= k0).

����� �����	���	 	���� �����	���	
 O(ω0) 	�
�� ω0� 
	� ���

���� ω ∈ O(ω0) ⊂ Ω ����	 ���	�

Zk
ω > Zk0

ω (k = 1, 2, . . . , kω; k �= k0).

����	�
����
��� � ����� ω0 ∈ Ω �����

Zk
ω0

− Zk0
ω0

> 0. (7.2.1)

�� ���
��� %�)�& ������� Zk
ω0

� Zk0
ω0

���
�
	��� �� ω� ���
����

������� �" 
�#����� ���� ���
�
	���� �������� *# ������� ���
��


	��	" ������� ���
���� ��� ��!������� ����� ��
��������Ω(ω0)�

��� 
�� ω ∈ Ω(ω0) ��"
������� ��
�������� $%�)�&'� ���� Zk
ω > Zk0

ω �

������� ����	�
��

��� ε�����	
�����
 ������� �� �������

���
�� ������� ε������������� 
�+���� 
�� #�
�� �
������ 
�+��

��� � �������" �������� ����
������


�����
���� ������ �� ���� �� ������� !���
� �����	�� ��"

 ���# � �������� �������# ��$����%�� ��!����	�� �	����	�
�"

��� ��	�#
���� �� �����& ε 'ε"��	�#
����(� ���� ��	����
���

���
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��������	
��� �
��� ������ �
 ������� 
������� 
�����	
�
�

��� 	��
� ���	������ ω �	������� ��������
�� �� ���	�������

��
������ ���� ε�

����� ��� ��	� �
������	��


����������� 	
�
�
 �� !� "�����	
��
���� ������������ �
�
#

��� 
��������� 
�����	
��� �
��� ��$���� �
 ������� ��
��#

�������
� ������ �������� ��$����� ���
��� ���������

����� ��� ���	��	�� ��
��
�������� ��
������ �	�������S(ω)


��	�������	� � 
���� k1, k2, . . . , kn � 	����� ����	�� ��
��
����

������
 ����������	�� ������ �
���������� 
�������	���  ��� ���


��
���������� 
����������� � !���������� �� �����!�"�� �������

c(t, ω)


#	�������� n����	��� ��������� 
������	����� �	���� �������

��  �� ����� $���� 	��������� � ������	����%� $���&��
(
1 − 1

l2

)n
�

��������  ���
���� � "�	���� � ������ �����������%��� �
�������

	��� ��&�	�% 
� ����	��
 '���� l �
���������� �! 	�����	����(
1 − 1

l2

)n
> 1 − ε
 (��  ����  ���
����� ������	�� 	�������� ����

��%��� �$��!��) � ����� ω ∈ Ω ��������������� 
�������	�� n− 1

��
��
�������� �! ��		�� n ����	��� ������� ������������� 
����

�������� ��$�� 
����%
 *�  ��� 
����� ������������� � �$� ������

	� �� "�	���  ���
����� ������	�ωσkj � ��� kj � 	���� ��� ����	��

��
��
��������� ������� 	� ������ � ��		�� 
�������	��� �

σkj � ����	��������������� �����	�	�� ������	�� ������	�� ����

���� � 
����� ����� ����	�	��  ��� ��
��
��������
 +! 	�!������

����� ���
�	�	� ci(t, ω) � 	�����	���� ,�$�&��� �������)

p
{⋂

i

|ci(t, ω)− ci(t)| < lσi

}
=

���
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=
∏
i

p
{
|ci(t, ω)− ci(t)| < σi

}
>
∏
i

(
1− 1

l2

)
=
(
1− 1

l2

)n
.

�������� l �	
������ �
 ��
��������(
1− 1

l2

)n
> 1− ε,

��� ε− ���������� ����� ������

����������� 	
�
�
 ����������� 	�
�
n∑

j=1

aijuj(t) ≤ ci(t)− lσi

(i = 1, 2, . . . , n) ����	�
 �����
� �����������
�� � �����������

	�
�
n∑

j=1

aijuj(t) ≤ ci(t) + lσi(i = 1, 2, . . . , n) � 	�����
� ���������

���
��

�
��	������� ��� 	�
�������� ������ ��
�������� � 	������

������� ��	�
�������� �� 	����� ��� �
������� ��� ��� �� �� 
���

��
�!�� �����
� c(t, ω) "
� ����������� ��������� ��
� ε# ��$��

������ ����  � ���� ��	������� 	����

%�	���
�� ��������� 	������� �&�
����
���  �
 ����
���������

����������� ������� �������������� ε������������� 
�'���� 	� �
���

����

��
���� 	
�
�
 ����� ��� ����� ����� ������� ��  ��
��
 ����

ε�! ��"��	�
� 
� �������� ����� #���� ��
 ��  ����� �� ���� ��

$�� �  �����
� �����������
�� $��
� 
�������

(�� ��	����� 
����� 	
������ 
�'���� � �������� ��	�����

��&�
��!�� ε������������� �
������ 	���������� � ��
���������

1 − ε  �
��� ������� ��
������ 	� ����
��� !������ �����
 
���

����������� � 	������������� ��)&&�!��������

��
���� 	
�
�
 ����� ��� ���� ����� ������� ��  ��
��


u∗(t, ω) = (u∗1(t, ω), u
∗
2(t, ω), . . . , u

∗
k(t, ω), 0, . . . , 0)

���� ε�! ��"��	�
� 
� �������� �����
n∑

i=1

σ2
i ≤ εd2�

�
� d � 
���
��%��� �� ��  �����" �� ���$� ω 
� ���������

���
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���������	��
�� ���
�
� ��
�������
� Wω ⊂ Ω�

���������	
���� ���� Bω � (n × n)���	
�� 
����
�� ���	����

��������������� 	���
�� �� �	��
��� �� �����
�� �� 
��� ����

��
�
�� u∗i (t, ω)(i = 1, 2, . . . , n) �����	� � u∗(t, ω) ��	��������� ��

����
���
��

u∗(t, ω) = B−1
ω c(t, ω),

���

c(t, ω) = (c1(t, ω), c2(t, ω), . . . , cn(t, ω)).

�	��� ����� �
��	� �
����� ������������ 	���
�� �� �	��
��

���	��
��� ����� ��	�����
�� ����
� ����	���������� ui(t, ω)

��	��������� �� ���� !� ����
���
��

ui(t, ω) = B−1
ω c(t, ω). (7.3.1)

"
����# ������������ 	���
�� �� �	��
��Wω ��������� � �
���

��#� ������������ $���� 	���
�� � �	���	�
���� Ω%

& �	���� ���	�
�� ����� ��	�����
�� ����
� ����	����������

u(t, ω) ��	������ 
��# ����������� ���� �
� ��!�� 
� ����	�������

��� ���� aijuj(t) = ci(t), (i > n) ��� ���� ui(t) = 0, (i ≤ n)% ' ����

()%*%+, $�� 	��
����#
� ����� ��� ci(t, ω) ���������	��� ����
����


���

ci(t, ω)Δ−
n∑

j=1

aij

n∑
v=1

(−1)v+1Bvicv(t, ω) = 0, i > n, (7.3.2)

k∑
v=1

(−1)i+jBijci(t, ω) = 0, i ≤ n, (7.3.3)

��� Δ � ��	��������# ���	��� B%

&���������#
�� �
����# ������������ Wω 	���
�� �� �	��
��

��	��������� ��	�����
��� m ����	���������� ���� ()%*%-,�()%*%*,

���

 

                            20 / 39



� m������� ���	
���	
�� Ω� 
	�� ��������� ��������������� ������

������ � � ��� ���	
� ci(t, ω) 	
��
 �������� ci(t)� 
� ��� ���


��		
����� �
 
���� ω ���	
���	
�� Ω �
 ��������	��	
�� ��������

��������  !�"����� #
� ��		
����� ����" d1, d2, . . . , dn � ���������

d = min
i

di� $���� ��� ε��	
������	
� ��%���� �� 	������ ��	
��


����� �
�!� ����� ��	
� 	��
��%����

p
{
|c(t, ω)− c(t)|2 > d

}
≤ ε. (7.3.4)

&���'��� �
� �"
m∑
i=1

σ2
i ≤ εd2 	�����
 ���������� 	��
��%����

�����(�� &� �������	
�� )�!�%��� � 	���	
��� ��
���
���	���� �'��

����� �������

p
{
|c(t, ω)− c(t)|2 > d

}
≥

E
(
|c(t, ω)− c(t)|2

)
d2

=

=

E
( n∑

i=1

(ci(t, ω)− ci(t))
2
)

d2
=

( n∑
i=1

E(ci(t, ω)− ci(t)
)2

d2
=

2∑
i=1

σ2
i

d2
≤ ε.

������� ����	�
��

��� �����	�
 ��
����	��
� ������ ����

�
 ������� 	 ����	�
�

�������� ����������� ����	��� ���

�
 �����	�� ��
����	��

�
�

*���� ����������� �������� �	
������	
� "����� �����
�� ��%��

��� � �	������ �������� ��+����,���

����������� 	
�
�
 ����� ���	
 ��
 ���� ω mod ε ������	��

��	����
��� ������ (ω) ������ ����
	�
 ������� ����������	

δ������	���	� ������	�� (ω) 	��� ��
 �!"�#� u0i (t, ω) �����	�


u0i (t, ω) 	���� �	�

|u0i (t, ω)− u0i (t, ω)| < δ.

���
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� ���� ���	
� �


	� �������� ������� � �������� �������� ���

����
��� �
����� ��
���� �����	���� � �
�
���������
�� ε, δ.

����� ����	� 
�����
 ���
�	��� �
 mod ε � ����� ��� ω = ω

������������ 
���������� ����� �
��� �
��
 ����� �����������

��� 
��������
�
 ����� u0(t, ω)=(u01(t, ω, u
0
2(t, ω),..., u

0
k(t, ω), 0,..., 0)

�� ��
������ ���� 1−ε� � ����� ������������� |u0(t, ω)−u0(t, ω)|�
�
 ��

�� δ �
��
 ����� ε1 = p

{
|u0(t, ω) − u0(t, ω)| > δ

}
� �

����	� 
���� ����
�
 ���
�	��� � ���������������� ε+ ε1, δ.

��� �����	
��
 �������
 ��
�������
�

�

���	�� 	����L  ������������ �
	�� ������
�
 ��
������Z(ω)�

�����! �� �
�
��� 

�������! ������	����� n �������
��
�����

" ���
�
��� ����	�� ��
�����	���
�
 ��
�������
����! �����

����
 ���	��� �
��� ��� ��������� ���	����� ��������
� 
��� �

�
� �� ���� u0(t) !��!���! 
����������� #�
� ��������� ����� ���

��
� �
��� �
�
������ ������� $����
� %���$�� ����	� �������

����� ���
�
�
� �
�
����
��� 

������ �
������
��� Z(ω)� �
 ��

����������� ��
������ ������������ ����
� Z−� " ����� ���	��

!� �
��
 ������� ����	� ���
�����! ���
!��
���� � �
�
�
� ���
�

���� 
������! 
���������� ����
� ��� ���� �������$�!�ω ∈ Ω� &�


�����	���! 

'�
���� 
���� ������
���� ����� �
���
 ���	��� �
�

��� ���������'�� ��� ���� ����������� �
������
� � ������� 

�

����� Z(ω)� (��� �
�
������ ������� ����������� ���
����
���

����
� �
������
� 

����� Z(ω)� u0(t) /∈ Z(ω)� �
 ������
�����

�
��
 ��
����� ����
��	�
� )���� �����
������� 	�
 ������� ���

������! ���	����� ����	�� ������ �
��	���

����! �
����
��� ����	� ����� ����� ��*� � ���
�
��� ���	��

!�� ��������� �
��� ����� �������� ����	� ����!��! ��*���� �


���

 

                            22 / 39



�����������	�
� ����
���
��
� ��� 	���� 
�������
� 
���� ���	�

�	����
�
� �����������	�� ��
��
�� ��
	��� 
� �����
�
�����
�


�
 

������

�	�� ��������
 ��� ��� �������

����������� 	
�
�
 ������ ���	
��
 ��
�	�� ��� 	������

	����	�� �	�������� 	������ �������	� ���	��� ���������� �

����
�	����� α� ���� ��
�	�� �� ����	�� 
��
���
 ���������

	�� ��
�	��� ������ ��� ���� ���������
� ω � ����
�	����� α�

����
����
 ���
�� � ��������

�� ������ �����������	��� ����

���

�����
�� � ����
�� ����
���
��� ��� ������� ������ �����

���� ����
���

�� 

������

�� ������� ��� 	�!��
 ω ∈ Ω"

min
u∈Z(ω)

F (y(t));Z(ω) = {u : Au(t) ≤ c(t, ω), u ≥ 0}, (7.5.1)

max
y∈Q(ω)

Φ(ω);Q = {u : yA ≥ d, y ≥ 0}. (7.5.2)

#��	��$	� �	����
�
 ��
��
�� ��
	��� 
� ����
���

�
 

����

���

�	� ����������� � 	���
�� ���	� �� ������ � ���
���� ������

������� � �
���� ��%��������

��� ��������
�� 
�!
� ������$

��%$ � ��
 ������ 	���� ��� ci(t) ������
� � ����
��$
�� � �����


�
 ��%�
�� ���������� 	�	 ��� ��
� ���������	����
� 	������

�������� �����
�
�����

�
� ��� 	���� �
��
 �������$
�� ����

��� u0(t) = 0� &�����
���$ α ��� ���
 u0(t) �������� ����
��$
�


���
�
 ������������ ����� � ��
�'$� 

�!����� ��� ����������

ω ��� 	������ u0(t) �������� �������
�� ���	���

�
��� ������� ���� ��� ��������

�� ������ ()�*�+,� -���$ 

��

�����

�	 ������� �������
�� ��%�
�� �����
�
�����
 � �����


��$
�� � ����
�
 ���	� u0(t) ��������� ���$ ����
��$
�
 ����


�
 ����� 	���� ������� ��	��� ��� 
�	������ ���������� �����

��� �� ����!����$
��� 	�
��� 
���
����� 
� 
��
��� ��� ������

����	����� 	������ �������� ����
��$
�� � ����
�
 ��%�
��� ��

���
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���� ������ �	
� ��� 
�������� ������
���
��� ����
	���

�	��

����
�� � ����� ������ ������ ����� � ��
���	� !���	
� "	��#����#

mod ε� �� ��
���	� � !���	
� "	��#����# 	 ������
�	��$ 1−ε ���#%

	���

�� � 
�# ������ �����&�� '�	��
��" �
�(�(��

�� ����
�# �

������ �����&� �������
�����
 � !���	
�� "	��#����	�� ��
����� ��%

	���
	��� !���	
�� (�����
�	��	��# �
� 
�������(� ����
���	���

�� �
���	��� �	�� ���
���)�# ω� �� !���	
�� "	��#����	�� ����%

�� �����&� *�����
�
�
� �!	�
$�
�# �
�
���# "	��#����	�� ������

�����&�� +
�������
�
�� ������
�� �!
�	�� !���	
�# "	��#����	��

�����# ������ ����� �� �� ��
������

� ������
��� ������
�	���

	 ������# ������ �����&� ��
���	� �!	�
$�
� �
�
��� "	��#����#�

'������� ������
�# 	��	�! �)�
��� ������# �����
��� ������%


���� 	 ����# ������
�	��$ α ������ �����&� !"��� �!	�
$�
� �
�%


��� "	��#����#� � 	
�������
�
�� � !���	
� "	��#����#�

,�-��	��"�� �	� !���	
�� � 	���
�� �(��
���
��� ������� ���%

���.�$�	� � ���
�� ����
	���� +�	����� 	������	��"$."$ !���	%


"$ �����)" Aδ ������� n × n� /�(�� ������
�	��� 	 ������# ��%

���� !"��� �!	�
$�
� �
�
��� "	��#����#� ������
���	� ���� ���%


���)����� �
� ������� ����

���	� c = ci(t, ω)� '"	�� kβ 0 ��%


"	� 
���
"��# 
� �� 
����
� 	 
�����)���
�
��� ��*--�)��
��%

�� (β1, β2, . . . , βn) = β� �
� ������� 	������	��"$.�� �(��
���
��

�!���"$� !���	� ��� *��� �
� ����
�� �� 	���
�� ����

���	� ��%

��
	��� b = βAδ� (�� bi ≥ 0� i = 1, 2, . . . , n� +
�������
�
�� ������%


�	�� ��(�� ��� c(t, ω) ∈ kβ �	�� ������
�	�� ��(�� ���

β = c(t, ω)A−1
δ = c(t, ω)A ≥ 0,

���
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��� A = (aij) = A−1
δ � ����	
�� � Aδ 
�	����� 	� �� �
��


α = P
{ n⋂

j=1

{aj1c1(t, ω) + aj2c2(t, ω) + · · ·+ ajncn(t, ω)} ≥ 0
}
.

� ����	������� �������� ��� �������� 
��
� ��������	� ���
���

��
�
�
�� ������
�� ������
 c(t, ω) � �	� ���
��� ��
��
�� 	����

�
��
 

α = P
[{ n⋂

j=1

{aj1c1(t, ω) + aj2c2(t, ω) + · · ·+ ajncn(t, ω)} ≥ 0
}
,

c−i (t) ≤ ci(t, ω) ≤ c+i (t), ∀i = 1, 2, . . . , n
]
= P{ci(t, ω) ∈ D},

��� D � ��������
�� ��������������� [c−, c+] � �����	�! �����	�"


��	�� ��������

�� ��������	��
�	��
��

������ �����!	
�� ���
���� ��	�������	� �������	 � ��������"


�! �����	� D� #��� �����	
� ���
��	
�� $�
���� ����������
��

��
��
�
	 ���	��� c(t, ω)� 	� 
������
�� �����	
��	�

P{c(t, ω) ∈ D} � ���� ��
��
��	� ���� ����
���
�� �����	�� �

����
�
� �
	��������
�! �� 

������

�� �����	� ���
��	
��

$�
���� ����������
�� ������
�� ������
 ci(t, ω)�

%��	�� 
����
��� ������
�� ������
� ci(t, ω) ����

� 
�������"


� � ��� �
�!	 ���
�
��
�� ����������
��� 	���� ������	

α = P (c(t, ω) ∈ D) =

∫
. . .
∫

D

dc1 . . . dcn

n∏
i=1

(
c+i (t)− c−i (t)

) ,
��� �����	� D ���������	�� ���	
�&�
��


D =
{
c(t, ω) : c(t, ω) ∈ {[c−i , c+i ], c−i < c+i }

n⋂
i=1

n⋂
i=1

{aj1c1(t, ω) + aj2c2(t, ω) + · · ·+ ajncn(t, ω) ≥ 0}
}
.

���

 

                            25 / 39



���������� �	
	�� ��
��� 
�� ���
�� �	�������� ω�

min
ui(t)

F (y1(t), y1(t), . . . , yn(t));

A(ω)u(t) ≤ c(t, ω);

u(t) ≥ 0, c(t, ω) > 0, yi(1) > 0, yi(t) ≥ yi(t− 1), t ∈ [1, T ],

�
	 Fi(y(t)) ��
����� ���� �������� � ������� ��
��� ��������

��������� ������������ Z(ω)�  �	��	��� ����� �	���������� � ��!

����� �	������� ����� ����	��� �
��������� 
�� ��	" �	��������"

ω� #������ ��
����� ������� 
� 
�
������� ������� 
������	���

���� � ����	 ����������� �������� $��� �������� 	��� ��� ��%	!

����	� � 
����
�	��� �	������� 
�
������� ��������Z(ω)� ����

�� ������	 
�
������� ��������

&�	
����	����� ����� ������� ��
��� �� ���������� 
�������

������������ � �����	 
���	
	����� ��'	 �
�	
	�	��� ������ ��!

"�
� �� ����� ����������� �������� ��
����� ������� Fi(y(t))�

���� � 
�������� �����	 ����� �������� � ��������" �������"

Z(ω)� ����%	 ������� ��
	� �	�������

(�$���� 
���� �� u0(t) > 0 ������� Fi(y(t)) 
������	� �������!

���� ��������� � ���������� ������� ���
� u0(t) > 0 
����
�	���


�
������� � ��	
�	� ������� Z(ω)� (���� ��	 
����	��� �� ���!

��" �������	��� ��
��� �	�������� 
��� �� 
�����  ��
� �	��"�
�!

�� ���������� 
�	

������� ��� ��	 
����	��� ��	�� �	
�	�����	

���
�	
	�	��	�

α = P
{ n∑

j=1

aiju
0
j(t) ≤ ci(t, ω)

}
= P

{ n⋂
i=1

{gi(ai1, ai2, . . . , ain, ci(t)) =

=ci(t, ω)−
n∑

j=1

aij(ω)u
0
j(t) ≥ 0}

}
=

n∏
i=1

P{gi(ai1, ai2,..., ain, ci(t))≥0}=

���
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=
n∏

i=1

∫
gi≥0

(n+ 1)

∫
pi(ai1, ai2, . . . , ain, ci(t))dai1, dai2, . . . , dain, dci,

��� pi(ai1, ai2, . . . , ain, ci(t)) � ������	
�� 
��	
��	� ���
������
��

������
��� ���	��� (ai1, ai2, . . . , ain, ci(t))�

��� �����	
���
��� ���
��	�
��
 � ��
����	����	� ������� ��	���

�	� �����	�

� ���� �����
�� ����� ��
��
�� ���	����� ��	�������	� �����	

������
� �	���
�
�� �
	�����
��� �
���
�� �������� ��
����
��

��� �� 	��� �����	�� 
�
�	�� �	����	������� ��	�������	� ��
���

��� ������ 
��
�	�� ��!�
��" � ��	���� 
��#���� ��	�������	�

������	�����	�� � 	���� ���
�� ��
����
���
�� ��	�������	��

����������� 	
�
�
 ����� ��� 	
��
 ω mod ε ����	������

�����������

|F (y1(t, ω), y2(t, ω), . . . , yn(t, ω))| < δ,

����� ������
 ������ �������� ������� � ��	����� ����	��� ���

���
���� ���������	������������� � ��������������
� ε, δ�

$��� ������ ε, δ���	������" 	� � ���� 
�
�����
��	� ��������

��
����
��� 
� ������

��	� ������
	�� ���
� 
���#��	� δ 	��

���" �	� ������ #���	 ��
����
���
� ε, δ���	�������

� ������
�� 
������
�� ������� 
��
�	�� ��!�
�� ������
��


�����	�� ���%	 �
	����	������� � 
�������	������� ���
���

����
�
��" 	� ��	� ������
�� ������
� ���%	 ��
��
�� ���
���

����
��� � 	���� ������� 
�� 
���	���� �������� �� ����� �
���

����	� �#���	� ����
�
�� ������� ��
���� � ����������	� �
����

�	�� �
	�����
�� 
��
�� 
�� ���� ����������� ω ∈ Ω�

���
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��� ������	
���� �� i
�� �����	���	� 
 �������	����	� �������

��	���	� �����	�� �����
�� ������	
���� �� i
�� �����	���	�

������� ��	�
� ���
���� ����
�� �� ������	���
�� �������� �

������
���
��� ����
�
�
���� � ���	����� ��	�

F (y(u, t)) = Fω(y1(t), y2(t), . . . , yn(t)) → inf; (7.7.1)

Au(t) ≤ c(t, ω); (7.7.2)

yi(t) = yi(t− 1) + Si(t, ω)ui(t) + di(t, ω); (7.7.3)

yi(t) ≥ yi(t− 1), yi(1) > 0,

ui(t) ≥ 0, Si(t, ω) ≥ 0, c(t, ω) > 0, i = 1, n, t ∈ [1, T ], (7.7.4)

���

A � ����	�
�����	��
	�� ������� ������� ������ �������
�������

�������	���� 3n× 3n��

u � ������  �����		!" �������	���� 3n��

c � ������ ����	���	�� �������	���� 3n��

#��������� i
$ ������  ���������������  ������������	��%  �


����		�$ �� ������ �������
�������

Fω(y(u
0i, t)) = Fω(y

0i
1 (t), y

0i
2 (t), . . . , y

0i
n (t)) → min, (7.7.5)

3n∑
r=1

ajrur(t) = (Au(t))j ≤ cj(t, ω), (7.7.6)

3n∑
r=1

airur(t) = (Au(t))i ≤ ci(t, ω), (7.7.7)

cj(t, ω) > 0, ci(t, ω) > 0, y0ij (t) > 0, y0ij (t) ≥ y0ij (t− 1),

ui(t) ≥ 0, i, j = 1, 3n, i �= j, ω ∈ Ω, (7.7.8)

����


cj(t, ω) � ����	�� �	���	�� ������	�� ������	! cj(ω),

���
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u0ij (t)(i, j = 1, 3n) � �������	
�� ���
 
����� ��������������� ���

�����
���� ci(t, ω)�

������ ��������� �
� �����

S(ω) =
{
u(t) : (Au(t))i ≤ ci(t, ω), ui(t) ≥ 0, i = 1, 3n

}
,

S−(ω) =
{
u(t) : (Au(t))−i ≤ c−i (t, ω), ui(t) ≥ 0, i = 1, 3n

}
,

S+(ω) =
{
u(t) : (Au(t))+i ≤ c+i (t, ω), ui(t) ≥ 0, i = 1, 3n

}
,

!�� � A+
i , c

+
i (t), A

−
i , c

−
i (t), i = 1, 3n � ������
�� ��

��" ���������

�#���� �����
���� ��$���� c(t, ω)" 
���
�
� ������ ������������

�$��� � �������������$��� !��
����� �����������

�� %���������


�$������ 3n����
�� ��������������" �������

�� ��$��! �����

���	
�!� � ����
�� ���
� u0(t, ω)" 
����� �����&�������'�" ����[
u0(t, ω)− δ, u0(t, ω) + δ

]
, (7.7.9)

!�� δ � ��$���" �������#���� $�����!� ����!� (��	)� 
��#" 
� $��

����� ��!�� (��	 ��

�� ������
��

����������� 	
	
�
 ����� ����	
��
 ��� ������ �	
���
� 	��

���
� ��������������� ������� ������
�� �� i��� ��	��
���
� �  ��

	�!��	
��
!��
 εi, δ
 ���
 �"��������� ���������
�

Pi

{
u0i(t, ω) ∈

[
u0(t, ω)− δ, u0(t, ω) + δ

]}
≥ 1− εi.

*�������!��� ���
����

���	 ��)�
�# 
����� ��������������� ���

$� ��� i � ��(�� ω�

%��������� ������" $�!�� �������������� ������$����# ���	$� �

���� �!��
���
�#�� 
����� �����&�������'�" $������ �(�������# 
�

�������	
�� � ����
�� ���
� u0(t, ω) � ���
�� ����
����� ��$���

δ 
����� ��������� �(��
��+ ��
	��� ��
����	
�� ������#
�� d

���
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�� ���� ����	
���
 
	 	
��� u0(t, ω) �
 �������
��
�	�
� ��� �
	
�

��� ���
����	�� ��������	�
 ((Au0(t, ω))j < cj(t, ω)� � �
�	�
��

�������������� � ���	�
� � 	
��� u0(t, ω) �
 �	
�
���� ����� 2δj�

������ �
���
 ���
���	��� ��������	�


√
3n∑
j=1

δ2j < d�

���	� J1 � ��
���	�
 ���� 	�� ������
� i = 1, 3n� ��� �
	
�

��� 
���������� ��� ci(t, ω) ������ � � �!"�� � �#" ������$�%	�� ��

u0(t, ω) � 	
��
� ������	�
� 	��� ���
����	��∑
j∈J1

aiju
0
j(t, ω) = ci(t, ω),

& J2 � ��
���	�
 
�	������ ������
�� 	���∑
j∈J2

aiju
0
j(t, ω) = ci(t, ω).

' ������ i ∈ J1 (���� ��)�	� ������ ��� λi� 0 ≤ λi ≤ 1� ���
��

�� λi� ��� �
	
�
�
 ���
����	�� ������	�


cλi
(t) = ci(t, ω) = (1− λi)c

−
i (t) + λic

+
i (t),

� ���
��� ((Au(t))i = ci(t, ω) ��������	 ���

((Au(t))i = (1− λi)c
−
i (t) + λic

+
i (t) = cλi

(t).

�
������ ����������% 
�	�������% ���	
��*�����%� �
	
���

������	 
	 λi�

������$�� ci(t, ω) = cλi
(t) �� ci(t, ω) � c−i (t)� ��
��� ����%%

������� ��������� ci(t, ω)� ' +	
� ������ 
�	�������
 ���� 
(����

	����
 �����	�� +�����	
� ��������������� � � �,"� ��� +	
� �
��

�
��� ��� ������-

!" ��������(
 �

�����	� u0ij (t, ω) ���
��	 �� ���������������

� � �,"� 	��� ��$��	���	 	��
� λ1
i � �	
 ���
����	��

Au0i(t, ω))j ≤ cj(t, ω), j = 1, 3n, j �= i,

���
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Au0i(t, ω))i = ci(t, ω) = (1− λ1
i )c

−
i (t) + λ1

i c
+
i (t),

u0i(t, ω) ≥ 0,

u0j(t, ω)− δj ≤ u0ij (t, ω) ≤ u0j(t, ω) + δj, j = 1, 3n,

� ���������� �	�
 �� 	
�� u0ij (t, ω) ���	�� ��	 ���	

u0ij (t, ω) = u0j(t, ω) + δj� ���	 u0ij (t, ω) = u0j(t, ω)− δj;

�� ����
����
�� �� �	��� ci(t, ω) � �	��� c−i (t)� ��������
 �� ����

���� c−i � 
�
 �	�	�	� λi = 0� � 	���������� ���� u0−(t) �	
������


��� � �������������
�  !"!"#�"

$�
 �	�	� ��	�� ����� �����%% �������� ��
�� ����������ci(t, ω)

�� ci(t, ω) � c+i (t)"

&���� �	��	��� 
�� �����
'

(� ����
�����
� �		�
����� u0ij (t, ω) ���	
�� �� ��������������


�  !"!"#�� �"�" ���������� λ2
i ���	�� ��	 ���	��
%��
 �		��	)���
�

����	������ ����� �����
���	�� ������� 
�
 ������ �������*

�� ��� ����������� ci(t, ω) ���
�� � ���������� c+i (t)� �"�" λ
2
i = 1�

� 	���������� ���� 
��
���
 +������	� �������������
�  !"!"#�"

,��
	�������	� �����

 ci(t, ω)� �� ��)�� ����%% � �����%%

������� ��������
 �������� �������	� �������� ci(t, ω)� ���
�

�	�	���� 	���������� ���� ��
���  !"!"-�� !"!".� 	�
�������	 
��

�
���
 +������	� �������������
�  !"!"#�"

$�
 i ∈ J2 ������
���� �		��	)���


Au0(t, ω))j ≤ cj(t, ω),

Au0(t, ω))i < c−i (t).

/�� ����������� ci(t, ω) �� ci(t, ω) � c−i (t) i�
 �������	��	���

	��	
�� 	� ����� ��	��
 F (y(u, t)) = F (y0(u0, t, ω))� 	���������%�

��� �������% 	������ � ���%��%��� ��� ����� ��	��
� 
�%���

����)�� �������� 0������ F (y(u, t))� ��� �������� F (y0(u0, t, ω))"

���
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����������	
�� i�
 �������������	 
� �����������
 � ������ ���


�
�� ����

� � u0(t, ω) 
��
���
 ����� �������	
�� ���
�� ��


���� λi� ����� �
���
�
�� c−i (t) � ci(t, ω)�

���� ��� c+i (t) �������	
�� ���
 ������ ����� !������"!

ui+(t) = u0(t, ω)� �� �������	
�� � ����
�� ���
 u0(t, ω) 
��
���


�������	
�� ���
�� ��� �#$�� �������%�� ci(t, ω) ∈ [c−i , c
+
i ]� &�



��
�� ���
�%� '�� ������
�� (�����	�� ��� ������)�
�� ci(t, ω)

�� ci(t, ω) � c+i (t) ��
���� %������ *�
�%�� F (y0(u0, t, ω)) �����

���	�� ����������	�
� � �� �����F (y0(u0, t, ω)) = F (yi+(ui+, t, ω))�

�� ���#�� �������� ���F (y0i(u0i, t, ω)) ≡ F (y0(u0, t, ω)) ��� ���� ����

����%�
� ci(t, ω)� � � ���� ���
����

���� ��+�
�
 u0i(t) = u0i(t, ω)

��� �#$�� ci(t, ω)�

���� �������	
�� ���
 ui+(t) �= ui+(t, ω) ��� c+i (t) 
� 
��
���


'����
��� ��������������� �����,!� �� �� ��+�
�
 ���������������

������ �� 
����� λ2
i � ��
 �������� ui+(t) ����� 
� ���
�%� ������

�����������

&�
 ������� ����
���
�
 i� ��� ������ 
����
 �
������ ����
��


�
 ������
�� ������
 ci(t, ω)� � �������� �������� �������	
��

���
 ������ ����� !������"! �$
�����	
� $���� '����
��� ����������

������ �������������

-����	 ���
� 
���� 
��
�� ���
�%� ����
�
����� εi� � �������

�� ������ ���
��� ��������� �� �����������#)�� ����
���
�
� �

��

��
� ������
�� ������
 ci(t, ω)� ���� ����� ����
�+�
��.

Pi = Pi

{
u0i(t, ω) ∈

[
u0(t, ω)− δ, u0(t, ω) + δ

]}
≥

≥ Pi

{
ci(t, ω) ∈ [c1i , c

2
i ] | cj(t, ω) = cj(t, ω), j = 1, 3n, j �= i

}
= 1− εi.

/���	 c1i � c2i �������
#��
 �� �����#)�� �������.

���
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�� ��� i ∈ J1�

c1i =

⎧⎨⎩c−i (t), ���	 ui− ∈ [u0(t, ω)− δ, u0(t, ω) + δ],

(1− λ1
i )c

−
i (t) + λ1

i c
+
i (t), ���	 ui− /∈ [u0(t, ω)− δ, u0(t, ω) + δ];

c2i =

⎧⎨⎩c+i , ���	 ui+ ∈ [u0(t, ω)− δ, u0(t, ω) + δ],

(1− λ2
i )c

−
i (t) + λ2

i c
+
i (t), ���	 ui+ /∈ [u0(t, ω)− δ, u0(t, ω) + δ];


� ��� i ∈ J2�

c1i = c−i (t),

c2i =

⎧⎨⎩c+i , ���	 ui+ ∈ [u0(t, ω)− δ, u0(t, ω) + δ],

(1− λ2
i )c

−
i (t) + λ2

i c
+
i (t), ���	 ui+ /∈ [u0(t, ω)− δ, u0(t, ω) + δ].

��� �����	
���
��� ���
��	�
��
 �
 i��� 
����	���	�

��
���	��� ��	�
����� � ���������� ������ ��� ������ �� �����

	�������
�� �����	��
���� ����!�	����� �� i"�� ���
�	���	 �

#���� �
������	� $
�
�� �
���������	� �������� � ����� ��� �	"

��

F (y(u, t)) = Fω(y1(t), y2(t), . . . , yn(t)) → inf; (7.8.1)

Au(t) ≤ c(t, ω); (7.8.2)

yi(t) = yi(t− 1) + Si(t, ω)ui(t) + di(t, ω); (7.8.3)

yi(t) ≥ yi(t− 1), yi(1) > 0,

ui(t) ≥ 0, Si(t, ω) ≥ 0, c(t, ω) > 0, i = 1, n, t ∈ [1, T ], (7.8.4)

���

A % &�����"�	
���
���
� �
��	�
 �����	! $
�
�	 '��(���"'��(�)�

'�
$�������	 3n× 3n�*

u % ������ ���������+ '�
$�������	 3n�*

c % ������ ���
�	���	! '�
$�������	 3n��

���
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���������� i	
 ����
� ���������
������ ����������������� ��	

��
����
 �� ����
� �������	��������

Fω(y(u
0i, t)) = Fω(y

0i
1 (t), y

0i
2 (t), . . . , y

0i
n (t)) → min, (7.8.5)

3n∑
r=1

ajrur(t) = (Au(t))j ≤ cj(t, ω), (7.8.6)

3n∑
r=1

airur(t) = (Au(t))i ≤ ci(t, ω), (7.8.7)

y0ij (t) > 0, y0ij (t) ≥ y0ij (t− 1), cj(t, ω) > 0, ci(t, ω) > 0,

ui(t) ≥ 0, i, j = 1, 3n, i �= j, ω ∈ Ω, (7.8.8)

���� 

cj(t, ω) ! ������� ���
���� ���
�"��" ����
��# cj(ω),

u0ij (t)(i, j = 1, 3n) ! ������� �#" ���� ����
� �����$�	������� ���

�������%�� ci(t, ω)�

& ����
� �����$�	������� '���� ������������ �� ���
���� ci(t, ω)�

��� �����#( ����� ����� �����
)�� ������*����

|F (y01(t, ω), y
0
2(t, ω),..., y

0
n(t, ω))−F (y0i1 (t, ω), y

0i
2 (t, ω),..., y

0i
n (t, ω))|≤δ.

����������� 	
�
�
 ����� ����	
��
 ��� ������ �	
���
� 	��

���
� ��������������� ���� 
���!��� �"����
�� �� i��� ��	��
���

�
# " $�	����	
"�
���
 εi
 δ ����"� δ % �
"!��
 �"!
 �&��!����"�

"��������
�

Pi = Pi

{
|F (y01(t, ω), y

0
2(t, ω), . . . , y

0
n(t, ω))−

−F (y0i1 (t, ω), y
0i
2 (t, ω), . . . , y

0i
n (t, ω))| ≤ δ

}
≥ 1− εi.

+��'# ��"�� ����������� Pi� �# ���,�# ��*�� ���������
�	

���
 ����
� �������� ��*���" �����$�	������� ��� ���
�"��" ����	

���
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���� ci(t, ω)� ���	
� λ1
i � λ2

i � 
�����
 ���
	
���� 	��������� ���

����� ���
�
��� ��������� �
������ ci(t, ω) � ��
��
������ ���
�

���������� ������������ ��	��� ��� �!"���� �#"� $�	
� ��
��� ���

�
���� [λ1
i , λ

2
i ] ��%�	� �� ����������% �
&
��� ui−(t) � ui+(t)� ���

�
��� ci(t, ω) � ��	��
 ��� �'"���� � " �� c−i (t) � c+i (t) �����
����
����

(����
�&�
 �����)	
��� �����*���� �����)	
����� ����
	
����

� ��
	�	�+
� ���
�
�

��� �����	
����� 
� �������������� 
�������� α

,��������� ��	��� �������� �
&
��� �����
	
�
��� �
������ ��
�

	��+
*� ��	�-

F (y(u, t)) = Fω(y1(t), y2(t), . . . , yn(t)) → inf; (7.9.1)

Au(t) ≤ c(t, ω); (7.9.2)

yi(t) = yi(t− 1) + Si(t, ω)ui(t) + di(t, ω); (7.9.3)

yi(t) ≥ yi(t− 1), yi(1) > 0,

ui(t) ≥ 0, Si(t, ω) ≥ 0, c(t, ω) > 0, i = 1, n, t ∈ [1, T ], (7.9.4)

*	


A . �������	��*�������� ������� ������� ��	��� ���/�!"����/�#"

�����
������ 3n× 3n"0

u . �

��� �
�
�
���% �����
������ 3n"0

c . �

��� �*�����
��� �����
������ 3n"�

1
�
��&
� ��	��� ���/�!"����/�#" � ��	


ϕ0 = F (y1(t), y2(t), . . . , yn(t)) → min,

P1

{
g1(u, t, ω) =

n∑
j=1

aijuj(t)− ci(t, ω) ≤ 0
}
≥ α1, 0, 5 < α1 < 1,

P2{g2(u, t, ω) = bi(t, ω)− hi(t, ω)} ≥ α2, 0, 5 < α2 < 1,

���
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ui(t) ≥ 0, hi(t, ω) ≥ 0, yi(1) > 0, yi(t) ≥ yi(t− 1),

ci(t, ω) > 0, i = 1, n, t ∈ [1, T ], ω ∈ Ω

��� � ����� ��	�

ϕ0 = F (y1(t), y2(t), . . . , yn(t)) → min, (7.9.5)

Pk{gk(u, t, ω)} ≥ αk, 0, 5 < αk < 1, k = 1, 2, (7.9.6)

ui(t) ≥ 0, yi(1) > 0, yi(t) ≥ yi(t− 1), i = 1, n, t ∈ [1, T ], ω ∈ Ω.

(7.9.7)


�� ����
� k = 1, 2 ������	���� ���	����� �������

������� ��	�
������ ����	� 
��
����
��
��� ������������� �����

�����

�� ������� g(u, t, ω) ������ � !���� !� ω" ��!��� ��� !� ����

!������� �#

$� Ω ∈ Rn# ω % ��!��� ���� ���	�&��� ����	���#

'� ������� ϕ0 ��!��� ��� !� u#

(� ��� ��)���� α ∈ [α1, α2]" (0, 5 < α1 < α2 < 1) ��*�������

������������ ��+���� ����	� 
��
��� � 
��
��� � u∗(t, α)#

�� ��� α = α1 ���)����� ��!����� , !����� ����	� 
��
����


��
��� ������	���# ����� ��*������� !�����������������

{Δαn} → +0 �����" 	��

lim
n→∞u∗(t, α2 −Δαn) = u∗(t, α2).

���������	
���� ����������

lim
‖Δu(t)‖→0

[
P (g(u+Δu, t, ω) ≤ 0)− P (g(u, t, ω) ≤ 0)

]
	�� ������������
� u�

P (g(u+Δu, t, ω) ≤ 0) = P (g(u+Δu, t, ω) ≤ 0, g(u, t, ω) ≤ 0)+

���
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+P (g(u+Δu, t, ω) ≤ 0, g(u, t, ω) > 0).

����������	

P (g(u, t, ω) ≤ 0) = P (g(u, t, ω) ≤ 0, g(u+Δu, t, ω) ≤ 0)+

+P (g(u, t, ω) ≤ 0, g(u+Δu, t, ω) > 0).


����

P (g(u+Δu, t, ω) ≤ 0)− P (g(u, t, ω) ≤ 0) =

=P (g(u+Δu, t, ω)≤0, g(u, t, ω)>0)−P (g(u, t, ω)≤0, g(u+Δu, t, ω)>0).

�
��� ����


|P (g(u+Δu, t, ω) ≤ 0)− P (g(u, t, ω) ≤ 0)| ≤

≤P (g(u+Δu, t, ω)≤0, g(u, t, ω)>0)+P (g(u, t, ω)≤0, g(u+Δu, t, ω)>0).

�� �
��
�������� ������� g(u, t, ω) ��
��
�	 ��� ��� �
��������

ω0 ������	 ��� g(u, t, ω0) > 0 ��� ���������� ����� ‖Δu‖ ��������

��� g(u+Δu, t, ω0) > 0	 �����

lim
‖Δu(t)‖→0

[
P (g(u+Δu, t, ω) ≤ 0), g(u, t, ω) > 0

]
≤

≤ lim
‖Δu(t)‖→0

[
P (g(u+Δu, t, ω) = 0), g(u, t, ω) > 0

]
≤

≤ lim
‖Δu(t)‖→0

P (g(u+Δu, t, ω) = 0).

��������	 ��� ��� �
�������� Δũ(t) �������
��� ������ 
��


P (g(u + Δũ, t, ω) = 0) > 0! � "��� �����
	 �� �
��
�������� ����

��#��# �
������ ω ��
��
�	 ���

V n(θ : g(u+Δũ, t, θ) = 0) > 0,

��
 V n $ �%&
� � n��
���� �����������
 Rn	 � "�� ��������
���

������# ���������� ������� g(u, t, ω)!

���
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����� P (g(u+Δu, t, ω) = 0) = 0 ��� ��	��� Δu
 � ���
���

lim
‖Δu(t)‖→0

[
P (g(u+Δu, t, ω) ≤ 0), g(u, t, ω) > 0

]
≤

≤ lim
‖Δu(t)‖→0

P (g(u+Δu, t, ω) = 0) = 0.

�� �������� ��������

lim
‖Δu(t)‖→0

[
P (g(u+Δu, t, ω) ≤ 0), g(u, t, ω) > 0

]
≤

≤ lim
‖Δu(t)‖→0

P (g(u, t, ω) = 0) = 0.

�
��


lim
‖Δu(t)‖→0

|P (g(u+Δu, t, ω) ≤ 0)− P (g(u, t, ω) ≤ 0)| ≤

≤ lim
‖Δu(t)‖→0

P (g(u+Δu, t, ω) ≤ 0), g(u, t, ω) > 0)+

+ lim
‖Δu(t)‖→0

P (g(u, t, ω) ≤ 0, g(u+Δu, t, ω) > 0) ≤ 0 + 0 = 0.

�
� � �������
 �����������
� ������� P (g(u, t, ω) ≤ 0) �� u(t) 

���
���� ������� u∗(t, α2−Δα) ��
��������� ��!���� ������

"# $ %&'"# $ #& �
 ������
��α ��� Δα ∈ [0, 5;α1−α2] ( ���� �������

)& 
������ 
���� ������� ��*��
���
 � ���������� 

��� ��� ���+��
�� �����
���, ������ ������ "# $ %&'"# $ #& ����'

������ ��� α = α1
 
� ��� ��	��� u(t)
 
�����
 �
�

P (g(u, t, ω) ≤ 0) ≥ α1
 �����������- ‖u(t)‖ ≤ c(t)
 
 � ��� ��	�,

u(t) � α ∈ [α1, α2] 
���,
 �
� P (g(u, t, ω) ≤ 0) ≥ α �����������

‖u(t)‖ ≤ c(t) .
���� ������

 �
� ��� ��	�� Δα ∈ [0, 5;α1 − α2]

��������
�� ‖u∗(t, α2 −Δα)‖ ≤ c(t) 

/ �
� � �������

 �
� ���+��
�� u∗(t, α2 − Δα) ���������� ���

Δα ∈ [0, 5;α1 − α2]
 ���
��� ��+�� ��	��
� ���������
������
�

Δαn → 0 
����
 �
� ��*��
�� lim
n→∞u

∗(t, α2 −Δαn) = u(t) 

��� ��� P (g(u, t, ω) ≤ 0) = lim
n→∞u

∗(α2 − Δαn) = α2
 
� u(t) 0

�����
���1 ���� ������ "# $ 2&'"# $ 3& ��� α = α2
 ���
���

���
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ϕ0(u(t)) ≤ ϕ0(u
∗(t, α2))� � ������ 	
�����


ϕ0(u
∗(t, α−Δαn)) ≥ ϕ0(u

∗(t, α2)) ��� ����� n
 � ������� ϕ0 ������

����� �� u(t)
 	������
�����
 ϕ0(u(t)) ≥ ϕ0(u
∗(t, α2))�

�������� ϕ0(u(t)) = ϕ0(u
∗(t, α2))� � 	��� ����	
�����	
� �� ��

��� !����� "#�$�%&�"#�$�'& ��� α = α2 	���������� �����	
��

u(t) = u∗(t, α2)�

(���� ����!��
 ��	������
�����	
�Δαn → 0 ������
�����
 
���

�������� 
�������

������� ����	�
��

���� ����	
�����
 �� �������������� ������������� ω

�������� �		��������� �	����� �	
������	
� �� ���� !����� ����

��
�� �� ���� �� �����
��	
���� ��	���������� 	�������� �����

���� ω� )�� *
��� ��		��
��� ����� 	�����+�� !����� �����
��

�� �����

ϕ0 = F (y1(t), y2(t), . . . , yn(t)) → min, (7.10.1)

Pk{gk(u, t, ω) ≤ 0} ≥ αk, 0, 5 < αk < 1, k = 1, 2, (7.10.2)

ui(t) ≥ 0, yi(1) > 0, yi(t) ≥ yi(t− 1), i = 1, n, t ∈ [1, T ], ω ∈ Ω.

(7.10.3)

����������� 
������ ��� ������ k�

������� ��	
�	� ����� ����	� 
��
��
��
��
���� �������������

��������� ���������


� ���� �� g(u, t, ω) ����!� �"#���� #� ω$ ��#���"��� #� ����

#�������"�$ ω ∈ Rn $ ωn % #����������������� ��#���"��"& ����

	�'�"& ����	��$ Ω % ���(����� ������� �' ���	�'�"& ����	��

ωn$ ��(��� ���	�'��� ����	��� ������ ������������� #��������

���� (Ω, F, Pωn
)$ � ���������� G(u) � Gn(u) % ���� �� ���#���

���
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������� ���	
���
 ����	�� ω � ωn ��������������� � �������
�

��������
��������� 	���� {εn} �
�
�� 	�� εn > 0� ∀n�

limn→+∞ εn = 0 �
���� 	�� ‖Gn(u)−G(u)‖ ≤ εn||G(u)‖ ��� ������

u(t)�

�� ��������� ��
���
��� ���	
���
 ����	�� ω, ω1, ω2, . . . ���
 

��	���! V n(Ω) = c < +∞� ��� V n  ��"�� � n ������ ������
� 

�����

#� ��������� ���������
 ��
��� �
�
	� $%&'(&'� $%&'(&#� ���
 

��	��� ��� ��������� 0, 5 < α1 < 1�

)� ��*������� ��+���� �
�
	� $%&'(&'� $%&'(&#� ��� ���������

α0 > α1 $�����
	�� ��� u(t)� � ��+���� �
�
	�

minϕ0(u(t)), (7.10.4)

Pωn
{g(u, t, ωn) ≤ 0} ≥ α (7.10.5)

$�����
	�� ũ(t, α)� ��� α ∈ [α1, α0]� ����
 ��*������� ������� 

�
��������� {δn} : δn > 0, limn→+∞ δn > 0 �
�
�� 	��

{ũ(t, α− δn)} �
������ � ��+���� �
�
	� $%&'(&'� $%&'(&#� ���

α = α0&

���������	
���� ���������� 	
������
 ����� u(t) � ��������

��� ���	 ������ ����������������� ��� α = α0� �� ������� �� �  �

�
��
�� ��
��
�! ���"

|Pωn
{f(u, t, ωn) ≤ 0} − Pω{g(u, t, ω) ≤ 0}| ≤ εnc(t).

#�$
�
� � ���
���
 δn ����
 �����! ��� δn > εnc(t); δn −−−−→
n→+∞ 0�

%�&�� 	���	�' � 	
������&� n! $��
� δn < α0 − α1 � ��(
����
�

�
)
	�
 ũ(t, α0 − δn) ������ ������*��������+�� %� 
��,

Pωn
{g(u, t, ωn) ≤ 0} ≥ Pω{g(u, t, ω) ≤ 0} − δn ≥ α0 − δn.

-�� ��	���
�! ��� �
$�� ���������� ���	 ������ �����������������

���
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��� α = α0 �������	 �
� �
�
�� ������������������ ��� ����� � �
�

����� u(t)� ��
����

ϕ0(u(t)) ≤ ϕ0(ũ(t, α
0 − δn)). (7.10.6)

�
��	����	 ��
�����Pω

{
g(ũ(α0 − δn), t, ω) ≤ 0

}
� �� 

��� ��
��

���	 �� � !� �����	" �	��	

Pω

{
g(ũ(α0 − δn), t, ω) ≤ 0

} ∈ [α0 − δn − εnc(t), α
0 − δn + εnc(t)

]
.

(7.10.7)

#�
���� �
���
� � �������� � n� ��� �����
{
ũ(α0 − δn)

}
��������

	" �
� �
�
�� ���������������$� ���α = α1� � 	��%����� �
��& �����

� �
�������

'"(���	 �� ���
����
��
)�����
{
ũ(t, α0 − δn)

}
�&���*�+�� ���

�
����
��
)����)
{
ũ(t, α0 − δnk

)
}

�
��+� ���

lim
nk→+∞

{
ũ(t, α0 − δnk

)
}
= u∗(t).

,���	 ����
�) ��
�����"� �
��	 �(�
��	 ���

 δnk
����	"	� δn�

' ��
� ������"������ -���.�� Pω {g(u∗, t, ω) ≤ 0} �� u(t) �

��������

Pω {g(u∗, t, ω) ≤ 0} = α0,

���� ����
 u∗(t) / �������	"0 �

� �
�
�� ���������������$� ���

α = α0�

1� ������"������ -���.�� ϕ0 � ������2� �
������ ���

ϕ0(u(t)) ≤ ϕ0(u
∗(t)),

���� ����
 u∗(t) / ��3���� �
�
�� ���������������$� ��� α = α0�

������� ����	�
��

���
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���� �����	
����� 
����
� ����	 �������
	������ ���
������� �
��

�
���

����
�

� �������	
 ������
�	
 ��
���
 ���
����������� ��������������

��� �������	� ��������	 ����� ��������������� � �����������

������ ������	 ���������� ���� �������	� �������	 ������
����	

������� �������	��� ��� 
���������� � ����
 ������
 ����� ���

�������	
 �������
 ����
���� �!���� ��������� ������� "����

��� � ����������� ��������� ������� �	
 ������ ��� ���
 ����

�������
 ω ∈ Ω�

#��� ����� ��
��� ���
����������� ����������������� � �����

��� ������� "������ f(x, ω) = f(x) ��������� ������	���� 
�����

������������ "������� � "������� ����
����$�� ������� ��
���

gi(x, ω)� ∀i = 1, 2, . . . ,m� ���
������	 ��� ������	 �� x � �������

����� �� ����
�����	�� ��������� Hi(ω) ��� ��!�� ����������

ω ∈ Ω� ���� ����� ��
��� ��
�⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
minx f(x),

xTHi(ω)x+ pi(ω)x− bi(ω) ≥ 0,

i = 1, 2, . . . ,m, x ≥ 0,

(7.11.1)

�
� ��� %������	 ������Hi(ω)� �������� pi(ω) � ���������	 bi(ω)�

i = 1, 2, . . . ,m ����� !	� �������	���

���
�� ���
��$�� ���������&

S(ω) =
{
x : xTHi(ω)x+ pi(ω)x ≥ bi(ω), x ≥ 0, i = 1, 2, . . . ,m

}
,

S− =
{
x : xTH−

i x+ p−i x ≥ b+i , x ≥ 0, i = 1, 2, . . . ,m
}
,

S+ =
{
x : xTH+

i x+ p+i x ≥ b−i , x ≥ 0, i = 1, 2, . . . ,m
}
,

�
� H+
i , p+i , b+i , H−

i , p−i , b+i , i = 1, 2, . . . ,m ' �������	� 
���	��

���
�������$�� ���������� ������� ω� �������	 ������ �������

���������� � ����������������� ��������� ���������������

���
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����� ����� ����	
��� 	���
�������

������� ��		�	� ���� ����	�
�� �	
���	�
��� ������ S− �	

���
�� 
� ��� �	�	��� ������� ������ �������� ��		
 �	�
� �� 

�
��!	��	"

min
x∈S+

f(x) ≤ min
x∈S(ω)

f(x) ≤ min
x∈S−

f(x). (7.11.2)

���������	
���� ���������� ������������ S+ ⊃ S(ω) ⊃ S− ���

�	�� �	��� ���������� ��� �����	� ���
�
����� �	����� �� �����

��
��	 ��������	 ���� � ���� 
���� �����	�	 !��� �� �	�����

�� �
��� ����� !��"� ���������� #��� x ∈ S− ����	��� ��� ��$ ���%

��	�����% 
��������� ω � �
� ∀i ���
� ����� ������ ���$

xTH+
i x+ p+i x

(∗∗∗)
≥ xTHi(ω)x+ pi(ω)x

(∗∗)
≥ xTH−

i x+ p−i x
(∗)
≥

(∗)
≥ b+i

(∗∗)
≥ bi(ω)

(∗∗∗)
≥ b−i , x ≥ 0.

&��
�� ����	��� ��� �
��� ���	������ 
� ���� �� S−� ���� 	���

������
$
��� ��
�������	 (∗)� 	��������
$�� � ��
�������	 (∗∗)�
���� ����� ����� S(ω) ⊃ S−� '
��� ��"�� �
��� ���	������ 
� ����

�� ��������� S(ω)� ���� 	��������
$
��� (∗∗)� 	��������
$�� �����
(∗ ∗ ∗)� ���� ������ ��� ������$���$ S+ ⊃ S(ω)� &������������

S+ ⊃ S(ω) ⊃ S−

� ���� S− �= ∅� �� ����� ����� ��
������ ()�**�+, �� 	������ ����

����


������ ���������

��$ ������ �� ������	� ����� ���� ���
�	��
����� �������


����$ ���
����


���
���� ��		�	�#��
$ ��		� ������ ����
�
����%� �
�%
�� 

��
������� 
�	� ���
$ � �����	 �������� f(x) = f(x, ω) & ������ 

���
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��� �������	
��� �� x 
����	� � �����	�������� ������������

����	��� H0(ω) ��	 ∀ω�

f(x, ω) = xTH0(ω)x+ p0(ω)x+ b0(ω),

��� ����	 ��������� H0� p0 	 b0 ���
����� ����������	� � ����
�

��� �����������	��� ����� ���� ��	� !"�##�$% 	& ������� "�##�#

��	��� �	��

f−(x−) = min
x∈S+

f−(x) ≤ min
x∈S(ω)

f(x, ω) ≤ min
x∈S−

f+(x) = f+(x+),

��� x− 	 x+ ' ���	������� ����� �� �������������	� ����

 ����� S+ 	 S−� � f−(x) 	 f+(x) ' ������� 
����		� � ������(

���
����� ������ &������� ���	�	 ����	����	
���	�	 	 ���	�

�	��	
���	�	 ����	���	 ���������������

���������	
����� ������������ � ����	
�����
 ���	�
� ��������

�
��� 
���� �����
� ����
��� ���
���� S+ ⊃ S(ω) ⊃ S−� ����

x0(ω) ����
������ 	������ ������ �������� �	� 	��������� ω� ��

�� �!"�#� ω ������ !�� ���������� $

f−(x−) = x−TH−
0 x

− + p−0 x
− + b−0 ≤ f(x0(ω)) =

= x0T (ω)H0(ω)x
0(ω) + p0(ω)x

0(ω) + b0(ω) ≤
≤ x+TH+

0 x
+ + p+0 x

+ + b+0 = f+(x+),

��%��� ������� �	�"��
�� 	���������


������ ���������

�����
 
��
�����

>

S−=
{
x : xTH−

i x+ p−i x > b+i , x > 0, i = 1, 2, . . . ,m
}
.

������� ��		�
� )���� 
����		 gi(x, ω) � &���
� !"�##�#% ���

����� 	�	 �	������ ��� ����� ������	��( x� S− �� ������ �

��� ����� S+ �����	
���� *��	 ������� 
����	� &���
	 !"�##�#%

���
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������� � 	
�
�����������
 �� 	�� ������ ω ���
����
� �����

������� ����
 ������� �
 �����	�
���
>

S−
 � ����
���� ��
�

����� ����������� ������ �	���
�����
� ��������

{x0(ω)}∀ω ⊂ ΔS = S+\
>

S− .

���������	
������������� �	
	��� ���
�
�� ��
��		 f(x) 
�

���
	�� 
� ������ �	
	���� f(x) �
�
�	 �������� �����
	 �����

�
	��� ����
	�� 
� � �	�� 
�������
��
	 f(x) 	 ����
�
��
	 	

����
	��

��
	 �����
	 �����
	��� ����
	�� ��	 ������ ����	�

���		 ω �����
���
 
��� ���
	�
� 
���� x0(ω)� �
� �����
 �
� 

f(x0(ω)) ≤ f(x(ω)), ∀x(ω) ∈ S(ω).

!
� ��
����
� �
� ��	 ������ ����	���		 ω ��
 �� ��
� 	� 
����

��
�
� gi(x, ω) ≥ 0 	�	 xj ≥ 0 ���������
� � ����
�
��� 
"�" 	���


���
� �	��

x0T (ω)Hi(ω)x
0(ω) + pi(ω)x

0(ω) = bi(ω)

�� 
���
����� iω� �	�� x0j(ω) = 0 �� 
���
����� jω" #���� x0(ω)


� ����
 ��	
������
�
>

S−� ��������� �
����
��
>

S− 
� ���$���



	���	� x� ��
���� ������
	�	 �� �������	�� ����
	��
	� �����

�	 %&"''"'( � ����
�
��" )�
��� x0(ω) ∈
>

S+� 
"�" S+ ���$���
 ���

�����
	 �����
	���
	 ��	 �$��� ����	���		 ω� 	� �������
���
��

�����
 �
� 

{x0(ω)}∀ω ⊂ S+\
>

S− .


������ ���������

*��	 � 
������ &"''"+ ������ ��
��	 �����	 %&"''"'(  �� �
� 

��������� � �����$

�� �	
	��� 
� ��	
�����	
 
	����� �����

���
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��� ������������ S(ω) �	� 
���� ω
 �� ���	��� ������ ����� �����

������ ��������
����� ������� ���
������ �	���������� �����

 ��	��� ������ � ������ ��
����� ����!����� 	���
������ 	�����

"#��$
 ��� 	������	������� ��
��� 
���%��� &���'�� � ��(����%

�������

)
����!�� ����	������ ��������� � �������� �
���� ������

���(����������� �	��	����	�������

������� ��		�
� ���� � ����	
 ��
��
�� ��
 ������� ���
���

�� x � ������ �
���� b(ω) ��

� ���	����
� �
��������
 � ���

�
	��� �
��
����� �����
�
�
���
 �������� !�
� �� ���"
����

����������# ������ {x0(ω)}∀ω �� �
��
�� �
��
$ �������

���������	
���� *���� S(ω) ��
���� ���������( �
���� ������

�	� 	��
���'�� ω� *���� x0(ω1) � x0(ω2) + ������
���� 	������

�	� 
���( ���( 	��
���'��( ω1 � ω2
 ���� ����
������

f(x0(ω1)) ≤ f(x(ω1)) ∀x(ω1) ∈ S(ω1),

f(x0(ω2)) ≤ f(x(ω2)) ∀x(ω2) ∈ S(ω2).

,� Ax0(ω1) ≥ b(ω1)
 Ax0(ω2) ≥ b(ω2)- x0(ω1) ≥ 0- x0(ω2) ≥ 0


�
����� �
� 
����� λ
 0 ≤ λ ≤ 1.

A(λx0(ω1) + (1− λ)x0(ω2)) ≥ λb(ω1) + (1− λ)b(ω2),

x0λ = λx0(ω1) + (1− λ)x0(ω2) ≥ 0.

/����	 x0λ ��
����� ��������% 	��
���'��% � ��
� ������������� �

���	�	������ 	���	���
���� �
���%��( ��
����� 0�������% ���1

��	 ��
����� � ������
����
 �����
��� � ��
� 
���%����� &���1

'�% � ������ 2������3 �	������� '�
���% &���'�� � ��	��
� � ��1

��	�
�������� ��	�������% ���������
 � ������
���� ����� x0λ


�	� ��	���!���� �� x0(ω1) � x0(ω2) �������� ������
���%
 ����

���
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��� ������	
�� � ������	
���� �
� ������� x0λ �������� ��	 
��

��
 λ� 0 ≤ λ ≤ 1�

������� ����	�
��

����� � 	������� ������ ��� �����		 �������	��� �� x� ��	��


� ����
��	��
��� ������
����
	 
���	��
	 Hi(ω)� i = 1,m 	 �

�����	����
��� ������
����� 
���	��� H0(ω) ��	 ∀ω� ���� 	
��


������ �������	��� � ��� ��

	�����	� �
� ������ ���
	���		

ω!

min
x

f(x, ω) = min
x

(xTH0(ω)x+ p0(ω)x+ b0(ω)) (7.11.3)

��	 ��
��	��⎧⎨⎩ xTHi(ω)x+ pi(ω)x ≥ bi(ω), i = 1,m,

x ≥ 0,
(7.11.4)

 �� "
�
���� Hi(ω)� pi(ω) 	 bi(ω)� i = 0, 1, . . . ,m 
� �� ���� �
��

�����
	 ��
	�	��
	� ����� h
i

ej� pij 	 bi # 
���
��	����	� ��	���

�	�� � σi
ej� σ

i
j 	 σi # �	�����		 "
�
����� ��������������Hi(ω)� pi(ω)

	 bi(ω)� i = 0, 1, . . . ,m� $����
 �
����%	� 
�������� 	 ���������

�	�!

S(ω) =
{
x : xTHi(ω)x+ pi(ω)x ≥ bi(ω), i = 1, 2, . . . ,m, x ≥ 0

}
,

S+
λ =

{
x : xTH+

i x+ p+i x ≥ b−i , i = 1, 2, . . . ,m, x ≥ 0
}
,

S−
μ =

{
x : xTH−

i x+ p−i x ≥ b+i , i = 1, 2, . . . ,m, x ≥ 0
}
,

Δμ,λ=
{
x : x∈{S+

λ \{x : xTH−
i x+p−i x≥b+i , i = 1, 2, . . . ,m, x≥0}}},

f+
λ,μ = {min

x∈S−
μ

fλ(x)} = min
x∈S−

μ

(xTH+
0 x+ p+0 x+ b+0 ),

f−
μ,λ = {min

x∈S+
λ

fμ(x)} = min
x∈S+

λ

(xTH−
0 x+ p−0 x+ b−0 ),

 �� H+
i � H−

i � p+i � p−i � b+i � b−i ������
����� 	� �
����%	� �������

&��	� �
� 
���� i = 1,m 	 e, j = 1, n!

H−
i = (h

i

ej − μσi
ej), H+

i = (h
i

ej + λσi
ej),

���
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p−i = (pij − μσi
j), p+i = (pij + λσi

j),

b−i = (bj − μσi), b+i = (bi + λσi).

���������	
� �
� μ 	 λ �
���� ������ ����� S−
μ �= Φ� � ������
���


	�	
�
 � ������ ������ !"������#! �� ��	������	
 S−
μ 	 ��� S(ω)

����
�
�	���
�� ��� 
� ω� ��� $�
���% ��&��
���
 %�
� �� ����

�����
	
�� �����	��

������� ��		�
� ����������	 ��
�� ��� �
�����	��� ������

��� ������� ������� f(x0(ω)) ∈ [f−
μ,λ, f

+
λ,μ] � ��� �
�����	���


��� ������ ������ !�������"! x0(ω) 
�������#�� �$�����Δμ,λ� ����

������ 
� ������� ����

Pμ,λ = P
{
ω | H−

i ≤ Hi(ω) ≤ H+
i ; p−i ≤ pi(ω) ≤ p+i ;

b−i ≤ bi(ω) ≤ b+i , ∀i = 0, 1, . . . ,m
}
.

���������	
���� '��
�
���� ��$���
�� �
� ��� ����
	�{
ω | H−

i ≤ Hi(ω) ≤ H+
i ; p−i ≤ pi(ω) ≤ p+i ;

b−i ≤ bi(ω) ≤ b+i , ∀i = 0, 1, . . . ,m
}

(∗)
��������
�� 
�������	� 
����
�� (�������� ������	��� 
�
�� $�$

)
� ������� � 
����
� ������� 	
��
 S+
λ ⊃ S(ω) ⊃ S−

μ ��� ���% ω 	�

����
	� (∗)� � 
�����
�� ��
	
�����% ������ ��� )
	% ω �����"

�	
�� � Δλ,μ� *���� � ���
��
�
�		 �� �����
�	�
 	� 
����
� ������

	
��
� �
� ��� ���% ω 	� ����
	� (∗) ��������
�� 
�����
�� ��"

�
�����	� ��� +�����% ,��$+	�-

f−
μ,λ = min

x∈S+
λ

fμ(x) ≤ min
x∈S(ω),ω∈(∗)

f(x, ω) ≤

≤ min
x∈S−

μ

fλ(x) = f+
λ,μ.

���
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������ ����	 �	�
�
��
 �
������
 ������� ���
����	� 	��
�������


��	 � �
�����	��� 	� ���
 �����	� ������� � ������� 	��
�����

��� �	��� �������	�
�� �
��� ��
���
���
 ��	 	����
����� ��
�

x0(ω) ∈ Δλ,μ
 �
 �		����������	


f(x0(ω)) ∈ [f−
μ,λ, f

+
λ,μ],

�	 ��	 ��� �
��� ��
���
��� ω �� ����� ���	������� ���	�	� ����

�	�
��� �	����� (∗)�  ��!�
 �������
 ��	 Pμ,λ " ���� ��#��� ��
�

���
 ��� ���	���	��� �	�	
 ��	 	����
����� ��
� x0(ω) ∈ Δλ,μ
 


f(x0(ω)) ∈ [f−
μ,λ, f

+
λ,μ]�

������� ����	�
��

$������ �
������
 ��	 ���� ��� %������� �
����Hi(ω)


i = 0, 1, . . . ,m ��� �!�	� ��
���
��� ω ∈ Ω �	#��������	 �
���

���!
 �	 ����� %����
������! ��	���� ��� ������	�	 ����
� &'(()�

������� ���	�
������

*�����	�
��! �	������� 	����
���	�	 ��
�
 �
� ����
��	� �	��

�� �	������
 �
�	�
 +� ,
��
�
 &-)
 � �	�	�	� ����
���� �
�����
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